Transformacdes projetivas n3o afins 1

Se a primeira coluna da matriz M nao é 1,0, 0.
a transformacao M mstura pontos finitos e infinitos, e nao
preserva paralelismo:

100 |

(w, z,y|M = [w,z,y] | 110
001

= [w+:1:, X, y}

Em coordenadas cartesianas:

X Y
X, Y)M = [LLX,Y]M = [1+X,X,Y] =
X Y) b A 1+, 471 Q+XW+X>




Transformacdes projetivas n3o afins




Transformacdes projetivas n3o afins
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O espaco projetivo orientado

O espaco projetivo orientado T consiste de pontos, planos, e uma relacdo ternaria entre eles:

Pontos: quadruplas [w, x,y, 2] exceto [0, 0,0, 0]
sendo que [w', 2’ /. 2] e [W", 2", y", 2"

s30 0 mesmo ponto se e somente se

existe a > 0 tal que

W' =aw' 2" =ar Y =ay e = a7

Planos: quadruplas (W, X, ), Z) exceto (0,0,0,0)
sendo que W', X", V' Z'Yy e (W' X" V" Z")
s30 0 mesmo plano se e somente se

existe o > 0 tal que
Wi =aW, X'=aX" Y ' =a) e Z'=aZ

Posicdo ponto-plano:
(w,z,y, 2] o (W, X, Y, Z) =sgn(Ww + Xz + Yy + Zz)

Toda a geometria projetiva orientada trdimensional segue destas definicdes.




Coordenadas homogéneas no espaco

As coordenadas homogéneas de um ponto no espaco sao quais-
quer quatro numeros reais |w, x, ¥y, z|, tais que as coordenadas
cartesianas sao X = x/w, Y =y/we Z = z/w.

Ou seja, se as coordenadas cartesianas sao (X,Y,Z), as

coordenadas homogéneas sao |w, wX, wY,wZ] para qualquer
w > 0. Em particular, |1, XY, Z].

Convencao:
Cartesianas: parénteses (,,) e maitusculas X, Y, 7, ...
Homogéneas: colchetes |, ,,] e mintusculas w, x,y, z, . . .




Coordenadas homogéneas no espaco

Zz (3,25 2) 7z (3,252)
oquem alem
(=£2.6.5,93 _/= (2,-€,~5,~4]

2, -,
* o’ |
s T s T

p = (3.0,2.5,2.0)
1.0,3.0, 2.5, 2.0]

= [2,6,5,4]
[0.010, 0.030, 0.025, 0.020]
12, 36,30, 24]

Y204




Transformacdes projetivas 3D

Transformacao projetiva de T3
funcao de pontos para pontos que é
uma transformacao linear das coordenadas homogéneas:

A
E
I

<O

C D1
G H
M(|lw,x,y,z|) = |lw,z,vy, 2] KT

NPQR.
= [AerEa:Jr]erNz,
Bw+ Fzx+ Jy+ Pz,

Cw+ Gr+ Ky+ Qz,
Dw+H:C+Ly+Rz]




Transformacdes projetivas - exemplo

Exemplo de transformacao projetiva de T?:

1 4 2 0]

0 0 2 1

M([w,x,y,Z]) — [w,x,y,Z] 0—-3 0 0
—1-3 0 0_

= [w—z, 4w — 3y — 3z, 2w + 2z, :1:}




Transformacdes afins

Uma transformacao afim de T°
¢ uma transformacao projetiva que preserva a distincao fi-

nito/infinito:
Se M([w,z,y,2]) = [w, 2,y 2], entao w = 0 se e somente
se w' = 0.

Forma geral:

i @ lmagﬂmdo vEeR (1,0,0)

(,O
M= |© A eC ymagm do VETOR (o)




Transformacdes afins
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Em coordenadas cartesianas:

M((X,Y,Z))=(X,Y, Z)

QO =
sulliesfivy
~ T Q

+ (T,U, V)




Transformacdes afins: Translacdo

Translagdo pelo vetor cartesiano (T,U,V):

M([waxayvz}) - [w7xayaz]

e B e B e B
oo~ N
O)—\Oq
H©©<

[w, Tw+z, Uw+y Vw+y}

M((X,Y,Z))=M(L,X,Y,Z) =[l,T+ X, U+Y,V+2Z =(X,Y,Z)+ (T,U,V)

/

A

A
2 i
A ('r,u,\()lég

/
;‘/




Transformacdes afins: Escala

12

Mudanca de escala por fatores a em X, S em Y, v em Z:

M([wa LY, ZD = [wa LY, Z]

0
0
O — |:w7 Ofl" /By7fyzj|
Y




Transformacdes afins: Rotacdo

13

Rotacdo anti-horaria por 6 radianos em torno do eixo Z:

M(lw,x,y,2]) = |[w,z,y, 2] = [w, cr — sy, Sx —+ cy, z}

o O O =
I

o »wW O O

o0 »wW O

_ O O O

onde s =sinf e ¢ = cosb.

M(X,Y,Z))=M([1,X,Y, Z])

[1,cX —sY,sX —¢Y, Z] = (¢X —sY,sX — Y, Z)




Transformacdes afins: Rotacdo por 90 graus 14

Rotagdo anti-horaria por 90 graus (/2 radianos)
em torno do eixo Z:

M([w,z,y,2]) = [w,z,y, 2]

O OO
|
o — O O

o O = O

_ O O O

— [’U), —Y, X, Z]

M(X,Y,Z)) = M([L,X,Y,Z)) = [1, -Y,+X, Z] = (-Y,+X, Z)




Transformacdes afins: Cisalhamento

15

Cisalhamento na direcdo X proposcional a Z com fator a:

M(lw,x,y, z|) = |w,z,y, 2] = [w, T+ oz, vy, z]

O~ O O
_ O O O

o O O
O o~ o

M((X,Y,Z))=M(LX,Y,Z) =[l,X +aZ,Y,Z) = (X +aZ,Y,Z)

2 ol
i -~




Transformacdes afins: Espelhamento

16

Espelhamento na direcao X pelo plano Y Z:

M(lw,z,y,2|) = |w,2,y, 2]

MUX,Y,Z)=M(1L,X,Y,Z) =[1,-X,Y, Z] = (—X,Y, Z)




Transformacdes afins: Inversdo na origem

17

Espelhamento pela origem:

M(lw,x,y,z2]) = |w,z,y, 2]

S = O O
— O O O

o OO =
OO~ O
|

M(X,Y,Z) =M1, X,Y,Z])=[1,-X,-Y, - 7] = (-X,-Y,—-2)




Transformac3o afim de 3 pontos
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Transtformacao afim que leva o trangulo canonico

K =5((0,0), (1,0), (0,1))
para um trangulo qualquer

T = S((Xo, Yp), (X1,Y7), (X2, Y2)):

M((0,0)) = [100] |1 X Y0
M((1,0)) = [110] |0X;— XY —Y)
M((0,1)) = [101] |0 Xo— X Y2—1Y)
= [1 X0 Yp ]
=[1X1 Y7
= [1 Xy Yy ]




Transformagdo afim de 3 pontos (2)

19

. )
\-l/ {Z,CKu'{z
T F’]:(Xh'f;)

"/ f/




Transformac3o afim de 4 pontos 20

Transformacao afim que leva o tetraedro candnico

K =5((0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) (0,0, 1))

para um tetraedro qualquer

T = S((Xo, Yo, Zp), (X1, Y1, Z1), (X0, Yo, Zo) (X3,Y3, Z3)):

M((0,0,0)) = [10 1 X Y0 Zy
M((1,0,0)) 11 0 X1 —XoY1—-Yy Z1 =%y
M((0,1,0)) = [10 0 Xo—Xo Yo Yy Zo— 2
M((0,0,1)) = [10 0 X3— X Y3-Yy Z3— Zy |

0

0

0

1 J

Xo Yo Zy
Xz
X9
X3

Yo Zy

0
0
1
0
1
1
1 i
1 X3 Ys Zs3 |




Transformagdo afim de 4 pontos (I1)

21




Transformacdo afim por dois tridngulos

22

Transformacao afim que leva um trangulo genérico
T =s((X),Y)), (X{,Y]), (X3,Y7)) para outro triangulo ge-
Nerico

T" = S((X0, Yy, (X{, YY), (X3, Y5")):

M=A"1B
onde A leva K para T" e B leva K para T".




Transformagdo afim por dois triangulos (I1)

23

C0,0 (Xh‘{l)
D'focﬂ M \
R (Kar‘((?)

e

(0:0) C4lo) - |
Ca,00] [12,9]




Transformac3o afim por dois tetraedros

24

Transformac3o afim que leva um tetraedro genérico
T = S((X{, Yy, Z)), (X1,Y{,Z2]), (X5,Y5, 7)), (X3,Y], Z})) para outro tridngulo gené-
rico

T" = s((Xq, Yo', Zg), (X1, YY", 27), (X9, Yy, Z3), (X3, Y5, Z3)):

M=A"'B
onde A leva K paraT’ e B leva K para T”.




Transformacdes dados 4 pontos

Dados 4 pontos p,q,r,u onde u estda dentro do triangulo
S(p, q,7), existe uma tnica transformacao projetiva que leva os
cantos do primeiro quadrante para p,q,r, e o ponto [1,1,1,1]
para u.

(Queremos:
100;-1430- = | apw ap.x ap.y |
010V | p ppl| = LBaw Baxr gy
001: aHg 1| = Llyrwyrzyry |
111 L 1l = vw uxr uwy




Transformacdes dados 4 pontos 20

'2{",‘ (1407 it
/ ‘ /
F oy Jo
[100]




Transformacdes dados 4 pontos

21

Logo M ¢
_ozp.w ap.x oap.y_
M = | fqw PBg.x Bqy | =
YT YT YTy
@ 0 0] _p.w D.T p.y_ @ 0 0]
= | 080 qw qr qy| = [ 0B 0| N
0 0~ T T.T T.Y 00~

Resta determinar «, (3, e v para que a quarta equacao seja
satisfeita.




Transformagdes dados 4 pontos (I1)

28

A quarta equacao é

a 00
(1,1,1]]1 08 0| N = |uw, ux, uy]
00«

ou seja

‘o, 8, v] = [uw, uz, uy|N"!




Transformacdo projetiva genérica dados 5 pontos

29

Transformacdo afim que leva o primeiro octante do aquém
@ = S([1,0,0,0], [0,1,0,0), [0,0,1,0][0,0,0,1])
para um tetraedro qualquer

T = S([wo, Zo, Yo, 20), w1, T1, Y1, 21], (w2, T2, Yo, 20] (w3, 3, Y3, 23])
e o ponto unitario 1 = [1,1,1, 1] para um ponto u = [wy, Ty, Yu, 2] NO interior de T

M([1,0,0,0]) = (1000 |M
M([0,1,0,0]) = (0100 ]M
M([0,0,1,0]) = (0010 ]|M
M([0,0,0,1]) = (0001 ]|M
M([1,1,1,1]) = (1 111]|M

awy ary Yy ««dz

Bwr Bxy By B
YWw2 YT2 YY2 Y22
(5103 (51‘3 (Syg 623

Wy Ty Yu Ry

——— — —
[ S B SN B Sy S—




Transformac3o projetiva dados 5 pontos

30




Transformagdo projetiva dados 5 pontos (I1)
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Logo M ¢é

Wy Ty Yy |
v~ |PwrBr By Ba

Yw2 yx2 YY2 <2
| dw3 0wy dy3 023

Wy T Yo 20 | a 000
w1 r1 Y1 21 068 00
w9 T Y9 29 00~0
0000 |w3g z3 ys 23 | 00009

Resta determinar a, 3, v e 0 para que a quinta equagao seja
satisfeita.

o o P
o DO
=2 OO
oo O

N




Transformagdo projetiva dados 5 pontos (I11)

32

A quinta equacao é

(1, 1,1, 1]

ou seja

oo oL

oo Do
O=2 OO

[&7 57 /)/7 5]

N = [wa Ly, Yus Zu]

S O OO

= Wy, Ty, Yu, ZU]N_l




Transformacdo de pespectiva 3D

33

A trastomacao de perspectiva é usada para produzir imagens
planas de cenas tridimensionais:

S
OO@O

[w7 x) y? ’Z]M — [?U,:E, y? Z]

OUOO
DOOO

— O O

= [w—Dz, x, v, z}

Em coordenadas cartesianas:

M((X,Y,Z)) = [I,X,Y,Z]M = |[D—Z,DX,DY,DZ] =




Transformacdo de pespectiva 3D

34




Conjugacdo de transformacdes 35

A conjugada de uma transformacao projetiva M
por outra transformacao L ¢é a transformacao LML

Intuitivamente, L=M L tem o efeito de M, mas no plano T2
transtormado por L.

Por exemplo, se M ¢ a rotacao de 30 graus em torno da ori-
gem, e L é a translacdo que leva a origem para (U, V'), entao

LML é uma rotacao de 30 graus emtorno de (U, V).




Conjugacdo de transformacdes

36
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