O plano projetivo orientado

O plano projetivo orientado T? consiste de pontos, retas, e uma relacdo ternaria entre eles:

Pontos: triplas [w, z, y] exceto [0, 0, 0]
sendo que [w', ', y] e [w", 2" y"]

520 0 mesmo ponto se e somente se
existe a > 0 tal que

w// — Oé’LU/, :U// — Oél'/ e y// — O{y/

_'[w7 £, y] — [_wv —Z, _y] 7 [wv L, y]

Retas: triplas (W, X, )) exceto (0,0, 0)
sendo que W', X7, V") e (W' X" V")

sa0 a mesma reta se e somente se

existe a > 0 tal que

W' =aW . X'=aX e)" =a).
W, X, ) = (W, =X, =Y) # W, X, D)

Posi¢ao ponto-reta:

[w7xay]<><W7X7y> :Sgn(Ww+Xx+yy)

Toda a geometria projetiva orientada segue destas definicoes.




Segmentos

Sejam

p1 = w1, 21, Y1
py = [wo, 9, Yo

O segmento p1p2 ¢ o conjunto de pontos
S(p1,p2) = 1 | awr + Py,
oz + Px,
ay1 + By2




Segmentos nos modelos esférico e chato




Triangulos

Dados trés pontos p; = [wbxl)yl]? P1 = [w27x27y2] € P3 =
(w3, 3, y3|, o tridngulo é o ocnjunto de pontos

S(p1,p2,p3) = { | awy + Bwy + yws,
azr + Bxo + yx3,

ay1 + By2 + Yy3

|

.%@WZOA
a+B+v>0
!




Triangulos




Tridngulos - justificativa




Orientacdo de 3 pontos

Dados treés pontos p; = [wlaxbyl]? P1 = [w27x2792] € P3 =
(w3, 3, y3|, sua orientacao é o sinal do determinante

wy T1 Y1
A(p1,p2,p3) = sgn | wo T2 Y2
w3 T3 Y3
= sgn(wiwoy3 + T1Yow3 + y1wors

— Y1T2W3 — TIWY3 — W1Y2T3)




Orientacdo de 3 pontos
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Orientacdo de 3 pontos - propriedades

A(p2, p1,p3) = A(=p1,p2,p3) =
A(p3, p2,p1) = A(p1, —p2,p3) =
A(p1,p3,p2) = A(p1, p2, —p3) =
—A(p1, p2, p3) —A(p1, p2, p3)
A(p1,p1,p3) =
A(p1,p2,p2) =

A(p1,p2,p1) = 0

Os trés pontos sao colineares se e somente se A(py, p2, p3) = 0




Orientacdo de 3 pontos e retas 10

A(p1, p2, p3)

Portanto

wi T1 Y1
= sgh| w2 T2 Y2
w3 T3 Y3
X w w9 T
= son (4w [ T2 V2| Zpy | W2 Y2 4, (W2 22
T3 Y3 w3 Y3 w3 T3

A(p1,p2,p3) = p1o (P2 V p3)
= p2 o (p3 V1)
= p3 o (p1V p2)
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Transformacdes projetivas

11

Transformacio projetiva de T?:
funcao de pontos para pontos que é
uma transformacao linear das coordenadas homogéneas:

A BC
M(lw, z,y]) = [w,z,y] | D £ F
G H I

— [Aw+Dw+Gy,
Bw+ Fx + Hy,
Cw+ Fx + Iy |
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Transformacdes projetivas - exemplo
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Exemplo de transformacao projetiva de T?:

M([w,z,y]) = |w,x,y]

OO
W O =~
O DO DO

= [w, dw — 3y, 2w+2x}
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Transformacdes projetivas - exemplo

Exemplo de transformacao projetiva de T2

M(w,z,y]) = | w, 4w — 3y, 2w+ 2z |

M(A) = M([1,0,0]) = [1,4,2] = A’
M(B) = M([1,1,0)) = [1,4,4] = B v 4 v 4
M(C) = M([1,1,1]) = [1,1,4] = C" 1 1< 8/
M
M(D) = M([1,0,1]) = [1,1,2] = D’ 1 = 1 @é
4 __'DI A/
Dﬁﬂ'gr*& 1 —>
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Transformacdes projetivas
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Propriedades de uma transformacio projetiva M de T?:

e SO é valida se a matriz 3 X 3 M tem determinante nao nulo.

e M (p) é definida para todo ponto p.

e M(p) é 0 mesmo ponto de T? quaisquer que sejam as cool-
denadas homogéneas escolhidas para p.

e M/ tem uma transtormacao inversa M_l, tal que

M~ (M(p)) = M(M~*(p)) para todo p.

o A matriz de M ! é a inversa da matriz de M.
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Transformacdes projetivas
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Mais propriedades de uma transformacio projetiva M de TZ:

e M preserva colinearidade: M (p), M(q), M (r) sao colinea-
res se e somente se p, g, r sao colineares.

e M preserva segmentos: a imagem de S(p,q) sob M é

S(M(p), M(q)).

e [dem para triangulos e conjutos convexos em geral.

e A transformacao M nao se altera se a matriz M for multi-
plicada por qualquer e > 0.
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Transformacdes projetivas
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Mais propriedades de uma transformacao projetiva M de T

¢ Se o determinante da matriz M for positivo, M sempre
preserva a orientacao de 3 pontos: A(M(p), M(q), M (r)) =

A(p,q,r).

¢ Se o determinante da matriz M for negativo, M sempre
inverte a orientacao de 3 pontos: A(M(p), M(q), M(r)) =

_A<pa q, T)'
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Transformacdes projetivas
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A primeira linha da matriz M é para onde vai a origem do

aquem:
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