O espaco projetivo orientado

O espaco projetivo orientado T? consiste de pontos, planos, e uma relacdo ternéria entre eles:

Pontos: quadruplas [w, x,y, 2] exceto [0, 0,0, 0]
sendo que [w', 2", y/, 2] e [W", 2", y", 2"

s30 0 mesmo ponto se e somente se

existe a > 0 tal que

w'=ow, 2 =ax, Y =ay e = a2

Retas: quadruplas (W, X, ), Z) exceto
(0,0,0,0)

sendo que W', X" V' Z"Y e (W' X" V" Z")
s30 a mesma reta se e somente se

existe o > 0 tal que

W' =aW, X' =aX', V' =a)Y e Z2"=aZ

Posicdo ponto-plano:
(w,z,y, 2] o (W, X, Y, Z) =sgn(Ww + Xz + Yy + Zz)

Toda a geometria projetiva orientada trdimensional segue destas definicGes.




Coordenadas homogéneas no espaco

As coordenadas homogéneas de um ponto no espaco
sdo quaisquer quatro numeros reais |w, x, ¥, 2|, tais que
as coordenadas cartesianas sao X = z/w, Y = y/w e
7 =z/w.

Ou seja, se as coordenadas cartesianas sao (X,Y, 2),
as coordenadas homogéneas sao [w,wX,wY,wZ| para
qualquer w > 0. Em particular, [1, X, Y, Z].

Convencao:
Cartesianas: parénteses (,, ) e maitsculas X, Y, Z, ...
Homogéneas: colchetes |, ,,] e mintsculas w, z,y, z, . ..




Coordenadas homogéneas no espaco
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p = (3.0,2.5,2.0)

= [1.0,3.0,2.5, 2.0]

= [2,6,5,4]

= [100, 300, 250, 200]

= [0.010, 0.030, 0.025, 0.020]

= [12, 36, 30, 24]




Segmentos no espaco 4

Sejam

P1 = [wlaxlaylazl]
P2 = [w275€27y2722]

O segmento p1ps € o conjunto de pontos

S(p17p2> :{[O{wl—'_ﬂw% Oéﬂfl—FBQfQ, Oéyl‘f‘ﬁy% (342’1"—522] ’ O‘)ﬁ Z 0 A




Segmentos no espaco

2
A

A

/
P )
/\) e
Y
X

TPy

2z
A

(&3




Triangulos no espaco

Dados trés pontos py = |wy,T1,y1,21], p1 =
(w2, T2, Y2, 20] € p3 = (w3, X3, Y3, 23, 0 tridngulo com es-
ses vértices é o conjunto de pontos

S<p17p27p3> — { [&w1+5w2+’7w37
ary + s + s,

ayr + By2 + Y3,
az1 + Bzo + V23

o, 0,7 2 0N
a+pB+v>0




Tridangulos no espaco




Planos no espaco projetivo

Plano em coordenadas cartesianas: o ponto (X,Y,7)
estd no plano se e somente se

AX+BY+(CZ+ D=0
onde A, B, C, D sao nameros reais, os coeficientes carte-
sianos do plano.

Em coordenadas homogéneas: o ponto |w,x,y, z] com
w > 0 esta nessa reta se e somente se

AL+ BL 1+ D=0
w w w

ou seja

Ar+ By+Cz+ Dw =10




Coeticientes homogéneos de um plano

Quando se trabalha com coordenadas homogéneas, a
equacao

Axr+ By +Cwz+ Dw =0

fica mais natural se escrita

Ww+Xe+Yy+ Z2=0

onde W=D X =AY =B, Z=C. Estes nimeros,
nesta orderm, sao os coeficientes homogéneos do plano.

Indicamos esse plano por (W, X, Y, Z).




Interpretacdo dos coeficientes de um plano
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Plano por trés pontos
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Plano por trés pontos 12
Dados trés pontos

p1 = w1, x1, Y1, 21, (1)

P2 = (W2, X2, Y2, 22/, (2>

p3 = [W3, X3, Y3, <3 (3)
o plano p; junta py junta ps3 €

L1 Y1 21 w1 Y1 21 wy T =1 Wy T1 Y1

PLVPp2Vps = +|T2 Y2 22|, —|W2 Y2 22|, +|W2 T2 22 W2 T2 Y2

r3 Y3 <3 w3 Y3 <3 w3 I3 <3

w3 T3 Y3
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Encontro de tres planos
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Encontro de trés planos
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Dados tres planos

Ry = W, X1, 0, Z1),
Ry = W, Xs, Vo, Z5),
RS — <W37X37y3723>

o ponto Ry encontra R encontra Ro

X1 V1 2 Wi Vi 24
RINRoANRy = | +| X Vo Zo|, —| Wh Vo 2
Xy V3 Zs3 Wi Vs Z5

W, & Z4
Wy Xo Z
Wi X5 Z5
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