O plano projetivo orientado

O plano projetivo orientado T? consiste de pontos, retas, e uma relacio ternaria entre

eles:

Pontos: triplas [w, z,y] exceto [0, 0, 0]
sendo que [w', 2, y'] e [W", 2", y"]

sa0 0 mesmo ponto se e somente se
existe a > 0 tal que

w' =aw', 2" =ax’ ey’ = ay'.

Retas: triplas (W, X', )) exceto (0,0, 0)
sendo que W', X7, V") e (W" X" V")
sao a mesma reta se e somente se

existe a > 0 tal que

W' =aW, X'=aX e)" =a).

Posicao ponto-reta:
(w,z,yl o W, X,Y) =sgnWuw + Xz + Yy)

Toda a geometria projetiva orientada segue destas definicoes.




Transformacdes projetivas

Transformacao projetiva de T?:
funcao de pontos para pontos que é
uma transformacao linear das coordenadas homogéneas:

A B C
M(w,.y)) = [way | D E F
G H I

= [Aw+Dx+Gy, Bw + FEx + Hy, CerF:ch]y}




Conjugacdo de transformacdes

A conjugada de uma transformacao projetiva M
por outra transformacao L é a transformacao L~'ML.

Intuitivamente, LM L tem o efeito de M, mas no plano T?
transformado por L.

Por exemplo, se M é a rotacao de 30 graus em torno da origem, e L é a translacao

que leva a origem para (U, V), entdo L™ M L é uma rotacio de 30 graus emtorno
de (U, V).




Conjugacdo de transformacdes
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Transformacdes projetivas ndo afins

Se a primeira coluna da matriz M nao é 1,0, 0,
a transformacao M mstura pontos finitos e infinitos, e nao preserva
paralelismo:

100
(w, x,ylM = [w,z,y] | 1 1 0
001

Em coordenadas cartesianas:

(X,Y)M = [L,X,Y]M = [1+XXY]< X Y )

1+ X'1+X
pM = (0,0)M [ 100 ] L 00 [ 100 ] (0,0)
gM = (1,00M = [ 110 ] 10 =[210] = (1/2,0)
r%:(O,l)M:[lol] 00 1 :[101]i(0’1)
uM = (L,LI)M = [ 11 1] =[211] = (1/2,1/2)




Transformacdes projetivas ndo afins




Transtormacdes dados 4 pontos

Dados 4 pontos p, ¢, r, u onde u esta dentro do triangulo S(p, ¢, r), existe
uma tnica transformacao projetiva que leva os cantos do primeiro qua-
drante para p,q,r, e o ponto [1, 1,1, 1] para u.

Y ? ?

Queremos:
[ 100] ) 5 g =lapwapz apy |
[ 010 ] = [ Bqw Bgx Bqy |
D E F
[ 00 1] :[fyrwfyrxfyry]
G H I
[ 11 1] = ww ux y |
Logo M é
ap.w ap.r ap.y a 0 0 pw p.xr p.y a 0 0
M = | Bqw Bgx Bgy | = | 038 0 qw qr qy | = | 08 0| N
Yraw  yr.xo yr.y 0 0 v rw r.T Ty 0 0 v
Resta determinar «, (3, e v para que a quarta equacao seja satisfeita.




Transtormacdes dados 4 pontos

| ol
417 N\ ! ”
Co(oﬂ,//// //\ " W %
",,1’7"[1,4,’13 & ,
/ ‘ o P
f ey -
[100] S i




Transformacdes dados 4 pontos (I1)

A quarta equacao é

(1,1, 1] N = [vw, vz, u.y]

o o ©
o @ o
=2 o O

ou seja
(o, B, 7] = [vw, uz, wy]N*




