O plano projetivo orientado

O plano projetivo orientado T? consiste de pontos, retas, e uma relacio ternaria entre

eles:

Pontos: triplas [w, z,y] exceto [0, 0, 0]
sendo que [w', 2, y'] e [W", 2", y"]

sa0 0 mesmo ponto se e somente se
existe a > 0 tal que

w' =aw', 2" =ax’ ey’ = ay'.

Retas: triplas (W, X', )) exceto (0,0, 0)
sendo que W', X7, V") e (W" X" V")
sao a mesma reta se e somente se

existe a > 0 tal que

W' =aW, X'=aX e)" =a).

Posicao ponto-reta:
(w,z,yl o W, X,Y) =sgnWuw + Xz + Yy)

Toda a geometria projetiva orientada segue destas definicoes.




Transformacdes projetivas

Transformacao projetiva de T?:
funcao de pontos para pontos que é
uma transformacao linear das coordenadas homogéneas:

A B C
M(w,.y)) = [way | D E F
G H I

= [Aw+Dx+Gy, Bw + FEx + Hy, CerF:ch]y}




Transtormacdes afins

Uma transformacao afim de T?
¢ uma transformagcao projetiva que preserva a distin¢ao finito/infinito:
Se M(|w,x,y]) = [w', 2", y], entdo w = 0 se e somente se w’ = 0.

Forma geral:

para onde vz @ gngm Ao 47chn

‘/ﬂmsfarma.ar [inea do R?
= ['w) UV+Az+Cy, V+ Bx+Dy ]

Em coordenadas cartesianas:

M((X,Y)) = (X,Y) <£ D) +(U,V)




Transtormacdes afins: Translacdo

Translagao pelo vetor cartesiano (U, V):

M([wv £, yD = [’U}, £, y}

o — G

v
0
1

o O =

= [w, Uw + x, Vw—i—y}

M(X,Y)=M(,X,Y)=L,LU+X,V+Y|=(X,Y)+ (U, V)




Transtormacdes afins: Escala

Mudanca de escala por fatores « em X e § em Y

100
M([w,z,y]) = [w,2,y] | 0 a 0
008

M(<X7 Y)) = M([17X7 Y]) - [1,&X, BY} = (aX, 6Y>




Transtormacdes afins: Rotacdo

Rotacao anti-horaria por 6 radianos:

0 0

1
M(lw,z,y]) = [w,z,y] | 0 ¢ s
0 —s c

= [w, cxr — SY, sx+cy]

onde s =sinf e ¢ = cos 0.

M(X,Y))=M(1,X,Y])=[1,cX —sY,sX —cY] = (¢X —sY,sX —cY)




Transformacdes atins: Rotacdo por 90 graus

Rotagao anti-horaria por 90 graus (7/2 radianos):

1 0 0
M(w,z,y]) = [w,2,y] | 0 0 +1
0 -1 0

— [wa _yax}

M((X,Y)) = M([1,X,Y]) = [1, Y, +X] = (-Y, +X)




Transtormacdes afins: Cisalhamento

Cisalhamento na direcao X proposcional a Y com fator «:

1 00

M(lw,z,y]) = [w,z,y] | 0 1 0
0 o 1

]

MUX,Y)) = M([1,X,Y]) = [1,X +aY,Y] = (X +aY,Y)




Transformacdes afins: Espelhamento

Espelhamento na direcao X pelo eixo Y':

I 0
M([w,az,y]) - [’UJ,QT,y] 0 —1 0
0 0
— [wa — &, y}

M(X,)Y)=M[,X,Y])=[1,-X,Y]=(-X,Y)




Transtormacdes afins: Rotacdo meia-volta

10

Rotaao por 180° (7 radianos), ou espelhamento pela origem:

M([w7 £, y]) - [wv £, y}

o O =
|
o~ O
— O O

= [w, —x, —y]

M(X,Y)=M[1,X,Y])=[1,-X,-Y]=(—-X,-Y)
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Composicdo de transformacdes

11

Composicao de transformacoes projetivas M e () aplicadas nessa ordem:

QM ([w, z,y])) = <[w’x’y] [M\D [

- o (]

Por conta dessa férmula, vamos escrever a composicao na ordem de aplicacao, ou

seja “M Q)" (em vez de Q o M ou QM).
Entdao p(MQ) = (pM)Q = pMQ para todo ponto p de T?.
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Transtormacdo afim de 3 pontos

12

Transformagcao afim que leva o trangulo candnico
K =5((0,0), (1,0), (0,1))
para um trangulo qualquer

T = S((X07Yb)7 (Xb}/l)? (X27Yé>>:

M(O0) = [100]T1 X
M(1,0) = [110]]0X —X,Vi—
M(O01) = [101]]0 Xo—X, Ys—
[ 1 Xo Yo
=[1Xi N
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Transformacdo atim por dois tridngulos

13

Transformagao afim que leva um trangulo genérico
T =S((X|,Yy), (X1,Y]), (X},Y])) para outro triangulo genérico
T" = s((Xg, Yg'), (X7, Y1), (X5, Yy)):

M=A"B
onde A leva K para T’ e B leva K para T".
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