O plano projetivo orientado

O plano projetivo orientado T? consiste de pontos, retas, e uma relacio ternaria entre

eles:

Pontos: triplas [w, z,y] exceto [0, 0, 0]
sendo que [w', 2, y'] e [W", 2", y"]

sa0 0 mesmo ponto se e somente se
existe a > 0 tal que

w' =aw', 2" =ax’ ey’ = ay'.

Retas: triplas (W, X', )) exceto (0,0, 0)
sendo que W', X7, V") e (W" X" V")
sao a mesma reta se e somente se

existe a > 0 tal que

W' =aW, X'=aX e)" =a).

Posicao ponto-reta:
(w,z,yl o W, X,Y) =sgnWuw + Xz + Yy)

Toda a geometria projetiva orientada segue destas definicoes.




Modelo esférico - ponto

(w, z,y)
\/w2 + 22 + 12

w,x,y] <

(2,1.3) Y




Modelo esférico - reta

(W, X)) < circulo perpendicular a (W, X))

(21,3




Segmentos

Sejam

P = [wlaxlayl]

P2 = [w2, Z2, Z/z]

O segmento pips é 0 conjunto de pontos

S(p1,p2) = { [ awr + Pws, axy + Bxy, ayn+Py2] | @, >0 N a+8>0}




Segmentos nos modelos esférico e chato




Triangulos

Dados trés pontos p1 = [wi,z1,91], p1 = [we, X2, %) € p3 =
(w3, x3, y3], o tridngulo é o ocnjunto de pontos

S(p1,p2,p3) = { [ aw + Sfws + yws,
axy + B + yas,

ayr + By2 + VY3

a, B,y = 0A
a+pB+v>0




Triangulos
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Triangulos - justificativa




Triangulos - propriedades

e O triangulo S(p1, p2, p3) nao depende da ordem dos pontos.

e Os lados de S(p1, pa, p3) sao S(p1,p2), S(p2, p3), e S(ps, p1),
® S(p1,p1,p2) € 0 segmento S(p1, p2).
° S(phplapl) ¢ o conjunto {pl}-

e S(p1, p2, p3) € indefinido se e somente se um dos lados contém o
antipoda do vértice oposto.

e Se u,v € S(p1,p2, p3) entao S(u,v) C S(p1, p2, p3).
e Se u,v,w S S(p17p27p3) entao S(u,v,w) g S(p17p27p3)'




Orientacdo de 3 pontos

10

Dados trés pontos p1 = [wy,z1, 4], p1 = [wa,x2,10] € p3 =
(w3, x3, y3], sua orientagdo é o sinal do determinante

wy T1 Y1
A(p17p27p3) = Sgn | w2 T2 Y2
w3 T3 Y3

= sgn(WiT2Y3 + T1YoWs + Y1Wals — Y1ToW3 — T1W2Y3 — W1Y2T3)
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Orientacdo de 3 pontos
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Orientacdo de 3 pontos - propriedades
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A(PQ,pl,pS) = A(ﬁp1,p2,p3) =

A(ps, p2, p1) = A(p1, —p2,p3) =

A(pbp?))p?) - —A(plap%p?)) A<p17p27ﬁp3) - —A(plap%p?))
A(plaplapZ%) =
A(plap%pQ) —

A(plap%pl) = 0

Os trés pontos sao colineares se e somente se A(py, p2, p3) =0
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Orientacdo de 3 pontos e retas
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wy 1 Y1
A(p17p2,p3) = Sgn | w2 To Yo
w3 T3 Y3

_ sgn(+w1 2 Y2 — W2 Y2

I3 Ys w3 Y3

Portanto

A(p1,p2,p3) = pr1o(p2V ps3)
= p2o(p3 V1)
= p3o(p1 VDo)

Wy T9
w3 I3

)
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