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 Jorge Stol�Segundo Semestre de 1994Notas de Aula { Fasc��culo 5Transforma�c~oes Geom�etricas no Espa�co5.1 Transforma�c~oes projetivas no espa�coA teoria das transforma�c~oes projetivas de T2, que vimos na se�c~ao 3.1,pode ser facilmente generalizada para espa�cos projetivos de três di-mens~oes, ou mais.5.1.1 De�ni�c~aoEm particular, de�nem-se as transforma�c~oes projetivas de T3 comosendo os mapas de T3 para T3 que preservam a coplanaridade de pontos.Prova-se que qualquer transforma�c~ao F desse tipo equivale a multi-plicar as coordenadas homogêneas de cada ponto por uma certa matrizF de 4� 4 coe�cientes reais:[w; x; y; z] 7! [w; x; y; z] F= [w; x; y; z]26664 fww fwx fwy fwzfxw fxx fxy fxzfyw fyx fyy fyzfzw fzx fzy fzz 37775 (5.1)= [ wfww + xfxw + yfyw + zfzw;wfwx + xfxx + yfyx + zfzx;wfwy + xfxy + yfyy + zfzy;wfwz + xfxz + yfyz + zfzz ]



2 Cap��tulo 5. Transforma�c~oes Geom�etricas no Espa�coPode-se provar que toda transforma�c~ao projetiva do espa�co �ca com-pletamente determinada se dermos cinco pontos do espa�co, quatro aquatro n~ao-coplanares, e suas respectivas imagens.5.2 Transla�c~oes e mudan�cas de escalaAa transforma�c~oes projetivas do espa�co incluem muitos casos particu-lares de interesse para computa�c~ao gr�a�ca, alguns dos quais s~ao men-cionados a seguir.Em muitos casos, a matriz e as propriedades desses mapas s~ao ge-neraliza�c~oes triviais dos conceitos an�alogos de T2 para três dimens~oes.Veja o exerc��cios 5.1.Ex. 5.1: Dê as matrizes das transforma�c~oes projetivas que correspon-dem a:(a) transla�c~ao do aqu�em por um vetor cartesiano (X; Y; Z) dado;(b) mudan�ca de escala (amplia�c~ao ou redu�c~ao) com fatores de escala�, � e 
 nas dire�c~oes X , Y e Z;5.2.1 Rota�c~oesAssim como toda rota�c~ao em R2 tem um centro (um ponto �xo), todarota�c~ao em R3 têm um eixo (uma reta �xa). A matriz da transforma�c~aoprojetiva que realiza uma rota�c~ao no aqu�em de T3, com um determi-nado eixo e ângulo, tem a forma geral26664 1 0 0 00 rx ry rz0 sx sy sz0 tx ty tz 37775 (5:2)onde r = (rx; ry; rz), s = (sx; sy; sz), e t = (tx; ty; tz) s~ao três vetores or-togonais de comprimento unit�ario, numa ordem tal que o determinanteda matriz acima �e positivo. Estes vetores s~ao as imagens dos vetoresda base canônica, (1; 0; 0), (0; 1; 0), e (0; 0; 1) pela rota�c~ao.



5.2. Transla�c~oes e mudan�cas de escala 3Note que a transforma�c~ao inversa | isto �e, a rota�c~ao em tornodo mesmo eixo pelo mesmo ângulo, em sentido oposto | �e dada pelatransposta da matriz acima, ou seja26664 1 0 0 00 rx sx tx0 ry sy ty0 rz sz tz 37775 (5:3)�E poss��vel determinar a dire�c~ao do eixo e o ângulo de rota�c~ao apartir da matriz acima, e vice-versa; mas, como as f�ormulas s~ao umtanto complexas (na verdade, quat�ernio-complexas!), vamos deix�a-laspara mais tarde.Quando o eixo de rota�c~ao desejado �e uma reta m que n~ao passapela origem, a matriz correspondente pode ser obtida pela composi�c~aoTRT�1, onde T �e qualquer transla�c~ao que traz o eixo m para uma retam0 passando pela origem, e R �e a rota�c~ao pelo ângulo desejado em tornodo eixo m0.5.2.2 Re
ex~oesUma re
ex~ao do espa�co tridimensional substitui cada ponto pelo seusim�etrico em rela�c~ao a um plano �xo. Por exemplo, a re
ex~ao atrav�esdo plano Z = 0 �e de�nida pela matriz26664 +1 0 0 00 +1 0 00 0 +1 00 0 0 �1 37775 (5:4)A matriz da re
ex~ao em torno de um plano perpendicular ao vetorcartesiano unit�ario (X;Y;Z) que passa pela origem �e26664 1 0 0 00 1 � 2X2 �2Y X �2ZX0 �2XY 1 � 2Y 2 �2ZY0 �2XZ �2Y Z 1 � 2Z2 37775 (5:5)



4 Cap��tulo 5. Transforma�c~oes Geom�etricas no Espa�coDe mode geral, uma re
ex~ao preserva todas as distâncias entre pon-tos, mas (ao contr�ario de uma rota�c~ao) inverte a orienta�c~ao de objetosassim�etricos: por exemplo, transforma uma m~ao esquerda numa m~aodireita.Pode-se mostrar que a composi�c~ao de zero ou mais rota�c~oes e re-
ex~oes que deixam a origem �xa �e equivalente a uma �unica rota�c~ao(possivelmente identidade), sozinha ou seguida de uma �unica re
ex~ao.Mais exatamente, um n�umero par de re
ex~oes equivalem a uma rota�c~aopura, e um n�umero ��mpar de re
ex~oes equivalem a uma rota�c~ao seguidade uma re
ex~ao.Por exemplo, a transforma�c~ao que inverte todas as coordenadas26664 +1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 �1 37775 (5:6)equivale �a composi�c~ao de três re
ex~oes sucessivas, atrav�es dos planosX = 0, Y = 0 e Z = 0; ou tamb�em a uma rota�c~ao de 180� em torno doeixo Z, seguida de uma re
ex~ao atrav�es do plano Z = 0.Da mesma forma, a transforma�c~ao26664 +1 0 0 00 �1 0 00 0 �1 00 0 0 +1 37775equivale a duas re
ex~oes seguidas, atrav�es dos planos X = 0 e Y = 0,ou a uma rota�c~ao de 180� em torno do eixo Z.5.2.3 CisalhamentoEm três dimens~oes, uma transforma�c~ao de cisalhamento �e descrita porum vetor unit�ario u e um vetor v ortogonal a u. A transforma�c~aoconsiste em transladar cada plano perpendicular a u pelo vetor �v,onde � �e a cota do plano na dire�c~ao u (isto �e, � = p � u, onde p �equalquer ponto do plano).



5.2. Transla�c~oes e mudan�cas de escala 5No caso particular em que u �e a dire�c~ao do eixo Z, e v �e o vetorhorizontal arbitr�ario (X;Y; 0), a matriz da transforma�c~ao �e26664 1 0 0 00 1 0 00 0 1 00 X Y 1 37775 (5:7)5.2.4 Transforma�c~oes a�ns do espa�coAs composi�c~oes arbitr�arias de transla�c~oes, rota�c~oes, re
ex~oes, mudan�casde escala e cisalhamentos constituem um subconjunto pr�oprio das trans-forma�c~oes projetivas de T3: s~ao as transforma�c~oes a�ns desse espa�co.Suas matrizes têm a forma geral26664 1 a b c0 d e f0 g h i0 j k l 37775 (5:8)onde a; b; : : : l s~ao n�umeros reais tais que o determinante da matrizacima �e diferente de zero. (Na verdade, o elemento no canto supe-rior esquerdo pode ser qualquer n�umero diferente de zero, pois todosos m�ultiplos n~ao-nulos da matriz acima s~ao equivalentes.) Esta trans-forma�c~ao leva a origem para [1; a; b; c], os pontos no in�nito dos trêseixos para [0; d; e; f ], [0; g; h; i], e [0; j; k; l], e o ponto [1; 1; 1; 1] para[1; a+ d+ g + j; b+ e+ h+ k; c+ f + i+ l].As transforma�c~oes a�ns formam um subconjunto pr�oprio das trans-forma�c~oes projetivas de T3. Sua propriedade caracter��stica �e que elasmantêm a distin�c~ao entre pontos �nitos e in�nitos, isto �e, mantêm oplano 
2 �xo (como conjunto, n~ao necessariamente ponto-a-ponto). Emconseq�uência, elas preservam o paralelismo entre retas e planos.Em geral, as transforma�c~oes a�ns n~ao preservam comprimentos,distâncias, �areas, volumes, ângulos, ou perpendicularidade. Pode-seprovar no entanto que elas preservam a raz~ao entre os volumes de doiss�olidos, a raz~ao entre as �areas de duas �guras planas coplanares ou pa-ralelas, e a raz~ao entre os comprimentos de dois segmentos colineares ouparalelos. Em particular, o ponto m�edio de um segmento �e levado para



6 Cap��tulo 5. Transforma�c~oes Geom�etricas no Espa�coo ponto m�edio da imagem desse segmento. O mesmo vale para o pontoque divide um segmento numa certa propor�c~ao, e para o baricentro deum triângulo ou tetraedro.Existe uma �unica transforma�c~ao a�m Fpqrs que leva os quatro pon-tos [1; 0; 0; 0], [1; 1; 0; 0], [1; 0; 1; 0], e [1; 0; 0; 1] para quatro pontos �-nitos e n~ao coplanares p, q, r e s dados. Segue-se portanto que, da-dos dois tetraedros �nitos n~ao-degenerados, pqrs e p0q0r0s0, existe uma�unica transforma�c~ao a�m que leva o primeiro para o segundo, qualseja, Fpqrs�1Fp0q0r0s0 . (Por \tetraedro n~ao degenerado" entenda-se umtetraedro cujos quatro v�ertices n~ao s~ao coplanares.)


