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Transformagoes Geométricas no Espacgo

5.1 Transformacoes projetivas no espaco

A teoria das transformacoes projetivas de T2, que vimos na se¢ao 3.1,
pode ser facilmente generalizada para espacos projetivos de trés di-
mensoes, ou mais.

5.1.1 Definicao

Em particular, definem-se as transformacées projetivas de T° como
sendo os mapas de T? para T que preservam a coplanaridade de pontos.

Prova-se que qualquer transformacao £’ desse tipo equivale a multi-
plicar as coordenadas homogéneas de cada ponto por uma certa matriz
F de 4 x 4 coeficientes reais:

[w,z,y,2] — [w,zy,2]F
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= [ wfww+xfxw+yfyw+zfzw7
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Pode-se provar que toda transformacao projetiva do espaco fica com-
pletamente determinada se dermos cinco pontos do espaco, quatro a
quatro nao-coplanares, e suas respectivas imagens.

5.2 Translagoes e mudancas de escala

Aa transformacoes projetivas do espago incluem muitos casos particu-
lares de interesse para computacao grafica, alguns dos quais sao men-
cionados a seguir.

Em muitos casos, a matriz e as propriedades desses mapas sao ge-
neralizacoes triviais dos conceitos analogos de T? para trés dimensoes.
Veja o exercicios 5.1.

Ex. 5.1: Dé as matrizes das transformacoes projetivas que correspon-
dem a:

(a) translagao do aquém por um vetor cartesiano (X,Y, 7) dado;

(b) mudanga de escala (ampliagao ou redugao) com fatores de escala
a, ey nas direcdes X, Y e Z;

5.2.1 Rotacoes

Assim como toda rotacao em R? tem um centro (um ponto fixo), toda
rotagao em R? tém um eixo (uma reta fixa). A matriz da transformacao
projetiva que realiza uma rotacao no aquém de T2, com um determi-
nado eixo e angulo, tem a forma geral

1 0 0 0
0 rp 1y 75
0 s, sy s (5.2)
0 t, t, t.

onde r = (ry, 7y, 72), $ = (84, Sy, 85), € t = (4, 1,,1.) sao trés vetores or-
togonais de comprimento unitario, numa ordem tal que o determinante
da matriz acima é positivo. Estes vetores sao as imagens dos vetores
da base canonica, (1,0,0), (0,1,0), e (0,0,1) pela rotacao.
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Note que a transformacao inversa — isto é, a rotacao em torno
do mesmo eixo pelo mesmo angulo, em sentido oposto — é dada pela
transposta da matriz acima, ou seja

1 0 0 0

0 r, s, t,

0 r, s, t (53)
v Sy by

0 r. s. t.

E possivel determinar a direcao do eixo e o angulo de rotacao a
partir da matriz acima, e vice-versa; mas, como as formulas sao um
tanto complexas (na verdade, quatérnio-complexas!), vamos deixé-las
para mais tarde.

Quando o eixo de rotacao desejado é uma reta m que nao passa
pela origem, a matriz correspondente pode ser obtida pela composicao
TRT™' onde T é qualquer translacao que traz o eixo m para uma reta
m’ passando pela origem, e R é a rotacao pelo angulo desejado em torno
do eixo m/’.

5.2.2 Reflexoes

Uma reflexao do espaco tridimensional substitui cada ponto pelo seu
simétrico em relagao a um plano fixo. Por exemplo, a reflexao através
do plano Z = 0 é definida pela matriz

+1 0 0 0
0 +1 0 0
0 0 +1 0 (5:4)

0O 0 0 -1

A matriz da reflexao em torno de um plano perpendicular ao vetor
cartesiano unitério (X, Y, 7) que passa pela origem é

1 0 0 0

0 1-2X* —-2YX 27X
0 —2XY 1-2Y* 27V
0 —2X7 =2Y7Z 1-277
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De mode geral, uma reflexao preserva todas as distancias entre pon-
tos, mas (ao contrario de uma rotagao) inverte a orientacao de objetos
assimétricos: por exemplo, transforma uma mao esquerda numa mao
direita.

Pode-se mostrar que a composicao de zero ou mais rotagoes e re-
flexoes que deixam a origem fixa é equivalente a uma unica rotacao
(possivelmente identidade), sozinha ou seguida de uma tnica reflexao.
Mais exatamente, um nimero par de reflexoes equivalem a uma rotacao
pura, e um numero impar de reflexdes equivalem a uma rotacao seguida
de uma reflexao.

Por exemplo, a transformacao que inverte todas as coordenadas

+1 0 0 0
0O -1 0 0
0 0 -1 0 (5:6)
o 0 0 -1

equivale a composicao de trés reflexoes sucessivas, através dos planos
X =0,Y =0e Z =0; ou também a uma rotacao de 180° em torno do
eixo 7, seguida de uma reflexao através do plano Z = 0.

Da mesma forma, a transformacao

+1 0 0 0
0O -1 0 0
0O 0 -1 0
0o 0 0 +1

equivale a duas reflexoes seguidas, através dos planos X =0e Y =0,
ou a uma rotacao de 180° em torno do eixo Z.

5.2.3 Cisalhamento

Em trés dimensoes, uma transformacao de cisalhamento é descrita por
um vetor unitario v e um vetor v ortogonal a w. A transformacao
consiste em transladar cada plano perpendicular a u pelo vetor av,
onde «a é a cota do plano na direcao u (isto é, @ = p - u, onde p é
qualquer ponto do plano).
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No caso particular em que u ¢é a direcao do eixo 7, e v é o vetor
horizontal arbitrario (X,Y,0), a matriz da transformagao é

(5.7)

— o o O

0 0
10
0 1
X Y

o O o

5.2.4 Transformacoes afins do espago

As composicoes arbitrarias de translacoes, rotacoes, reflexoes, mudancas
de escala e cisalhamentos constituem um subconjunto préprio das trans-
formacoes projetivas de T>: sdao as transformacoes afins desse espaco.
Suas matrizes tém a forma geral

1 a b ¢
0 d e f
e o
0 57 k I
onde a,b,...l sao numeros reais tais que o determinante da matriz

acima ¢é diferente de zero. (Na verdade, o elemento no canto supe-
rior esquerdo pode ser qualquer niumero diferente de zero, pois todos
os multiplos nao-nulos da matriz acima sao equivalentes.) Esta trans-
formacao leva a origem para [1,a,b,c|, os pontos no infinito dos trés
eixos para [0,d, e, f], [0,qg,h,2], e [0,7,k,], e o ponto [1,1,1,1] para
lLLa+d+g+j,b+e+h+k c+ f+e+]1].

As transformacoes afins formam um subconjunto préprio das trans-
formacoes projetivas de T?. Sua propriedade caracteristica é que elas
mantém a distincao entre pontos finitos e infinitos, isto é, mantém o
plano 02 fixo (como conjunto, nao necessariamente ponto-a-ponto). Em
conseqiiéncia, elas preservam o paralelismo entre retas e planos.

Em geral, as transformacoes afins nao preservam comprimentos,
distancias, areas, volumes, angulos, ou perpendicularidade. Pode-se
provar no entanto que elas preservam a razao entre os volumes de dois
solidos, a razao entre as areas de duas figuras planas coplanares ou pa-
ralelas, e a razao entre os comprimentos de dois segmentos colineares ou
paralelos. Em particular, o ponto médio de um segmento é levado para
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o ponto médio da imagem desse segmento. O mesmo vale para o ponto
que divide um segmento numa certa proporcao, e para o baricentro de
um triangulo ou tetraedro.

Existe uma tnica transformacgao afim Fj,,,, que leva os quatro pon-
tos [1,0,0,0], [1,1,0,0], [1,0,1,0], e [1,0,0,1] para quatro pontos fi-
nitos e nao coplanares p, ¢, r e s dados. Segue-se portanto que, da-
dos dois tetraedros finitos nao-degenerados, pgrs e p’'¢’'r's’, existe uma
unica transformacao afim que leva o primeiro para o segundo, qual
seja, qum_le/q/T/S/. (Por “tetraedro nao degenerado” entenda-se um

tetraedro cujos quatro vértices nao sao coplanares.)



