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Conteudo
O

B Modelagem de Sistemas.
B Incertezas.
B Introducao a Rastreamento.

B Métodos de Rastreamento.
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Parte I. Modelagem de Sistemas
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Modelagem de Sistemas
c—

B Modelagem de Sistemas.
¢ Modelagem por Estados.
¢ Dinamica de um Sistema.

B Incertezas.
B Introducao a Rastreamento.

B Métodos de Rastreamento.
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O gue € um Sistema?
C

Um Sistema ...

B ¢ caixa preta que possui propriedades ou
caracteristicas distintas;
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O gue € um Sistema?
C

Um Sistema ...

B ¢ caixa preta que possui propriedades ou
caracteristicas distintas;

B possui um conjunto de propriedades mutaveis
e um de propriedades constantes;
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O gue € um Sistema?
C

Um Sistema ...

B ¢ caixa preta que possui propriedades ou
caracteristicas distintas;

B possui um conjunto de propriedades mutaveis
e um de propriedades constantes;

B possul um comportamento autdnomo se
deixado em paz;
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O gue € um Sistema?
C

Um Sistema ...

B ¢ caixa preta que possui propriedades ou
caracteristicas distintas;

B possui um conjunto de propriedades mutaveis
e um de propriedades constantes;

B possul um comportamento autdnomo se
deixado em paz;

B reage a estimulos externos.
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Descricao de um Sistema
c—

Necessitamos de uma abstracao matematica para
sua descricao!

O modelo matematico deve...

B descrevé-lo o mais precisamente o possivel;
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Descricao de um Sistema
c—

Necessitamos de uma abstracao matematica para
sua descricao!

O modelo matematico deve...

B descrevé-lo o mais precisamente o possivel;

B ser tratavel;
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Descricao de um Sistema
c—

Necessitamos de uma abstracao matematica para
sua descricao!

O modelo matematico deve...

B descrevé-lo o mais precisamente o possivel;

B ser tratavel;
B ser 0 mais simples e sucinto o possivel.
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Estatico e Dinamico
I

Podemos decompor a abstracao matematica de um
sistema em duas partes:

1. Descricao Instantanea do sistema

2. Descricao da evolucao do sistema, com e sem
interferéncias externas.
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Estados: Descricao Instantanea
c—

Utilizamos um conjunto de 7 varidveis, que podem
ser agrupadas e representadas em um vetor.
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Estados: Descricao Instantanea
c—

Utilizamos um conjunto de 7 varidveis, que podem
ser agrupadas e representadas em um vetor.

O Sistema esta completamente determinado no
momento ¢ através de

X € R".
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Dinamica, sem interferéncia
I

Podemos modelar o comportamento dindmico de
sistemas de dois modos:
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Dinamica, sem interferéncia
I

Podemos modelar o comportamento dindmico de
sistemas de dois modos:

B Continuo — Sistema Dinamico:

ax N
t e R — E — f(xt, t)
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Dinamica, sem interferéncia
I

Podemos modelar o comportamento dindmico de
sistemas de dois modos:

B Continuo — Sistema Dinamico:

adx .
t e R — E — f(xt, t)
B Discreto — Equacdes de Diferenca:
t = k.AT — fk+1 = f(ic’k,n).
(kelN e ATER)
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Exemplo Continuo I:
]

Movimento Continuo Uniformemente Variado

X =v e U=k
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Exemplo Continuo I:
]

Movimento Continuo Uniformemente Variado
X =v e U=k

B Aceleracdo constante: a =k, k € R;
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Exemplo Continuo I:
]

Movimento Continuo Uniformemente Variado
X =v e U=k

B Aceleracdo constante: a =k, k € R;
B Velocidade: v = kt;
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Exemplo Continuo I:
]

Movimento Continuo Uniformemente Variado
X =v e U=k

B Aceleracdo constante: a =k, k € R;
B Velocidade: v = kt;

m Posigdo: x = Jkt?.
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Exemplo Continuo I:
]

Movimento Continuo Uniformemente Variado
X =v e U=k

B Aceleracdo constante: a =k, k € R;
B Velocidade: v = kt;

m Posigdo: x = Jkt?.
L, [(x @_ v
= \o) ¢ ar T \k
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Exemplo Discreto |

Logo Turtle
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Exemplo Discreto |

.
Logo Turtle

[x
Y
Xr=1201,

X7
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Exemplo Discreto |

.
Logo Turtle

Radl

()
y

0

X7

Xk+1

/x + ATv cos 9\
Y+ ATvsin®
0+ ATO
U

)
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Com Interferéncia...
I

B Continuo — Sistema Dinamico:

ax .
E — (xt, t)

B Discreto — Equacdes de Diferenca:

fk+1 — f(fk/ k)
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Com Interferéncia...
I

B Continuo — Sistema Dinamico:

ax .
E — (xt, t)

B Discreto — Equacdes de Diferenca:
Q_C)k—l—l — f(fk/ k)

Uma série de variaveis externas, i; € R", podem
alterar a dindmica do sistema. Podem estar tanto

sob, como também fora, do controle do usuario.
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Com Interferéncia...
I

B Continuo — Sistema Dinamico:

dx ,
2 = fEL
B Discreto — Equacdes de Diferen
Xki1 = f(fk@k)

Uma série de variaveis extemas,@ R™, podem
alterar a dindmica do sistema. Podem estar tanto

S"’A sob, como também fora, do controle do usuario.

=¥

UNICAMP
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Exemplo Continuo I:

S
Bala de Canhao

(P ) [ 0x)
P

y Oy
Ux - — O

Oy
\ay/ \—g)
Se temos pxo, pyo, o, € vo,
(o )

Pyo
Vo cos B

X

=
I

2
I
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Parte Il: Estados e Incertezas
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Modelagem de Sistemas
c—

B Modelagem de Sistemas.

B Estados como Incertezas.
B Introducao a Rastreamento.

B Métodos de Rastreamento.
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INncertezas
@Gmmeee

E necessario representar incertezas.
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INncertezas
@Gmmeee

E necessario representar incertezas.

B Intervalos;

Rastreamento: do projeto a implementacdo — p.16/67



INncertezas
@Gmmeee

E necessario representar incertezas.

B Intervalos;

B Variaveis Aleatoérias ...

Rastreamento: do projeto a implementacdo — p.16/67



INncertezas
@Gmmeee

E necessario representar incertezas.

B Intervalos;

B Variaveis Aleatorias . . .
¢ com distribuicao paramétrica;

Rastreamento: do projeto a implementacdo — p.16/67



INncertezas
@Gmmeee

E necessario representar incertezas.

B Intervalos;

B Variaveis Aleatorias . . .
¢ com distribuicao paramétrica;
¢ com distribuicdo ndo-parameétrica.
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DefinicOes Basicas
o

B Espaco de Amostragem;

B Evento;
B Medida de Probabilidade.
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Espaco de Amostragem
c—

Um conjunto () de objetos w.

Exemplos:

B Os seis lados de um dado.
B Alguns pontos sobre uma reta.

B O intervalo fechado |0, 1] dos Reais.
m Todos os pontos do plano R?.
B Todas as fungodes f : R — R.
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Evento
O

Um subconjunto de amostras de (). Utiliza-se
geralmente letras maiusculas (A, B, . ..), com uma
de£nicao concisa:

A = {w : condicdo necessaria sobre w}
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Evento
O

Um subconjunto de amostras de (). Utiliza-se
geralmente letras maiusculas (A, B, . ..), com uma
de£nicao concisa:

A = {w : condicdo necessaria sobre w}

m () = lados dodado, e A = {w : num(w) < 5}.
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Evento
O

Um subconjunto de amostras de (). Utiliza-se
geralmente letras maiusculas (A, B, . ..), com uma
de£nicao concisa:

A = {w : condicdo necessaria sobre w}

m () = lados dodado, e A = {w : num(w) < 5}.
B Q=R%,eA={w:x>+y* <1}
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Evento
O

Um subconjunto de amostras de (). Utiliza-se
geralmente letras maiusculas (A, B, . ..), com uma
de£nicao concisa:

A = {w : condicdo necessaria sobre w}

m () = lados dodado, e A = {w : num(w) < 5}.
B Q=R%,eA={w:x>+y* <1}

IQAfR%Re
A={w:2< [T f(t)dt <25}
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Eventos: Algumas Definicoes |
— ]

Complemento de A:

A" 2 {w:wnioestiem A}.
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Eventos: Algumas Definicoes Il

c -]
Unidode Ae B :

AUB = {w : w estd em A ou estd em B}.
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Eventos: Algumas Definicoes Il
——

Intersecao de A e B :

AB = {w: w estd em A e estd em B}.
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Eventos: Propriedades |
c—

AUA =,
AA' =0 =),

AQ) = A.
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Eventos: Propriedades Il
c—

(AB) = A’UPB,
(AUB) = A'B/,

AUB = (AB")U(AB)U (A'B).
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Eventos: Propriedades Il

AUB=BUA
AB = BA

AU(BUC)=(AUB)UC
A(BC) = (AB)C

A(BUC) = (AB)U (AC)
AU(BC)=(AUB)(AUCQC).

B Comutativa {
B Associativa {

B Distributiva {
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Medida de Probabilidade
O

Associacao de numeros Reais com eventos em ().

B ()2 ladosdodadoe A; £ {w : w = Lado;},

P[A]] £ ¢,

BQ=201]ed 2{w:0<g<<I}, <1,
PlA)] =1

m ()
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Propriedades da Medida

S
1. P[Q)] = 1.

2. Cada evento A; esta associado a um unico
numero P|A;] tal que 0 < P|A;] < 1.

3. Se AB = @, entao P[A U B] = P|A| + P|B].

() Finito OemR
PIA] =} P PIA] = [, f(w)d(w)
Yig=1 [P flw)dw =1
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Exemplos de () na Reta
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Probabilidade Condicional
O

P[AB]
P[B]

quando P|B] # 0. Quando P|A| também é ndo zero

P[A|B] &

P|AB] = P|A|B|P|B] = P|B|A|P[A].
Como a intersecdo de B consigo proprio é ainda B:

P[B|B] = 1.
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Independéncia Estatistica
]

A e B sdo independentes quando
P[A, B| = P|A|P|B].

o que é equivalente a P|A|B| = P|A|.
Para trés eventos A, B e C, sdo necessarias:

P[A, B] =
P[B,C] =
P[A,C] = P[A]P]

P[A, B,C| = P[A]|P[B]P[C].

A|P|B]
B|P[C]
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Variavelis Aleatorias
I

Uma fungdo que mapeia () em R.
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Funcao de Distribuicao
——
Fe(a) = P{w : x(w) < a)]

. Fx(a) >0; para —oco < a < 0.

S N
}:’j
_l_
)
||
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Funcao de Distribuicao Il
7

E uma funcdo monotonicamente crescente, que vai
deOal.

Exemplo do dado:
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Funcao de Distribuicao Conjunta
c—

Quando temos mais de um mapeamento de () em R, temos
um conjunto coexistente de varidveis aleatérias {x;}.

Fyy (1, 02) = Pl{w : x1(w) < o, %p(w) < ap}]

AN L T o A
o

ay >byeay > by — EFy, x, (a1,a2) > Fx, x (a1,b2) > Ex; x, (b1, b2).
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Densidade de Probabilidade
O

px(a) = di’;(“)

E@= [ ppras

E necessdrio um pouco mais de cuidado para lidar
com descontinuidades em F,.
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Exemplos de distribuicoes em R
c—

Exponencial;
Rayleigh;
Uniforme;
Cauchy;

(Gaussiana
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Transformacoes de VAs |
7

y=fx) = ylw)=flxw)).

Soma com uma constante:
Yy=x-+a
Plw:ylw) <a}| =Plw: x(w) < a—aj]
F,(x) = Fx(« — a)
py(a) = px(a —a).
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Transformacoes de VAs Il
7

Multiplicagcdo por uma constante:

Yy = bx
P{w: y(w) <al] =P Hw x(w) < %H
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Transformacoes de VAs Il
7

Soma de duas Variaveis Aleatoérias:
z=Xx+tY.
Quandoy =8 = z=x+B = pz(7) = px(y — B), ou também

pz(vly = B) = px(v — Bly = B)

Calculamos entdo densidade conjunta,

pzy (7, B) = pz(vly = B)py(B)
= px(v — Bly = B)py(B)
= pry(v — B, B).
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Transformacoes de VAs |V
7

Soma de duas Variaveis Aleatorias:
z=Xx+tY.

Integrando em y para achar p;:

patr) = [ O:O pey(r — B B)B.

que quando x e y sdo independentes,x

pz(v) = / O; px(r — B)py(B)dp.
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Valor Esperado (Esperanca)
c—

E[X] a Z x]-P[x]-]
J

E[x] & /Z apy(a)da.
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Teorema Fundamental da Esper-
anca
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Momentos de x
O

O n-ésimo momento central de x é detindo por

Elr =972 [ @ =) pa()de

— 00

Em R:
B Primeiro Momento, Média.
B Segundo Momento, Variancia (dispersao).

B Terceiro Momento (simetria).
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Gaussiana em R
I

Em R?,
1 (0 — 2pa100 + a5)
P (8102) = o A g P | T 20— )
Em R", construimos uma matriz de covariancia
(/\11 a /\1n
. : 1 1
Ay = : : — px(a) = . exp(——ocA al).
(271)% | A2
K)\nl T )\nn

Rastreamento: do projeto a implementacdo — p.44/67



Transformacao Linear
—

y = Ax
ondey € R",x e R"e A € R" x R".

Ja que a densidade da soma de variaveis aleatorias
independentes é a convolucao de suas densidades,

Ay = ANA".
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Parte lll: Conceitos Basicos
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Modelagem de Sistemas
c—

B Modelagem de Sistemas.

B |Incertezas.

B Introducao a Rastreamento.
¢ Representacdo Probabilistica.
¢ Bayes em Acdo.

B Métodos de Rastreamento.
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Representacao Probabilistica
7

1. Modelo probabilistico da dindmica do sistema.
2. Observacao do estado do sistema.

3. Correcao (fusao de dados).
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Modelo da Dinamica
O

Se, no instante de tempo 7, nosso sistema é
representado pelo vetor de estado X; € R”, a
dindmica pode ser descrita como

P (X;) = P (Xj|Xo, X1,...,%i_1).

Uma forma de modelar a dindmica de forma mais
simples é
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Observacao
c—

No caso do modelo deterministico,
]7 i — & (fi ) ’

e no caso probabilistico,
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Etapa de Predicao
c—

X; depende de tudo que foi observado até entdo,
P(x;) =P (X1, ..., Vi)-
A predicao de P’ (X;) é

P’ (%) éP (Xi|y1,.--,Yi 1)

|
—_— T

P (X, %i_1|V1,- .., Vi—1) dXi_1

P (Xi|Xi—1,¥1,---,¥i—1) P (Xi1|¥h, ..., ¥i—1) dXi4

P (X (Xi—1)dX;_1.
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Etapa de Correcao - |
7

Combina as informagdes de P’ (X;) e de P (X;|i/;)
para achar
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Etapa de Correcao - |l
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Parte IV: Filtros Preditivos
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Modelagem de Sistemas
c—

B Modelagem de Sistemas.
B Incertezas.
B Introducao a Rastreamento.

B Métodos de Rastreamento.
¢ Filtro de Kalman.
¢ Filtro de Particulas.
¢ Filtro Unscented.
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Estimando um valor
I

Temos um resistor, com valor de fabrica

x = 150) 4+ 10%.

Utilizaremos diversos multimetros para fazer
leituras deste valor ...

Rastreamento: do projeto a implementacdo — p.57/67



Varias medidas determinisitcas de uma mesma
quantidade...

B ApOs a primeira medida: 711 = ;.
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Varias medidas determinisitcas de uma mesma
quantidade...

B ApOs a primeira medida: 711 = ;.

_ ity

B ApOs a segunda medida: 7, 5
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Varias medidas determinisitcas de uma mesma
quantidade...

B ApOs a primeira medida: 711 = ;.
— Nty
= 175,

Y1+Y2+y3
3 .

B ApOs a segunda medida: 7,

B ApOs a terceira medida: 713 =
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Varias medidas determinisitcas de uma mesma
quantidade...

B ApOs a primeira medida: 711 = ;.

B Ap6s a segunda medida: 1, = L1722,
B Apoés a terceira medida: iy = L2
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Varias medidas determinisitcas de uma mesma
quantidade...

B ApOs a primeira medida: 711 = ;.

B Ap6s a segunda medida: 1, = L1722,
B Apoés a terceira medida: iy = L2

B ApOs n medidas :
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Recursivamente
I

B ApOs a primeira medida: 71 = ;.
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Recursivamente
I

B ApOs a primeira medida: 71 = ;.

B ApOs a segunda medida: i, = %ﬁil -+ %yz.
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Recursivamente
I

B ApOs a primeira medida: 71 = ;.
B ApOs a segunda medida: i, = %ﬁil -+ %yz.

m Apos a terceira medida: i3 = 211 + 1.
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Recursivamente
I

B ApOs a primeira medida: 71 = ;.
B ApOs a segunda medida: i, = %ﬁil -+ %yz.

m Apos a terceira medida: i3 = 211 + 1.
_
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Recursivamente
I

B ApOs a primeira medida: 71 = ;.

B ApOs a segunda medida: i, = %ﬁil + 51o2.

B Apods n medidas :
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Usando Distribuicoes
c—

Usando distriui¢des Gaussianas:

N(-2,1) e N(2,1)
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Usando Distribuicoes
c—

Usando distriui¢des Gaussianas:

N(-2,1) e N(2,1)

-10 10
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Usando Distribuicoes

Usando distriui¢des Gaussianas:

N(-2,1) e N(2,1)

-10 10
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Usando Distribuicoes

Usando distriui¢des Gaussianas:

N(-2,1) e N(2,1) N(-2,1) e N(2,3)

-10 10
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Usando Distribuicoes

Usando distriui¢des Gaussianas:

N(-2,1) e N(2,1) N(-2,1) e N(2,3)
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Usando Distribuicoes

Usando distriui¢des Gaussianas:

N(-2,1) e N(2,1) N(-2,1) e N(2,3)

-10

N(O, ) N(-1,3)
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Kalman Filter
O

Xy = Pp 11X 1+ Wrq
fk — kak —+ Ok

[] X € o vetor de estados, de dimenséo n, e ;. é a matriz de transicdo (n x n).
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Kalman Filter
I
Xi

Zk

P 1 X1+ Wr_q
kak + Ok

[] X € o vetor de estados, de dimenséo n, e ;. é a matriz de transicdo (n x n).

. — Z rd M ~ A M - —)T Qk’ l — k
Wy € um ruido branco de dimensdo n com covariancia E|@ @, | =
0 i # k.
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Kalman Filter

Xy = Pp 11X 1+ Wrq
fk — kak —+ Ok

[] X € o vetor de estados, de dimenséo n, e ;. é a matriz de transicdo (n x n).

—|—]_ Qk/ 1=k

] Wy € um ruido branco de dimensao n com covariancia E[@; .
0 I # k.

1

L] Z, € o vetor observacoes (dim. m), e H, é a matriz de observacao ideal (m x n).
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Kalman Filter

Xy = Pp 11X 1+ Wrq
fk — kak —+ Ok

[] X € o vetor de estados, de dimenséo n, e ;. é a matriz de transicdo (n x n).

—|—] Qk/ 1=k

] Wy € um ruido branco de dimensao n com covariancia E[@; .
0 I # k.

1

L] Z, € o vetor observacoes (dim. m), e H, é a matriz de observacao ideal (m x n).

Ry, i=k
0 ik

B 5, ¢ um ruido branco de dimensdo m com covariancia E [T ] =
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Predicao
c—

Para predicao utilizamos apenas a primeira
equacao do sistema:

—/ —> —
X = Pp_1Xk—1 + Wi_1
onde 1 = E[X¢_1], Pe_1 = E[(Fx—1 — £x—1) (X1 — 1) ' |-

Qual é o valor de %} e de P,?

Rastreamento: do projeto a implementacdo — p.62/67



Predicao
c—

Para predicao utilizamos apenas a primeira
equacao do sistema:

—/ —> —

X = Pp_1Xk—1 + Wi_1
onde #;_1 = E[Xt_1], Pe—1 = E[(Fx—1 — Zx—1) (F—1 — —1) ' .
Qual é o valor de %} e de P,?

Al A
X = Pr_1Xk1
/ T
P =& 1P 191 + Qi1
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Correcao
7

Temos uma observacao: Gaussiana com média vy e

covariancia R;.

Melhor estimativa serd uma “média ponderada”
Xt ~ (1 — K)predicao + K observacgao

reinterpretamos como
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Correcao
7

Temos uma observacado: Gaussiana com média yy e
covariancia R;.
Melhor estimativa serd uma “média ponderada”

Xt ~ (1 — K)predicao + K observacgao

reinterpretamos como

X ~ predicdo + K(observacdo — predicdo)

Rastreamento: do projeto a implementacdo — p.63/67



Correcao |l
—

Efetivamente

ke = &3 + Ki(Yx — Hedy)

P, = (I — K Hy) P,
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Correcao |l
—

Efetivamente

ke = &3 + Ki(Yx — Hedy)

P, = (I — K Hy) P,

Para obtermos estabilidade numérica:

P = (I — K )P[(I — K) " + K ReK!
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Filtro de Kalman
I
X = P ¥

1. Predicao:
R SRCE Y T 2
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Filtro de Kalman
I
X = P ¥

1. Predicao:
R SRCE Y T 2

2. Peso: P(H, (HP,H, Rk)_1
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Filtro de Kalman
I
X = P ¥

1. Predicao:
R SRCE Y T 2

2. Peso: P(H, (HP,H, Rk)_1

A\

k= X1 + Ki(x — HieXp )
k

3. C ao:
U Be= (1~ Ko P — KT+ KiReK]

Rastreamento: do projeto a implementacdo — p.65/67



Voltando ao exemplo trivial
7

Estimar um valor estético a partir de miltiplas
medidas.

{Xk = Xj—1 + Wk
Yk = Xi + Uk
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Exemplo trivial
—

. X, = Xk_q
Predicio: k
: Pl =P 1+Q
Py
P - Ky =
N

X = 55,/{ -+ Kk(]/k — 55]/()

Correcao: P,

|
N\
—~
|
2
T
i
=
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