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Prefacio

CGAL (Computational Geometry Algorithms Library) é uma biblioteca de estruturas de
dados e algoritmos geométricos confidaveis que vem sendo desenvolvida de forma coope-
rativa por um consércio formado por instituicoes na Europa e em Israel.

Os algoritmos de CGAL estao implementados sobre a geometria Euclidiana, onde,
geralmente, é necessario tratar muitos casos especiais.

A geometria projetiva orientada engloba a geometria Euclidiana e em ambas, existe a
nogao de convexidade e de orientacao [Sto91]. Como mencionado em [Sto91], algoritmos
desenvolvidos sobre a geometria projetiva orientada sao mais simples e sucintos e, além
disso, o uso de coordenadas homogéneas simplifica as formulas e evita operacoes de divisao,
as quais, muitas vezes, podem gerar imprecisao nos resultados dos algoritmos. Sendo
assim, o objetivo deste trabalho foi estender para o plano projetivo orientado (PPO),
vérios algoritmos da biblioteca CGAL implementados em R? e comprovar a reducao do
namero de casos tratados.

Dentre os algoritmos desenvolvidos, verificou-se que varios deles apresentaram solugoes
mais homogéneas no PPO, enquanto outros, em razao de caracteristicas deste espaco,
requerem o tratamento de alguns casos especiais.

Observou-se que uma das grandes vantagens do PPO é poder representar pontos no
infinito e distancias infinitas, assim como compara-las relativamente.

Verificou-se ainda que, no PPO, é mais dificil projetar algoritmos por varredura do
que em R?, pois, como mostrado no capitulo 5, é necessario ter um certo cuidado com a
identificagao do ponto de parada.

Desta forma, podemos concluir que alguns algoritmos sao mais propicios ao PPO,
enquanto outros podem apresentar a necessidade de tratamento de casos especiais. Sendo
assim, recomenda-se um estudo minucioso do algoritmo antes de optar por implementéa-lo
em R? ou estendé-lo para o PPO.
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Capitulo 1

Introducao

CGAL! (Computational Geometry Algorithms Library) ¢ uma biblioteca de estruturas
de dados e algoritmos geométricos, escrita em C++ e vem sendo desenvolvida por um
consércio formado por sete instituigoes: Universidade de Utrech (Holanda), ETH Zurich
(Suica), RISC Linz (Austria), Universidade de Tel Aviv (Israel), INRIA Sophia-Antipolis
(Franga) e Instituto Max Planck Saarbrucken (Alemanha). Seu principal objetivo é pro-
porcionar implementacoes de objetos e algoritmos geométricos basicos e, com isso, facilitar
o desenvolvimento de aplicacoes geométricas mais complexas.

CGAL implementa todas as suas primitivas e algoritmos geométricos sobre a geome-
tria Euclidiana, onde existe necessidade de se tratar muitos casos especiais, tornando os
algoritmos muito longos e complexos. Na busca por solugoes mais simples e sucintas, tais
algoritmos poderiam ser desenvolvidos sobre a geometria projetiva classica (denotada por
P? em duas dimensoes), a qual apresenta vantagens em relagao a geometria Euclidiana,
como por exemplo:

e 0 uso de coordenadas homogéneas, que, geralmente, resulta em formulas mais sim-
ples envolvendo apenas operagoes basicas da algebra linear (multiplicagoes de ma-
trizes, produto escalar, produto vetorial etc). Além disso, permite a representagao
de pontos no infinito, os quais podem ser utilizados como sentinelas ou fazer parte
da saida de algoritmos [Sto91];

e a existéncia de uma dualidade perfeita entre pontos e retas através de um mape-
amento bijetor x, onde cada ponto p corresponde a uma reta p*, cujos coeficientes
sao as coordenadas de p. Este mapeamento preserva a relagao de incidéncia, em
outras palavras, se um ponto p esta numa reta [, entao a reta p* contém o ponto
[*. Esta é uma propriedade bastante 1til, pois cada definicao, teorema ou algoritmo

LCGAL ¢ livre para uso académico e tem licenca especifica para uso comercial.



definido para um conjunto de pontos também o esta para o conjunto de retas duais
e vice-versa [Sto91];

e a homogeneidade decorrente da unificacao de conceitos, como é o caso da defini¢ao
de curvas conicas no plano projetivo, as quais sao todas elipses [Pin98].

Entretanto, apesar destas vantagens, a geometria projetiva classica traz algumas di-
ficuldades: o plano projetivo P2 nao é orientavel, sendo, portanto, impossivel definir a
orientagao de trios de pontos. Essa deficiéncia é muito grave, pois esta operacao é ne-
cessaria em muitos algoritmos geométricos. Além disso, muitos conceitos geométricos sao
ambiguos e, ademais, nao se tem a nogao de convexidade [Sto91].

A geometria projetiva orientada, GPO, veja [Sto91], por sua vez, possui todas as
vantagens da geometria projetiva classica e elimina as deficiéncias mencionadas anterior-
mente. Nesta geometria, tem-se tanto a nocao de orientabilidade quanto de convexidade.
E importante ressaltar que a geometria projetiva orientada engloba a geometria Euclidi-
ana, ou seja, todos os conceitos e operagoes presentes nesta também estao definidos na
primeira. Além disso, a geometria projetiva orientada introduz uma série de beneficios e
facilidades para a computagao geométrica.

Devido as vantagens proporcionadas pelas propriedades geométricas da GPO, os al-
goritmos desenvolvidos nessa geometria sao mais simples e sucintos, ou seja, geralmente,
nao existe a necessidade de tratamento de excecoes.

Diante desse quadro, esta dissertagao descreve uma implementacao da GPO em duas
dimensoes, ou seja, o plano projetivo orientado, PPO, e sua incorporacao a biblioteca
CGAL. A introducao do PPO nessa biblioteca traz muitas facilidades para o desenvol-
vimento de aplicagoes, pois problemas geométricos considerados no mesmo apresentam
situacoes mais homogéneas e solugoes muito menos complexas.

A meta deste trabalho foi estender alguns algoritmos presentes em CGAL para o
PPO, reutilizando, sempre que possivel, as implementacoes da biblioteca e comprovar
a reducao do numero de casos especiais tratados. Como veremos mais adiante, alguns
algoritmos sao naturalmente propicios para o PPO, enquanto que algumas caracteristicas
intrinsecas do mesmo induz a existéncia de situacoes especiais em outros. Em suma,
este trabalho apresenta a extensao de primitivas, predicados e algoritmos para o PPO
e aborda a existéncia da necessidade de tratamento de casos especiais. Para exibir a
saida dos algoritmos foi utilizado o T?Viewer, que ¢ um visualizador dos modelos plano e
esférico de T? [SDto].

CGAL vem sendo desenvolvida utilizando-se programagao genérica em C++ (mais
detalhes podem ser encontrados no capitulo 2) e, para produzir uma implementacao dentro
dos padroes de CGAL, os algoritmos estendidos também foram implementados de forma
genérica [GHJV95, BMO0O] .
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1.1 Organizacao deste Trabalho

Além desta introdugao, a dissertacao é constituida por mais cinco capitulos:

o capitulo 2 menciona algumas bibliotecas de algoritmos e estruturas de dados
geométricos e ambientes para o desenvolvimento de algoritmos produzidos ante-
riormente e d& énfase as funcionalidades e caracteristicas de CGAL;

e o capitulo 3, por sua vez, introduz o PPO, alguns conceitos presentes no mesmo e
seus dois modelos;

e a extensao das primitivas e predicados geométricos de CGAL ao PPO sao discutidos
no capitulo 4;

e as caracteristicas dos algoritmos estendidos constituem o capitulo 5;

e e o0 sexto capitulo sintetiza as conclusoes baseadas nos resultados apresentados nos
dois capitulos anteriores.



Capitulo 2

CGAL e Trabalhos Anteriores

2.1 Descricao da Biblioteca CGAL

CGAL, como mencionado anteriormente, é uma biblioteca de algoritmos e estruturas
de dados geométricos, escrita em C++ utilizando-se programacao genérica [GHIV95,
BMO00], cujo principal objetivo é auxiliar pesquisadores e desenvolvedores na produgao de
aplicacoes geométricas mais complexas, através da reutilizagao de seus componentes.

CGAL foi desenvolvida por diferentes grupos de usuarios e é usada para propdsitos
diversos. Existem pesquisadores trabalhando diretamente com geometria computacional
e que utilizam a biblioteca para desenvolver e testar seus proprios algoritmos, assim como
pesquisadores de outras areas que usam recursos de geometria computacional nas suas
aplicagoes. Ha ainda o uso comercial de CGAL, no qual empresas utilizam a biblioteca
para o desenvolvimento de aplicagoes.

Os grupos de usuarios de CGAL sao, portanto, bastante heterogéneos e, devido a isso,
demandam diferentes recursos. Para suprir essa demanda, CGAL segue alguns principios
de design, dos quais os principais sao: robustez, generalidade, eficiéncia e facilidade de
uso. Embora isso nao seja trivial, a biblioteca tenta combinar esses principios.

Robustez

Em geometria computacional, robustez dos softwares é fundamental, pois se ocorre
algum erro de arredondamento durante a execucao do programa, o mesmo pode pro-
duzir respostas (conceitualmente) incorretas. Como os nimeros sao representados
no computador por tipos de precisao limitada, erros de arredondamento freqiiente-
mente acontecem. Para amenizar esse problema, CGAL oferece tipos de niimeros
especiais, com maior precisao. Se o processamento rapido é mais importante do que
gerar sempre respostas corretas, é possivel utilizar tipos basicos de C++, floats ou
doubles (tipos com precisdo limitada e cuja computacao é mais rapida). Por outro
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lado, se a producao de resultados exatos é essencial, pode-se utilizar os tipos espe-
ciais definidos na biblioteca. Esses tipos tém representacao mais longa resultando
em maior precisao, e até mesmo numeros inteiros com precisao ilimitada, obtidos
através da alocagao de listas de inteiros concatenados. Além disso, alguns tipos
utilizam mais de um campo para representar um valor, como ¢é o caso do tipo quo-
tient que é constituido por um campo numerador e outro denominador. O uso do
tipo quotient evita operagoes de divisao e, por conseqiiéncia, muitos dos erros de
arredondamento.

Generalidade

Como foi dito anteriormente, CGAL é utilizada para diversos fins. Para prover
generalidade, CGAL vem sendo desenvolvida utilizando-se programacao genérica
em C++ [GHJV95, BM00]. Assim, os tipos de representacao de nimeros utilizados
pelos algoritmos sao escolhidos pelo usuario, de acordo com sua necessidade, e os
algoritmos sao implementados como funcoes templates em C+4 para prover essa
funcionalidade.

Além disso, o usuario opta também pela representacao dos pontos, isto é, coorde-
nadas cartesianas ou homogéneas (sendo w > 0 — na versao atual de CGAL).

Eficiéncia

Nem sempre um dado algoritmo é o mais eficiente para todas as aplicacoes e, além
disso, sua eficiéncia pode ainda depender do tipo de representacao de ntimero que é
usada. Nesses casos, CGAL oferece mais de um algoritmo para resolver os problemas
e cabe ao usudrio decidir qual é o mais apropriado para sua aplicacao.

Facilidade de Uso

Os desenvolvedores de CGAL estao muito empenhados em prover uma biblioteca
facil de ser usada. Embora nem sempre isto seja simples, CGAL tenta combinar
facilidade de uso e generalidade.

Em programacao genérica, templates sao utilizados para obter generalidade, e isso
pode tornar o uso da biblioteca complicado para usuérios novatos. Para amenizar
essa dificuldade, é utilizado o mecanismo typedefs da linguagem C+-+ para evitar
o contato direto do usudrio com os templates. Os typedefs que sao definidos em
arquivos de cabecalho, sao incluidos na aplicacao do usudrio. Desta forma, muitas
vezes o0 uso de templates se torna transparente para o usuario.

Além de tudo isso, para obter flexibilidade e eficiéncia, CGAL esta divida em trés

camadas (figura 2.1).



2.1. Descricao da Biblioteca CGAL 6

1. o nicleo (a esquerda), onde estao implementados dois tipos de representacao de
nimeros (coordenadas cartesianas e coordenadas homogéneas sem sinal) e alguns
tipos especiais de niimeros com maior precisao em relacao aos tipos basicos de C++.
O nticleo contém também objetos geométricos bésicos (ex.: pontos, retas, semi-retas,
circulos, etc.) e alguns predicados (ex.: teste de orientagao de trios de pontos, teste
de intersecc@o entre primitivas, etc.) que sao usados pelos algoritmos da biblioteca
béasica. CGAL prové a implementacao do nicleo 2-dimensional, do 3-dimensional e
do d-dimensional.

2. a biblioteca bésica (ao centro), onde estao implementados algoritmos geométricos
bésicos e algumas estruturas de dados, como:

e algoritmos para determinar a envoltéria convexa de conjuntos de pontos;

e operacoes com poligonos: calculo da area sinalada de um poligono, deter-
minacao de sua orientacao ou verificagao de sua simplicidade ou convexidade,
etc;

e algoritmos para particao de poligonos;

e triangulacao 2D, etc.

3. e, por fim (& direita), a parte de suporte da biblioteca responsavel por 1/0, visua-
lizagao, fornecimento de outros tipos de niimeros, etc.

Essas tres partes da biblioteca interagem, ou seja, para qualquer algoritmo da bibli-
oteca basica, o nucleo prove os predicados necessarios a sua computacao e, se ha neces-
sidade de visualizacao dos resultados na tela, a biblioteca de suporte disponibiliza um
visualizador.

Note que, com essa separacao entre algoritmos, predicados e objetos geométricos
bésicos e recursos de suporte, a biblioteca se torna mais flexivel, pois um mesmo al-
goritmo pode usar objetos geométricos, predicados e recursos de suporte distintos. Como
dito anteriormente, fica a critério do usudrio decidir o que é mais apropriado (eficiente)
para sua aplicacao.

Ainda assim, se alguns predicados e/ou algoritmos geométricos do nicleo nao sa-
tisfazem as necessidades de uma aplicacao, o usuario pode implementar seus proprios
predicados e objetos geométricos. Em CGAL, existem as chamadas traits classes, onde
estao implementados predicados e objetos geométricos basicos. Todo algoritmo da bi-
blioteca basica é parametrizado por uma traits class e, por default, essa traits class é o
nicleo. O usuario pode definir sua propria traits class e utilizé-la com os algoritmos da
biblioteca basica, desde que ela obedeca aos requerimentos definidos por tais algoritmos.
A utilizagao de programagao de programacgao genérica proporciona aos usuarios de CGAL
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Figura 2.1: Camadas do design de CGAL

uma flexibilidade notavel e torna o uso de CGAL bastante atraente. Na versao atual de
CGAL (versao 3.0.1), assim como alguns tipos de aritmética (tipos de nimeros e suas
operagoes), todos os tipos de representacao de nimeros estao implementados no nicleo,
enquanto outros sao pacotes oferecidos pela biblioteca de suporte. Sendo assim, é possivel
estender os tipos de numeros proporcionados por CGAL, implementando pacotes que
podem ser inseridos na camada de suporte da biblioteca.

2.2 Trabalhos Anteriores

Nesta se¢ao, serao apresentados alguns ambientes e bibliotecas existentes para auxilio no
desenvolvimento de aplicagoes geométricas:

GeoLab [dRJ93]: é um ambiente para implementacao, testes e animagao de algorit-
mos geométricos no plano Euclidiano que permite a inclusao de novos algoritmos e
objetos geométricos externos. Foi implementado em C++ e roda sobre a plataforma
SUN/OS usando a biblioteca grafica XView, e é de uso académico gratuito.

LEDA [LED]: é uma biblioteca de algoritmos e estruturas de dados, escrita em C++,
sendo que uma pequena parte é constituida por algoritmos geométricos no plano
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Euclidiano. Até algum tempo atrds, LEDA era livre para uso académico, mas hoje,
tanto para uso académico como comercial, é necessaria a aquisi¢ao de licenca.

XYZ GeoBench [XYZ]: é um ambiente para programacao geométrica, desenvolvido
em Object Pascal para Macintosh. O mesmo é composto por ferramentas de criacao,
edi¢ao e manipulacao de objetos geométricos. Uma caracteristica do XYZ GeoBench
é a énfase na robustez da implementacao dos algoritmos.

Computation Geometry WorkBench [KMM190]: é um ambiente para criagao,
edicao e manipulagao de objetos geométricos e prové animacao e ferramentas para

depuracao de algoritmos. Contém essencialmente algoritmos em 2D e foi implemen-
tado em SmallTalk.

GeoPrO [dRGY6]: é um ambiente distribuido para implementacao, testes e animagao
de algoritmos geométricos na geometria projetiva orientada que permite a inclusao
de novos algoritmos e visualizadores os quais executam de modo distribuido e se
comunicam com o nucleo do ambiente por passagem de mensagens via rede. Foi
implementado em C++, mas roda exclusivamente na plataforma IRIX de estacoes
graficas da Silicon Graphics.

GeomView [Geoa]: é um visualizador 3D que pode ser usado como um visualizador
standalone para objetos estaticos ou pode ser usado para exibir objetos geométricos
produzidos dinamicamente por outros programas. GeomView exibe objetos descri-
tos em varios formatos de arquivos diferentes. Ja existem vérios objetos implemen-
tados no GeomView, mas o usuario pode incluir novos objetos ao visualizador. Este
software é livre e disponibilizado segundo os termos da licenca GPL, e roda em
plataformas Unix.

GeoSheet [Geob]: é um visualizador de objetos geométricos 2D, escrito em C++, ba-
seado no software Xfig. Embora seja um visualizador 2D, permite facilmente que
sua saida seja exportada para outros visualizadores 2D ou 3D. O GeoSheet propor-
ciona uma interface interativa para entrada e saida, e além disso, permite que a
saida seja exibida na maquina local ou em maquinas remotas, conforme especificado
pelo usuério.

Qt_widget [sup02]: é um visualizador escrito em C++, portavel e com cédigo aberto,
que permite interacao com objetos 2D de CGAL. Ele é baseado em camadas, as
quais podem ser ativadas ou desativadas, sendo que é exibido na tela o resultado da
interseccao das camadas ativas.



Capitulo 3

O Plano Projetivo Orientado

Neste capitulo, mencionaremos dois espacgos projetivos classicos e faremos uma breve
descricao de dois espacos projetivos orientados, em uma e duas dimensoes, visando rever
conceitos fundamentais. O leitor nao familiarizado com estes conceitos pode referenciar
[dRS94] e [Sto91] para um estudo mais aprofundado.

3.1 A Reta Projetiva Classica P! e a Reta Projetiva
Orientada T!

A reta projetiva classica, denotada por P!, pode ser modelada por uma cépia de R e um
ponto no infinito [Sto91]. Em P!, um tnico ponto no infinito representa duas diregoes
distintas e, portanto, nao podemos diferencia-las.

J4 a reta projetiva orientada, denotada por T', pode ser modelada por duas cépias da
reta real R e mais dois pontos indicando as dire¢oes +do € —do. Podemos visualizar T*
como uma circunferéncia unitaria (figura 3.1) ou como duas cépias independentes da reta
R estendida (figura 3.2).

Os pontos em T! sdao representados por coordenadas homogéneas, ou seja, por pares
[w, z] (exceto o par [0, 0], considerado invalido). Existe uma correspondéncia parcial entre
T! e a reta real R, onde todo ponto com w # 0 é mapeado no ponto < em R. Ja os pontos
em T' com coordenada w = 0 sao pontos no infinito. Os pontos em T' com coordenadas
[w, z] e [aw, az], onde o € R e o > 0, s@o pontos iguais. Denomina-se aquém ao conjunto
dos pontos de T! com w > 0 e além ao conjunto dos pontos com w < 0.
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Figura 3.2: Duas c6pias da reta real R representando T' (exceto +du, € —dy).

3.2 O Plano Projetivo Classico P? e o Plano Projetivo
Orientado T?

O plano projetivo cléssico, denotado por P?, é uma extensao do plano Euclidiano, onde
para cada feixe de retas paralelas, temos um ponto no infinito [Sto91].

Em P2, nao é possivel determinar orientacao de trios de pontos e o conceito de conve-
xidade nao estd bem definido [Sto91]. Uma vez que, nos algoritmos estendidos, necessita-
mos extensivamente dessa operacao e do conceito de convexidade, optamos por estender
os algoritmos para o plano projetivo orientado, no qual todas as operacoes e conceitos
Euclidianos estao definidos.

A geometria projetiva orientada em duas dimensoes que é denominada plano projetivo
orientado, PPO, denotado por T?, é um espaco geométrico definido como uma extensao
estrita do Euclidiano [dRS94], seus pontos sao representados por coordenadas homogéneas
sinaladas e consistem de todas as triplas [w, z, y], onde w, x, y € R (exceto a tripla [0, 0, 0]
que ¢ considerada uma tripla invélida).

Existe uma correspondéncia parcial entre coordenadas homogéneas e coordenadas car-
tesianas: um ponto de T? representado pelas coordenadas [w,z,y], com w # 0, possui
coordenadas cartesianas (x/w,y/w).
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O PPO pode ser visualizado através dos modelos plano (figura 3.3) e esférico (figura
3.4).

Aquém

Figura 3.3: Modelo plano de T? Figura 3.4: Modelo esférico de T?

O modelo esférico consiste da superficie da esfera unitaria S? de R?® com centro na
origem. Neste modelo, os pontos de T? sdo obtidos a partir dos pontos (w, x,y) de R® por
projecao central (figura 3.4):

(w, z,y] = (w,z,y)//w? + 2% + 2.

A circunferéncia de raio maximo, onde a coordenada w = 0, representa a reta do
infinito € e divide a esfera em dois hemisférios: um onde os pontos possuem coordenada
w > 0 (aquém) e o outro onde a coordenada w < 0 (além). Os hemisférios constituidos
pelo aquém e metade de €2 e pelo além e a outra metade de €2 sao denominados hemisférios
canonicos de T?.

O PPO pode ainda ser realizado pela composicao de duas copias do plano Euclidiano
R? e por uma cépia do circulo unitério St (figura 3.3). A cépia de R? onde a coordenada
w ¢ positiva é chamada de aquém, os pontos com coordenada w = 0 constituem a reta
do infinito, que é representada por € e a outra cépia de R? com coordenada w negativa
¢é denominada além. Esta realizagao corresponde ao que é chamado de modelo plano.

Em T2, o ponto p = [w,z,y] é distinto do ponto —p = [~w, —x, —y| chamado de
antipoda de p. No modelo plano, estes pontos sdo coincidentes (embora nao iguais),
sendo que um deles esta no aquém e o outro no além. Ja no modelo esférico, estes pontos
sao diametralmente opostos.

Geralmente, pontos pertencentes a {2 sao chamados de pontos improprios enquanto
que os demais pontos sao chamados de pontos préprios.
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Note também que os pontos de T? com coordenadas [w, x,y] e [aw, ax, ay], onde o € R
e a > 0, s@o pontos iguais [dRS94, Sto91].

3.3 Orientacao de trés pontos

Sejam p, g e r trés pontos nao colineares. Define-se, informalmente, a orientacao da tripla
(p,q,7) como sendo o sentido (horario ou anti-hordrio) que o segmento pu rotaciona em
torno de p, quando u segue de ¢ em direcao a r, ao longo do segmento gr (figura 3.5)
[dRS94, Sto91]. Algebricamente, a orientagao estd definida na segao 4.3.4.

Figura 3.5: Definicao de orientagao

3.4 Retas e Segmentos

Uma reta em T2, definida por trés coeficientes e denotada por <W, X,Y >, é o lugar
geométrico dos pontos p = [w,z,y] de T?, tais que Ww + Xz + Yy = 0. Note que, se
negarmos as trés coordenadas de p, este continua pertencendo a reta. Logo, um ponto p
estd em uma reta se, e somente se, —p também estd. A equacao da reta define um plano
em R3 e este corta a esfera S? em um circulo de raio méximo. Portanto, toda reta em T?,
no modelo esférico (figura 3.6), corresponde a um circulo de raio méximo em S2. J& no
modelo plano, uma reta é representada por duas retas Euclidianas superpostas, uma no
aquém e outra no além e mais dois pontos no infinito correspondentes as duas diregoes
paralelas as retas.
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Figura 3.6: Reta no modelo esférico de T?

Dados dois pontos distintos py e p; nao antipodais, define-se, no modelo esférico, o
segmento popy (figura 3.7) como sendo o menor arco do circulo méximo que passa por pg
e p1. Ja no modelo plano é preciso considerar algumas situacoes:

Figura 3.7: Segmento no modelo esférico de T?

1. se pg e py estao no aquém, tem-se o segmento Euclidiano no aquém ligando py a py
(figura 3.8);
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Figura 3.8: Segmento no aquém de T?

2. da mesma forma, se py e p; estao ambos no além, tem-se o segmento FEuclidiano

unindo py a p;(figura 3.9);

Figura 3.9: Segmento no além de T?

3. se um dos extremos estd no aquém (suponha py) e o outro esta no além (p;) tem-se
a situagao em que o segmento consiste de duas semi-retas: uma no aquém, saindo
de pg na direcao oposta a —p; e outra no além saindo de p; na direcao oposta a —pg

(figura 3.10).



3.4. Retas e Segmentos 15

P/

Figura 3.10: Segmento do aquém ao além de T?

Note que existem infinitas retas (e conseqiientemente infinitos possiveis segmentos de
reta) que passam por pontos antipodais. Por esta razao, nao se define o segmento entre
tais pontos.

3.4.1 Os dois lados de uma reta

Os pontos nao pertencentes a uma reta r =<W, X, Y >, podem ser divididos em dois
conjuntos, denominados lados da reta, conforme o sinal da expressao Ww + Xx + Z=z
(vide secbes 4.3.4 e 4.3.6). Este teste define o lado positivo e o lado negativo da reta
[dRS94).

No modelo esférico, r divide a esfera S? em dois hemisférios, os quais constituem seu
lado positivo e seu lado negativo (figura 3.12).

No modelo plano, por sua vez, o lado positivo de uma reta r consiste de um semi-
plano do aquém limitado por r e do outro semi-plano do além, que nao é antipoda do
primeiro (figura 3.11). O lado positivo de r inclui também todos os pontos no infinito
pertencentes a meia-reta limitada pelas duas direcoes paralelas a r. O dois outros semi-
planos adicionados a meia-reta complementar do infinito constituem o lado negativo de
r.
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Figura 3.11: Os lados de uma reta no Figura 3.12: Os lados de uma reta no
modelo plano de T? modelo esférico de T?

Notacoes

Nesta secao, definimos algumas notacoes relativas a subconjuntos de T' e a subconjuntos
de T? que serao usadas nos capitulos posteriores. Na secao 4.3.1, utilizamos o lado nao-
negativo de T' na definigao da fungao distancia e o denotamos por: Tl., = {[w,z] €
T! | z > 0}. Utilizamos também nessa se¢ao o subconjunto de T? constituido por pontos
préprios, denotado por: T? = T? — Q. Na secao 4.1.7, na definicao da representacao
de retangulos isotéticos, utilizamos o subconjunto de T*, formado pelos pelos pontos no
aquém e pelos dois pontos no infinito, denotado por T},», = {[w,z] € T" | w > 0}.



Capitulo 4

Extensao das Primitivas
Geométricas e Predicados

O conjunto de primitivas geométricas de CGAL estendido para o PPO ¢ constituido basi-
camente por pontos, retas, segmentos, semi-retas, vetores, direcoes, triangulos, retangulos
isotéticos, circunferéncias e caixas limitantes (bounding bozes). Foram estendidas também
transformacoes afins, como rotagao, translagao e escala, que operam sobre as primitivas
geométricas mencionadas. J& a colecao de predicados estendidos abrange testes de inter-
seccao entre as primitivas basicas, localizagao de pontos em relacao a poligonos simples,
testes de orientacao de trios de pontos, testes envolvendo comparacao lexicografica e or-
denacgao de pontos colineares, comparacao de distancias relativas entre pontos préprios e
improprios, etc.

Neste capitulo, discutiremos a extensao de cada primitiva mencionada, abordando
o tipo de representagao usada, as caracteristicas especiais apresentadas no PPO e sua
visualizacao nos modelos plano e esférico. Da mesma forma, serd analisada a extensao
dos principais predicados, destacando-se a existéncia ou nao da necessidade de tratamento
de casos especiais.

4.1 Primitivas Geométricas

Como mencionado anteriormente, CGAL possui implementacoes de primitivas geomé-
tricas em R? e R3. Na extensao da maioria das primitivas foi reutilizado o cédigo que
implementa primitivas em R? existente em CGAL, através de agregacao, ou seja, foi
definido na implementacao de cada primitiva em T? um apontador para o objeto que define
a primitiva em 3D correspondente, sendo este apontador interno a classe das primitivas
em T? e, portanto, transparente para o Usuario.

17
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4.1.1 Ponto

Um ponto (préprio ou imprério, vide se¢ao 3.2) em T? assim como um ponto em R? ¢
definido por trés coordenadas, sendo assim, através de um mapeamento de coordenadas
foi possivel reutilizar o cédigo que implementa ponto em R3 para implementar ponto em
T2. Na classe que define ponto em T2, foi declarado e alocado um apontador para um
objeto do tipo ponto 3D (ponto em R?), de tal forma que sua coordenada z foi mapeada
para a coordenada w do ponto T?, suas coordenadas y e z para as coordenadas z e y do
ponto em T?, respectivamente. Note que o ponto 3D é visivel apenas dentro da classe do
ponto em T? e a reutilizacao de cédigo fica transparente para o usudrio.

Optamos por mapear a primeira coordenada do ponto 3D, em vez da terceira, para a
coordenada homogénea do ponto em T? com o objetivo de facilitar uma possivel extensao
futura de ponto n-dimensional para ponto em T" !, uma vez que nao seria necessario
deslocar para a direita a coordenada homogénea.

4.1.2 Reta

Em R?, uma reta pode ser caracterizada por dois pontos ou por um ponto e uma direcao,
e esta ultima constitui a representacao presente em CGAL. Em T?, quase todas as retas
podem ser representadas por um ponto e uma direcao, exceto a reta do infinito, a qual nao
possui uma direcao definida. Desta forma, optamos por nao reutilizar a implementacao de
reta 3D presente no niicleo de CGAL e implementar as retas em T? com uma representacao
distinta, a qual consiste de dois pontos em T?2, j& que esta cobre todos os casos.

4.1.3 Segmento

Um segmento em T? é definido por dois pontos nao-antipodais (vide segao 3.2). Sua
representacao em R?® é compativel com sua representaciao em T?, a qual consiste em
dois pontos denotando origem e destino. Sendo assim, foi possivel a reutilizacao da
implementacgao do segmento 3D, de forma similar a implementacao do ponto 3D, através
de agregacao, ou seja, foi declarado e alocado um ponteiro para um segmento 3D, sendo
que o seu atributo origem (ponto 3D) foi mapeado para o atributo origem (ponto em T?)
do segmento em T?, o mesmo mapeamento ocorreu para os atributos destinos de ambos
0s segmentos.

4.1.4 Semi-Retas

Semi-retas em T? sao casos particulares de segmentos com um dos extremos no infinito.
Sendo assim, as semi-retas em T? foram implementadas através de heranca da classe que
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implementa o segmento em T2.

4.1.5 Vetores

Vetores sao segmentos orientados e, portanto, para representa-los sao necessarios dois
pontos. Na implementagao presente em CGAL, assume-se que um destes pontos é a origem
do espaco Euclidiano. Para manter a compatibilidade e a coeréncia, a representacao de
vetores em T? consiste nas coordenadas do ponto destino enquanto que sua origem é a
origem do aquém de T2. Vale ressaltar que o vetor, assim como o segmento com extremos
antipodais, nao estd definido.

4.1.6 Triangulos

Para implementagao de triangulo em T? (figura 4.1), reutilizou-se o cédigo que imple-
menta triangulo em 3D, substituindo-se as coordenadas cartesianas dos trés pontos que
representam este ultimo por coordenadas homogéneas sinaladas. Sejam a, b e ¢ trés pontos
em T?. Note que, para que eles sejam vértices de um triangulo é necessario inicialmente
que cada um de seus lados esteja definido, logo, a, b e ¢ nao podem ser antipodais dois
a dois. Ademais, como o triangulo é uma figura convexa, outra pré-condicao para sua
existéncia é que o antipoda de um dos vértices nao esteja no segmento que une os outros

dois (—a ¢ be, ~b € ac e —~c & ab).

Q

Figura 4.1: Triangulo no modelo plano (& esquerda) e no modelo esférico (a direita)
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4.1.7 Retangulos Isotéticos

Retangulos isotéticos sao retangulos com lados paralelos aos eixos X e Y. Seja r um
retangulo isotético no aquém de T? (figura 4.2) e sejam a, b, ¢ e d seus extremos (ab || dc
e ad || be). Note que, se deslocarmos b ao logo _gla reta ﬁ), seguindo sua orientacao, e
simultaneamente deslocarmos ¢ ao longo da reta dc de acordo com sua orientacao, quando
“chegarem ao infinito”, b e ¢ serdo pontos iguais (figura 4.3), logo, um dos lados de r se
degenera para um ponto. Se nao pararmos o deslocamento no infinito, os segmentos ab
e dc se cruzam no infinito (figura 4.4) e, portanto, r deixa de ser um poligono simples e
conseqiientemente um retangulo. Com isso, conclui-se que retangulos com extremos em
lados distintos de T? nao estao definidos.

Figura 4.2: Retangulo de- Figura 4.3: Retangulo de- Figura 4.4: Retangulo in-
finido generado definido

No espaco Euclidiano, retangulos isotéticos sao definidos por dois pontos a e b, a partir
dos quais determinam-se as coordenadas dos outros dois. Em T2, esta representacio nao
¢é adequada pois, quando b é impréprio, nao é possivel definir o terceiro vértice, ou seja,
quando b representa a diregao horizontal (vertical), o terceiro ponto possui a mesma
abcissa (ordenada) que a, mas nao é possivel determinar sua ordenada (abcissa). Uma
representacao consistente para um retangulo isotético é um ponto a e dois valores A, e
Ay, os quais combinados com a resultam nos demais pontos. O dominio dos valores de A,
e A, é o conjunto R U {—o00, +00} e portanto para representa-los utilizamos dois pontos
em T!_,. Para finalizar, incluimos na representagao mais um parametro para indicar
a orientacao. Com essa representagao, a partir de a = [wg, Tq, Yal, As = [wa,,za,] €
A, = [wa,,Ya,], obtemos, os outros extremos b, ¢ e d (figuras 4.2, 4.3 e 4.4) através de
operagoes algébricas simples. Se w, # 0, wa, # 0 e wa, # 0, as coordenadas cartesianas

dea= (:c_a y_a)a A, = (ZAI )7 Ay = (mAy )a b= (Xbayb)a c= (XCaY;) ed= (deYd)' Desta

Wa ! Waq WA, WAy
forma, podemos dizer que:
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Logo, em termos de coordenadas homogéneas, temos: b = [w,wA,, ToWa, +TA, Wa, YaWA, |,
¢ = [Wawa, WA, , TaWa, WA, FTA, WaWA,, YaWA, WA, TTA, WaWn,] € d = [WaWa,, TaWa,, YaWa,+
T, Wa).

Se A, e A, sao infinitos, ¢, calculado como descrito no pardgrafo anterior, sera a tripla
invélida [0,0,0]. Portanto, para eliminar esse problema e garantir consisténcia, somente
neste caso, as coordenadas de ¢ se tornam [0, z,, y,]

4.1.8 Caixas Limitantes

Caixas limitantes (bounding bozes) sdo retangulos isotéticos nao orientados e referem-se
a retangulos que confinam objetos geométricos em seu interior. Em CGAL, esta imple-
mentada a caixa limitante minima, ou seja, o menor retangulo que limita uma figura. E
importante ressaltar que a caixa limitante de objetos ilimitados com partes nos dois lados
de T? nao estd definida, uma vez que dois de seus lados se interceptariam no infinito. A
representacao de caixas limitantes é bastante semelhante a de retangulos isotéticos, exceto
pelo atributo que define a orientacao.

A operacao de uniao de duas caixas limitantes presentes em lados distintos de T? nao
esta definida, uma vez que a caixa limitante resultante nao seria um poligono simples. J4a a
uniao entre duas caixas limitantes infinitas apresentam algumas situagoes especiais, onde
algumas das caixas limitantes resultantes nao sao figuras convexas como ilustra a figura 4.5
(Nesta figura, a caixa resultante da unido das caixas b; e by ndo estd definida). Sejam duas
caixas limitantes by e by, se by.A, e/ou by.A, sdo infinitos, a caixa limitante resultante da
unido existe somente se by.A, # —by.A,. De forma semelhante, se b;.A, e/ou by.AA, sdo
infinitos, a caixa limitante resultante da uniao existe somente se by.A, # —bs. A,

Em contrapartida, a operacao de interseccao esta sempre definida para qualquer
instancia, inclusive para caixas limitantes em lados distintos, as quais se encontram no in-
finito se ambas forem infinitas na mesma direcao (figura 4.6), caso contrario, a intersecgao
é vazia.
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b1

—_——————

bo

Figura 4.5: Caso onde a caixa limitante resultante da uniao é invalida

4.1.9 Circunferéncias

Em R? uma circunferéncia pode ser definida por um ponto (centro), por um nimero
real (raio) e um bit indicando a orientacdo. Em CGAL, circunferéncias podem ser ins-
tanciadas a partir de um ponto e do raio, de dois pontos (que determinam o didmetro)
e de trés pontos, sendo que a partir desses trés formatos de dados de entrada é possivel
obter-se o centro e raio que constituem a representacao utilizada para implementacao da
circunferéncia em R2.

Circunferéncias em T?, por sua vez, podem ter raio finito, infinito ou “além do infinito”
0 que torna impossivel armazena-lo em um nimero real. Quando o raio da circunferéncia
é finito, temos uma circunferéncia semelhante a ilustrada nas figuras 4.7 e 4.8. Quando
o raio é um valor “além do infinito”, temos uma circunferéncia similar as das figuras 4.9
e 4.10. Uma circunferéncia possui raio infinito em duas situacoes: quando seu centro esta
no infinito ou quando sua fronteira coincide com 2, sendo que, neste caso, seu centro esta
em um dois hemisférios canonicos (figura 4.11).

No caso de raio infinito, a representagao da circunferéncia por um ponto (centro) e
pelo raio é inadequada, pois seria impossivel diferenciar os circulos da figura 4.11. Além
disso, seria impossivel determinar exatamente a circunferéncia quando o centro estiver no
infinito.

Uma solu¢ao homogénea é armazenar o centro, um ponto da fronteira da circunferéncia
e um bit para indicar a orientagao, pois, dessa forma, a circunferéncia pode ser sempre
determinada.

A seguir, vamos examinar alguns casos, onde a circunferéncia determinada pelo di-
ametro (dois pontos) ou por trés pontos nem sempre estao bem definidas.
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Figura 4.6: Interseccao de caixas limitantes, neste exemplo ambas sao infinitas na direcao
[0,—1,0]: a esquerda, no modelo plano e a direita, no modelo esférico.

Figura 4.7: Circunferéncias de raio finito Figura 4.8: Circunferéncias de raio finito
no aquém no além

Circunferéncias em T?, determinadas pelo diametro dado por dois pontos préprios p e
g em hemisférios canonicos distintos de T2, estdo definidas somente quando p e ¢ possuem
mesma distancia relativa (vide segao 4.3.1) ao ponto ¢ = pg N §2. De forma similar, uma
circunferéncia determinada por trés pontos préprios p, ¢ e r, em hemisférios canonicos
distintos de T2, nao estd definida quando, relativamente, as distancias de p, ¢ e r ao ponto
¢ sao distintas, onde ¢ é a intersecao dos bisetores de p e ¢ e de ¢ e r, supondo que p e ¢
estejam no mesmo hemisfério canonico.

Circunferéncias determinadas pelo diametro dado por dois pontos p e ¢ quando pelo
menos um deles esta sobre (2, nao estao definidas, uma vez que o ponto equidistante de p e
¢ nao esta bem definido. De forma similar, circunferéncias determinadas por trés pontos,
quando um ou dois deles sao impréprios, nao estao bem definidas.
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Figura 4.9:  Circunferéncias de raio Figura 4.10: Circunferéncias de raio
“al4 : e 4 , . . ,
além do infinito” no aquém “além do infinito” no além

Figura 4.11: Circunferéncias de raio infinito

4.1.10 Direcgoes

Direcoes em T? foram implementadas a partir de direcoes em R3, através de agregacao de
forma semelhante & implementacao do ponto em T2. Dois pontos representam direcoes
em R? e em CGAL, definiu-se que um deles é sempre a origem, ou seja, na implementacao
presente na biblioteca, a representacao é composta por um ponto apenas. Direcoes em T2
podem ser instanciadas por dois pontos desde que eles nao sejam antipodais ou que ambos
nao sejam impréprios, pois, neste caso, temos duas direcoes ja que cada ponto impréprio
representa uma diregao.
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4.2 'Transformacoes Afins

Existem quatros tipos de transformagoes afins implementadas em CGAL: translacao, es-
cala, rotacao e transformacao afim genérica. A representacao utilizada consiste em uma
matriz de ordem 3. Em T?, essas transformacoes sao analogas. Uma vez que em CGAL,
as transformacoes de R? foram implementadas utilizando-se coordenadas homogéneas
nao-sinaladas presentes na implementacao original da biblioteca, para implementar es-
sas transformacoes em T?, foi necessdrio apenas informar que a coordenada homogénea
era a primeira em vez da terceira.

4.3 Predicados e Construcoes

Em CGAL, denominam-se predicados todas as fungoes cujo resultado é um tipo boole-
ano ou um tipo enumerado definido na biblioteca. Esses tipos enumerados, geralmente,
referem-se a orientacdo (colinear, lado esquerdo ou lado direito) ou resultados de com-
paracoes (igual, menor ou maior). De forma similar, em CGAL, define-se como construgao
toda funcao cujo resultado seja um objeto do nticleo da biblioteca. Nas subsecoes a seguir,
descrevemos as principais funcoes do niicleo 2D de CGAL estendidas para T?.

4.3.1 Calculo e Comparacao de Distancias em T?

Nesta secdo, iremos discutir o conceito de distancia em T? e apresentaremos uma funcao
para o calculo do quadrado da distancia entre pontos proprios e um predicado para com-
paracao da distancia relativa entre pontos proprios e impréprios e entre pontos improprios
apenas.

A distancia absoluta entre pontos préprios no mesmo hemisfério canonico de T? ¢é
finita, enquanto que a distancia entre pontos préprios em hemisférios canonicos distintos
de T? é um valor “além do infinito”. J4 a distancia entre um ponto préprio e um ponto
impréprio, assim como a distancia entre dois pontos impréprios distintos, ¢ infinita. Sendo
assim, nao ¢é possivel calcular a distancia absoluta entre pontos préprios e impréprios e
nem entre pontos improprios. Porém, como veremos nesta secao, é possivel determinar
dentre dois pontos préprios dados, o mais préximo a um ponto improprio. Além disso,
dados dois pontos impréprios e um proprio, também é possivel determinar, dentre os dois
pontos impréprios, o mais proximo ao ponto proprio.

Quadrado da Distancia entre dois pontos

A extracao de raiz quadrada, além de uma operacao lenta, geralmente produz erros de
arredondamento comprometendo a robustez do software. Muitas vezes, calcula-se o valor
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da distancia entre dois pontos para usa-lo simplesmente em comparacoes. Nesses casos,
¢ menos dispendioso e mais confiavel usar o quadrado da distancia e por essa razao,
CGAL oferece apenas funcoes que calculam o quadrado da distancia entre dois pontos.
A distancia absoluta entre dois pontos préprios é uma funcao dre: T? x T2 — T,,

definida pela férmula dr2(a,b) = {awbw, (azby — bc,;ozw)2 + (ayby, — byaw)2 . O quadrado

da distancia, por sua vez, é definido pela féormula:

dr2(a, b)? = [sign(awbw)(awbw)Q, (azby, — bgcaw)2 + (ayby — byaw)Q]

Distancia relativa entre pontos proprios e improéprios

Inicialmente, iremos mencionar uma forma de comparar a distancia relativa de dois pontos
proprios a um improprio.

r

Figura 4.12: Distancia relativa entre pontos préprios e improprios

A principio, introduzimos algumas notacoes que serao utilizadas na definicao do pre-
dicado. Sejam a e b dois pontos; a V b denota a reta orientada de a para b. Seja a reta
r = a Vb, denota-se norm(r) a dire¢ao perpendicular a dire¢ao da reta r, a qual, a partir
de a, entra no lado positivo de r. norm(r) é representado por um ponto de €2, conforme
mencionado na secao 4.3.7. Utilizaremos também a operacao ¢ definida na secao 4.3.6.

Considere a e b pontos préprios no mesmo hemisfério canonico de T? e seja ¢ um ponto
impréprio (figura 4.12). Queremos definir um predicado que determina se a estd mais
préximo ou mais distante de ¢ do que b estd. Considere a retar = aVeert = aVnorm(r)

(figura 4.12). Se r+ o b > 0, entdo a estd mais préximo de ¢ do que b; por outro lado, se
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rtob < 0, entdao b estd mais préximo de ¢ do que a; caso contrario, a e b estdo & mesma
distancia de ¢ [Pin98, Sto91].

De forma bastante intuitiva, se varrermos o plano, a partir de a, na direcao de c, e
encontrarmos b, antes de ¢, entao b esta mais proximo de ¢ do que a. Caso contrario, se
b & rt, a estd mais préximo de ¢ do que b.

A seguir, vamos discutir uma forma de comparar a distancia relativa de um ponto
proprio a dois impréprios.

Seja um ponto impréprio b e um ponto préprio a conforme ilustra a figura 4.13, po-
demos observar que quanto mais préximo a estd de b (distante da origem de T?), menor
¢ o angulo aob (onde o denota a origem de R?), logo, a medida do angulo a partir de o é
um bom parametro para comparar relativamente distancias infinitas.

Figura 4.13: Relacao entre distancias in- Figura 4.14: Distancia relativa entre
finitas e angulos pontos proprios e improprios

Sendo assim, para comparar a distancia de um ponto proprio a a dois impréprios b e
¢ (figura 4.14), basta comparar a medida dos angulos adb e aoc, de forma que:

e se aob < aoc, a estd mais préximo de b do que de c;
e se aob > aoc, a estd mais préoximo de ¢ do que de b;
e caso contrario, a esta igualmente distante de b e c.

Como veremos, também é possivel comparar relativamente a distancia entre pontos

7

improprios. Sejam a e b dois pontos improprios, como o comprimento do segmento ab é
proporcional a medida do angulo aob, para comparar a distancia de a a b relativamente a
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distancia de a a outro ponto improprio ¢, basta comparar a medida dos angulos aob e aoc,
de forma semelhante a descrita anteriormente (figura 4.15). De forma andloga, podemos
comparar a distancia entre dois pontos impréprios e um ponto préprio (figura 4.16).

Figura 4.15: Distancia relativa - trés Figura 4.16: Distancia relativa - dois
pontos impréprios pontos impréprios e um préprio

De forma sintética, podemos dizer que a medida do angulo a partir da origem de
R3 pode ser utilizada para comparar distancias infinitas envolvendo um ou mais pontos
impréprios. Quando temos somente um ponto improprio, podemos utilizar também a
nocao de varredura do plano descrita anteriormente.

4.3.2 Ponto Médio

Iremos discutir a extensao da férmula para se determinar o ponto médio em T2, ilustrando
formulas intermedidrias inadequadas até chegar a uma féormula mais consistente.

O ponto médio entre dois pontos py = (Xo,Yy) e p1 = (X1,Y1) em R? é dado pela
formula:

Xo+Xi Yo+Y;
pm(p()vpl) = )
2 2

Substituindo-se as coordenadas cartesianas dos pontos por coordenadas homogéneas,
ou seja, tomando-se py = [wg, To,Yo] € p1 = [wi,x1,y1] e fazendo-se Xy = noXy =
LYy =% eY; =L aférmula se torna:
w1 wo w1

Pm(Po, p1) = [2wow1, Towr + T1Wo, Yowr + Y1wo)

Entretanto, os pontos py e p; podem estar no mesmo lado de T?, ou em lados dis-

tintos ou sobre §2. A férmula resultante da substituicao das coordenadas cartesianas



4.3. Predicados e Construcoes 29

por coordenadas homogéneas é claramente valida para o caso de dois pontos no aquém
(figura 4.17).

Consideremos, o caso em que pg e p; estejam no além, figura 4.17: é natural que o
ponto médio entre ambos esteja no segmento que os une, ou seja, o mesmo deve estar no
além. Mas ao aplicarmos a formula encontrada, obtemos um ponto no aquém. Por outro
lado, se py e p; estiverem em lados distintos de T? (figura 4.17), a distancia entre eles é
infinita. Suponha, sem perda de generalidade, que py esta no aquém e p; no além. Se
o ponto médio estiver no aquém, ele estard mais proximo de pg do que de p;. De forma
analoga, se o mesmo estiver no além, estara mais proximo de p; do que de py. Sendo
assim, p,, deve estar sobre (. Portanto, a férmula mais consistente, veja [dRS94], é:

Pm (Do, p1) = [Jwi|wo + |wolws, |wi|xo + |wo|z1, |w1|yo + |woly:]

b1
Pm

Po

Figura 4.17: Ponto médio de dois pontos no aquém (a esquerda), de um ponto no aquém
e outro no além (no meio), de dois pontos no além (& direita)

4.3.3 Comparacao lexicografica

Sejam os pontos pg e p; € T?, denote suas coordenadas normalizadas por py = [wy, o, Yol
e p1 = [wy,x1, 1], dizemos que py é lexicograficamente menor que p; na ordem wzxy:

1. se wy < wy ou
2. se wg =wy € Tg < T ou

3. Se Wy = W1 € Top =21 €Y <Y1
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De forma semelhante, podemos definir o predicado lexicograficamente maior, simples-
mente trocando o operador < por >. Assim, os pontos do além sao lexicograficamente,
na ordem wxy, menores que os pontos sobre €2, os quais sao lexicograficamente menores
que os pontos do aquém.

4.3.4 Orientacao de trios de pontos

Outra operacao muito utilizada em algoritmos geométricos é a determinacao da orientagao
de um trio de pontos, a qual consiste em um simples calculo de determinante. Sejam
P = Wy, 2p, Upl, ¢ = [wy, T4y, € 7 = [Wy, T, y,] trés pontos em T2, a orientagao deles é
denotada por A(p,q,r) e definida como:

Wp Tp Yp
Ap,q,r) = | wg T4 Yq
Wy Tp Yr

e Se A(p,q,r) =0, entdo os pontos p, ¢ e r sao colineares;
e se A(p,q,r) = +1, entdo o ponto p estd do lado positivo da reta ¢r;

e se A(p,q,r) = —1, entdo o ponto p estd do lado negativo da reta gr;

Note que essa operacao é equivalente ao teste de sinal de reta contra ponto, sendo o
uso desta mais apropriado quando dispomos das coordenadas de trés pontos e nao dos
coeficientes de uma reta e um ponto e vice-versa.

4.3.5 Ponto pertencente a segmento

Este predicado determina se um ponto dado pertence a um segmento. Sejam p, q e r pontos
em T?. Queremos determinar se r pertence ao segmento pg. A primeira condicao é que p, ¢
e r sejam colineares. Dada tal condicao, o problema pode ser mapeado para R? da seguinte
forma: sejam a = (wp, 2, Yp), b = (W, 24, Yy), ¢ = (W, T, y,) € d = (—wp, —Tp, —Yp)
pontos de R3. Como p, ¢ e r sao colineares em T?, a, b e ¢ estdo num mesmo plano em
]IEZ:’ o qual inclui a origem o de R? (figura 4.18). Se b e ¢ estiverem do mesmo lado da reta
ad, entao r € pqg se A(c,0,a) # A(c,0,b) em R3 ou r = p.

4.3.6 Posicao de ponto em relacao a reta

Um predicado bastante freqiiente em algoritmos é o de se determinar de que lado de uma
reta um ponto estd. Sejam p = [w,z,y] e r = <W, X, Y >, tal operacao é denominada
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Figura 4.18: Verificacao de pertinéncia de um ponto a um segmento

teste de sinal de p contra r, denotada r ¢ p e definida como:
r o p=sign(Ww+ Xz + Yy)
e Ser o p=0, p pertence a r;
e ser ¢ p=+1, pesta do lado positivo de ;

e ser o p= —1, pestda do lado negativo de r.

Note que, se p esta do lado positivo de r, entao —p estara do lado negativo e, conseqiien-
temente, r © —p = —(r ¢ p). Por outro lado, se p € r entdo, -pErer o p=r o -p=0.

4.3.7 Angulos

Na geometria Euclidiana, angulos sao, geralmente, representados por niimeros reais e sua
determinacao pode produzir valores transcendentais mesmo a partir de dados algébricos,
comprometendo a robustez do software. Angulos também podem ser representados por
dois pontos de uma circunferéncia, onde o comprimento do arco determinado por eles
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indica o valor do angulo. Em T?, podemos representar angulos por pontos de €, sendo
assim, é possivel calcular o angulo formado por duas retas através de operacoes algébricas
simples, como veremos a seguir.

Observe que o angulo entre duas retas proprias é uma fungao de suas direcoes e nao
de suas posicoes absolutas, portanto, para encontra-lo, basta achar o valor da separacao
entre dois pontos de €.

Em T2, o angulo pgr, formado pelos pontos préprios p, ¢ e 7, pode ser calculado através
da diferenca angular das dire¢oes dos segmentos gp e g, denotada por —, [Sto91].

[0, dgp, dgp.y] =0, dgr.v, dgr.y] =

onde dg € a direcao do segmento gp e dgr € a direcao do segmento qr.
O angulo formado por uma reta proépria e € é sempre um angulo reto. O angulo pgr,
supondo que ¢ é impréprio e p e r préprios, serd zero graus (figura 4.19).

Figura 4.19: Angulo entre retas préprias e §

A comparacgao entre dois angulos é bastante simples, sendo preciso refleti-los para os
dois primeiros quadrantes antes de compara-los efetivamente (figura 4.20). Utiliza-se dois
pontos auxiliares d = [0, 1,0] (o qual denota o angulo zero graus) e a origem de T?, a qual
denotamos por o. Sejam p e ¢ pontos no infinito representando dois angulos. O algoritmo
de comparacao de angulos (algoritmo 1) consiste em determinar a orientacao de d e de ¢
em relacdo & reta po (figura 4.20). Desta forma, se d e g estiverem do mesmo lado de po,
o angulo p é maior que o angulo ¢; se g estiver na reta po, os angulos p e ¢ sdo iguais e
caso contrario, o angulo ¢ é maior que p.

De forma resumida, este capitulo apresentou a extensao das principais primitivas e
fungoes geométricas que foram utilizadas neste trabalho. Observamos o comportamento
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[0,0,1]

0,-1,0] d=1[0,1,0]

Figura 4.20: Comparagao entre angulos

Algorithm 1 Algoritmo Compara_angulos(p,q)
if A(p,0,q)-A(p,o,d) =+1 then
Retornar (<tp > < q)
else if A(p,0,q) =0 then
Retornar (<p = <q)
else
Retornar (<p < <q)

das primitivas ao serem estendidas “até o infinito” e “além do infinito”. Desta forma, pu-
demos identificar situacoes onde algumas dessas primitivas, devido a topologia de T?, nao
estao bem definidas. Dentre as fungoes estendidas, a principal contribuicao deste traba-
lho, foi a estratégia encontrada para comparar distancias infinitas utilizando-se medidas
de angulos.

No préximo capitulo, discutiremos a extensao de alguns algoritmos para T?, onde
utilizaremos os predicados e as primitivas definidas neste capitulo.



Capitulo 5

Algoritmos Estendidos para T2

Neste capitulo, apresentamos e discutimos a extensao para T? de alguns algoritmos em
R? da biblioteca CGAL, que é uma biblioteca robusta e confidvel [23k02, bas02].

Cada secao deste capitulo apresenta a extensao para T? de um algoritmo de CGAL
para resolver problemas especificos, mencionando, quando existem, casos especiais a serem
tratados em cada um dos algoritmos.

Foram estendidos para T? algoritmos de CGAL para localizacao de pontos em poligonos
simples (secao 5.1), para construcdo de casco convexo (segdo 5.2), para construgao de
uma triangulagdo arbitraria (se¢do 5.3), para construcao da triangulagdo de Delaunay
(secdo 5.3.1), para construgao do diagrama de Voronoi (se¢ao 5.3.2), para construcao
da arvore geradora de distancia minima (segao 5.4), para determinacao do maior circulo
vazio de pontos com centro préprio (segdo 5.5), para construgao do grafo de todos os
vizinhos mais préximos (se¢ao 5.6), para localizagdo de pontos em uma subdivisdo planar
(secdo 5.7), para determinacao da intersecao de segmentos (segao 5.8) e para busca em
amplitude com iso-retangulo - problema de contagem (se¢ao 5.9).

5.1 Localizacao de ponto em relacao a poligono sim-
ples

Este problema consiste em determinar se um ponto esta do lado positivo, negativo ou na
fronteira de um poligono simples [dRS94]. Seja P um poligono simples, p, um vértice de
P e g um ponto a ser localizado. Um algoritmo para localizacao de ¢ em relacao a P
consiste em determinar o lado do poligono em que o segmento Ppqg entra ao sair de py e o
nimero de vezes que poq intercepta os lados do poligono, de forma que o lado de P onde
se encontra ¢ seja determinado pela paridade do nimero de intersecgdes (algoritmo 2 e
figura 5.1).

34
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Figura 5.1: Localizacao de ponto em relacao a poligono

Algorithm 2 Localizacao de um ponto ¢ em relagao a um poligono simples P

Ls A(va()vpl)
2t A(pn—lap()apl)

3: b A(q, pn—1,P0)

4: if (s x b) = —1 then
5. s+« —t
6
7
8
9

. else if (s x b) =0 then

if s =0 then
s «— (esta_sobre(pg, p1,q) — 1) x t {retorna 1 se ¢ pertence a pyp }
. else
10: s «— (esta_sobre(p,_1,p0,q) — 1) X t

11: else

12: s mantém o valor atribuido inicialmente
13: fori+— 1ton—2do

14:  if p;p;;1 intercepta ppg then

15: S = —S8

16: Retornar s

Este problema apresenta algumas situagoes especiais, onde a intersecao de pyg com
os lados do poligono devem ser computadas 0 ou 2 vezes/1 ou 3 vezes (figura 5.2). Nos
casos (a) e (b), a posigdo do segmento em rela¢ao ao poligono permanece inalterada. Nos
casos (c¢) e (d), o segmento pode estar deixando o lado positivo (negativo) do poligono e
entrando em seu lado negativo (positivo).

Para o tratamento destes casos e uma prova de corretude do algoritmo acima, veja
[PS85].

Seja n o ntimero de vértices de P. A complexidade do algoritmo descrito para loca-
lizagado do ponto em relagao a poligono simples é O(n) , uma vez que cada intersecgao é
determinada em tempo constante e o ntiimero de intersecgoes é O(n).
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(a) (b) () (d)

Figura 5.2: Casos especiais que ocorrem na localizagao de ponto em relagao a poligono

5.2 Casco Convexo

Para definir casco convexo em R?, é necessario introduzirmos o conceito de conjunto
convexo: um conjunto C' é convexo se e somente se o segmento que une quaisquer dois
pontos de C' esta no lado limitado de C.

O casco convexo de um conjunto de pontos A é o menor conjunto convexo que contém
A, ou seja, é a interseccao de todos os conjuntos convexos que contém A.

Em T2, o segmento entre dois pontos nao estd definido quando os mesmos sao anti-
podais. Assim, para que o casco convexo esteja definido, é necessario que o conjunto de
pontos nao possua pontos antipodais e que as combinacoes convexas destes nao gerem
pontos antipodais.

5.2.1 Existéncia do Casco Convexo

Nesta secao, apresentamos um algoritmo para verificar a existéncia do casco convexo de
um conjunto de pontos A, o qual é denotado por CH(A). O algoritmo consiste em construir
o casco convexo dos pontos em cada um dos dois hemisférios canonicos, projetar um deles
no hemisfério que se encontra o outro e em seguida, verificar se eles se interceptam. Se
ocorre a intersecgao, o casco convexo nao estd definido (algoritmo 3).

Algorithm 3 Verificar a existéncia de CH(A)

1: Particionar A em dois subconjuntos A; e Ay: A; contém os pontos no aquém e em
uma metade de Q e Ay consiste em A — Aj.

2: for i =0 ton do

3 Retire p; de Ay {n é o nimero de pontos em Ay e p; é um ponto de Ay}

4:  Insira —p; em A,

5

6

: Construir os cascos de A; e 7 Ay (denotados por CH(A;) e CH(—A,), respectivamente).
: Retornar CH(A;) N CH(=Ay) = 0.
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5.2.2 Construgao do Casco Convexo

Um algoritmo para constru¢ao do casco convexo de A (CH(A)) pode se subdividir em
dois blocos:

1. Verificar a existéncia de CH(A);

2. Construir efetivamente CH(A).

No primeiro bloco, pode-se utilizar o algoritmo 3 descrito anteriormente. O passo 2,
por sua vez, pode seguir duas abordagens distintas:

1. Descartar os cascos construidos para A; e —Ay e construir, a partir do zero, o
casco convexo de A. Como existem algoritmos 6timos para construi-lo [dRS94], a
complexidade total do algoritmo é O(ny log ny) + O(nsy log ns) + O(n log n), onde
ny = |Ai| e ng = |As.

2. Uma outra abordagem consiste em aproveitar os cascos construidos para A; e = A,.
Uma vez que o casco de As é igual ao conjunto antipoda do casco de = As, 0 mesmo
pode ser encontrado em tempo linear, simplesmente através de uma varredura no
conjunto —A,, substituindo cada vértice v € CH(—Ay) por —v. O préximo passo
¢ a uniao dos cascos de A; e As, a qual resultard no casco de A. Para isso, basta
encontrar as arestas de suporte inferior e superior de CH(A;) e CH(Az) e eliminar
algumas arestas e vértices desses conjuntos, os quais sao internos ao casco convexo
de A. Nessa abordagem, a complexidade para encontrar as retas de suporte é O(n),
logo, a complexidade total, nesse caso, é O(ny log n1) + O(ny log ny) + O(n), onde
ny = ‘Al‘ € Ng = ’Ag’

Optamos pela segunda abordagem pelo fato de a mesma ser mais eficiente, embora
assintoticamente as complexidades sejam equivalentes.

A seguir, é apresentado o algoritmo 4 para construcao do casco convexo do conjunto
A.

Os algoritmos de CGAL para construcao de casco convexo estendidos para T? foram
a Marcha de Jarvis, o Quick Hull e o algoritmo Graham-Scan. Em suma, o processo de
extensao desses algoritmos consiste em isoladamente aplicé-los em cada lado de T? e em
seguida combiné-los para gerar o casco desejado. Portanto, qualquer algoritmo aplicavel
em R? pode ser aplicado em T2, sempre que o casco convexo em T? estiver bem definido.
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Algorithm 4 Construir CH(A)

1: if existir CH(A) {Algoritmo 3} then
2:  fori=0tomdo
3: Substituir p; em CH(=Ajy) por —p;. {m é o nimero de pontos de CH(—As) e p;
¢ um ponto de CH(—A;). Ao final do lago, obteremos CH(A,).}
Determinar as retas de suporte inferior e superior de CH(A;) U CH(As).
Remover as arestas e vértices de CH(A;) e CH(As) nao pertencentes a CH(A).
Retornar CH(A).
else
CH(A) nao existe.

Figura 5.3: Construcao das arestas de suporte dos cascos intermediarios e eliminacao das
arestas interiores ao casco final
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5.2.3 Marcha de Jarvis

A marcha de Jarvis [PS85] é um algoritmo bastante simples e parte do principio de que
um segmento s faz parte da fronteira do casco convexo de um conjunto de pontos A se, e
somente se, todos os pontos de A estao de um mesmo lado ou sobre a reta de suporte de
A contendo s (algoritmo 5). Como cada vértice do casco é determinado em tempo linear,
se h denota o nimero de vértices do casco, a complexidade do algoritmo Marcha de Jarvis
é O(nh). Note, entretanto, que h pode ser O(n).

Figura 5.4: Funcionamento da Marcha de Jarvis

Algorithm 5 Marcha de Jarvis (A é o conjunto dos pontos da entrada)

1: Determinar, dentre os vértices de A, vy (o vértice de menor ordenada) que certamente
fara parte da fronteira do casco

2: if |A| > 1 then

3w« vérticev £ vy € A

4: U <— Vg

5:  while w # vy do

6: for all v; € A do

7: if Angulo formado pelo segmento wv; e a horizontal < Angulo formado pelo
segmento uw e a horizontal then

8: w = v;

9: Retirar w de A

10: U «— w

11: Inserir w em CH(A)

12: else

13:  Inserir vg em CH(A)
14: Retornar CH(A)
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5.2.4 Quick-Hull

Este é um algoritmo por divisao e conquista, baseado no paradigma utilizado no algoritmo
de ordenagao Quick-Sort. Seja A o conjunto de pontos da entrada, o Quick-Hull [PS85]
define uma particdo em A, a qual é determinada por uma reta gerada por dois pontos [
e 7, 0s quais sao o ponto mais a esquerda de A e o mais a direita de A, respectivamente
(figura 5.5 e algoritmo 6). Assim como o Quick-Sort, no caso médio, o Quick-Hull é
O(n log n), mas se a particao gera subconjuntos com cardinalidades desbalanceadas, a

complexidade do algoritmo pode chegar a O(n?).

Figura 5.5: Funcionamento do Quick-Hull

Algorithm 6 Quick_Hull (A é o conjunto dos pontos da entrada)

Determinar | (ponto de menor abcissa) e r (ponto de maior abcissa) de A
%
Seja A; o subconjunto de A formado pelos pontos a esquerda da reta [r
H
Seja As o subconjunto de A formado pelos pontos a direita da reta Ir

S« Quick Hull Aux(Ay,1,r)
I — Quick Hull_ Aux(As, [, 7)

Concatenar S e [ e ordené-los circularmente em sentido anti-horario

Algorithm 7 Quick Hull_ Aux(A,l,r)

if |A| =1 then

Retornar o ponto p € A
Determinar h, ponto de A que torna maxima a area do triangulo lhr
Inserir h na estrutura de dados R -
Seja A1 o subconjunto de A formado pelos pontos a esquerda da reta EL)
Seja Ay o subconjunto de A formado pelos pontos a esquerda da reta hr
Retornar R U Quick_Hull Aux(Ay, [, h)
Retornar R U Quick_Hull Aux(As, h,r)
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5.2.5 Graham-Scan

Seja A, o conjunto dos pontos de entrada, o algoritmo Graham-Scan [PS85] consiste na
construcao de um poligono estrelado P seguido de uma varredura circular em torno de
um ponto no nicleo de P (algoritmo 8):

Algorithm 8 Graham-Scan (A é o conjunto dos pontos da entrada)

1: Construir um poligono estrelado P (figura 5.6). Os pontos de A sao ordenados circu-
larmente, em sentido anti-horario, em torno de um dos pontos dados. Essa ordenacao
induz uma ordem nos vértices de P

2: Varrer circularmente os vértices de P para eliminar angulos reflexos (figura 5.7)

A complexidade do passo 1 é O(n log n) enquanto que a varredura do passo 2 pode
ser feita em tempo linear, resultando, portanto, num algoritmo 6timo.

Figura 5.6: Graham-Scan - construgao Figura 5.7: Graham-Scan - eliminagao
do poligono estrelado de angulos reflexos

5.3 Triangulacao

Uma triangulacao de um conjunto de pontos S em R? é uma sudivisao do casco convexo
de S, onde as faces sdo triangulos (figura 5.8). A triangulacao de Delaunay é um tipo
especial de triangula¢do que possui propriedades interessantes [PS85]:

1. todo circulo que circunscreve um triangulo (uma face da triangula¢do) nao possui
nenhum outro vértice da triangulacao em seu interior;
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2. essa triangulacao maximiza o menor angulo.

Figura 5.8: Triangulagao Arbitréaria

Em R?, qualquer triangulacao estd totalmente definida no interior do casco convexo
(figura 5.8), j4 em T?, o casco convexo estd definido somente se os pontos estao total-
mente contidos em um hemisfério, devido a antipossidade do espaco. Uma triangulacao
pode ultrapassar a fronteira do casco e particionar os dois hemisférios canonicos de T?
(figura 5.9). Daqui por diante, denotaremos uma triangulacao arbitréria por 7" e, durante
a discussao deste problema, iremos contrastar as caracteristicas da mesma em R? e em
T2.

Em R?, temos as faces interiores ao casco convexo e uma face de drea ilimitada, a
qual é equivalente a R? — T'. Desta forma, temos faces limitadas triangulares e uma face
ilimitada poligonal complementar ao casco convexo em relacao a R2.

Em T2, por sua vez, quando o casco convexo nao estd definido, todas as faces sao
triangulares, ou seja, temos uma situacao mais homogénea do que em R2,

Geralmente, em R?, utiliza-se um artificio na implementacio para que as faces sejam
sempre triangulares e para que possam ser tratadas de forma geral. Este artificio consiste
em criar um ponto no infinito v, € decompor a face ilimitada original em triangulos. Para
isso, toma-se cada vértice v do casco e cria-se uma aresta U0 (figura 5.10). O vértice
Uso NAO possui coordenadas representdveis em R? e, por isso, deve ser tratado de forma
especial.

Um algoritmo para construcao de uma triangulacao arbitraria estendido para T? é um
algoritmo incremental, cuja implementacao em R? estd presente em CGAL.

Este algoritmo é constituido essencialmente de duas etapas:
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Figura 5.9: Triangulacao Arbitraria em T? quando o casco convexo nao esté definido

Figura 5.10: Insercao de um vértice infinito v, estendendo-se R%. As arestas pontilhadas
denotam arestas onde um extremo é v
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1. Localizacao do vértice v a ser inserido na triangulagao construida até o momento;

2. Insercao de v na triangulacao de acordo com sua localizagao.

Em R2, um vértice pode estar no interior de uma face, ou sobre uma aresta, ou fora,
do casco convexo ou ainda ser um vértice ja existente na triangulagao.

Em T2, as possiveis localidades de um ponto sao as mesmas de R?, caso a triangulacao
construida até entdo esteja no interior do casco convexo (casco convexo definido). Caso
contrario, temos trés possibilidades: ou o ponto esta no interior de uma face, ou sobre
uma aresta ou € um vértice ja existente na triangulacao.

A seguir, iremos descrever as duas etapas deste algoritmo estendido para T2.

O algoritmo para localizagao de v na triangulacao consiste em tragar um segmento
de reta partindo de um vértice qualquer da triangulacao (o qual denotamos por s) até v
(figura 5.11). Em seguida, caminha-se ao longo deste segmento, passando por cada face
interceptada por ele, até chegar a v, entao, verifica-se se v é um vértice da face atual, ou
se estda em seu interior, ou sobre alguma de suas arestas ou se a face atual é uma face que
contém v, e, neste caso, v € externo ao casco convexo.

Figura 5.11: Localizacao do vértice v a ser inserido na triangulacao

A insercao de um vértice v no interior de uma face provoca a divisao da mesma em
trés novas faces: vvgvy, VU1V € VYU, (figuras 5.12 e 5.13). Logo, a funcdo para insergao de
um vértice no interior de uma face consiste em criar trés faces e identificar seus vizinhos.
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Figura 5.12: Vértice v localizado no in- Figura 5.13: Inser¢ao do vértice v no in-
terior de uma face terior de uma face

A inser¢ao de um vértice sobre uma aresta e (figuras 5.14 e 5.15) provoca a criagao
de quatro novas faces, sendo que o nuimero total de faces é aumentado de dois, uma vez
que as duas faces que compartilham e serao subdivididas. Para insercao de um vértice
sobre uma aresta, utiliza-se a funcao para insercao de um vértice no interior de uma face,
seguido de uma inversao da diagonal (denotada por D-inversao) de um quadrilatero.

Seja o quadrildtero v'vivvy, a D-inversdo troca a aresta Tour pela aresta v'v (fi-
gura 5.15).

Se v ja estiver na triangulacao, o mesmo é descartado e nao ocorre nenhuma insercao.

A insercao de um vértice v no exterior do casco convexo também é uma insergao
no interior de uma face (uma face ilimitada que contém v,,). Logo, ao inserir v no
interior de uma face, trés novas faces sao criadas. Observe que duas delas sao ilimitadas
e correspondem exatamente as duas novas arestas que foram criadas devido a insercao de
v (figura 5.16).

A triangulagao deve estar completa, ou seja, os vértices incidentes nas faces ilimitadas
devem ser vértices do casco do conjunto de pontos (desconsiderando-se v4,). Para isso,
todos os angulos reflexos formados por vv;v;1, onde v; e v; ;1 sdo vértices do casco convexo
da triangulacao, antes da insercao de v, devem ser eliminados. Observe na figura 5.17 que,
para eliminar esses angulos ¢ suficiente trocar a diagonal v;05 do quadrilatero vy, v;11 v; v
pela diagonal v, 7v. O ntimero de vezes em que ocorre uma D-inversao é igual ao niimero
de faces onde o angulo vv;v;,1 é reflexo.
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Figura 5.14: Vértice v localizado sobre Figura 5.15: Insercao do vértice v sobre
uma aresta uma aresta

Figura 5.17: Triangulacao resultante da
Figura 5.16: Inser¢ao do vértice v no ex- insercao de v apds as D-inversoes ne-
terior do casco convexo cessarias
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Apoés a insercao de um ponto no exterior do casco convexo, duas situacoes podem
ocorrer:

1. o casco convexo do conjunto de vértices continua definido (figura 5.17).

2. 0 casco convexo do conjunto de vértices nao estd mais definido. Neste caso, a
triangulagao particiona os dois hemisférios canonicos de T? (figura 5.9).

Se ocorre a situacao 2, entao v é inserido em todas as faces ilimitadas externas ao casco
convexo da triangulagao e, como a triangulacao passa a estar definida nos dois hemisférios
canonicos de T?, v, é substituido por v.

A partir desse ponto, todas as insercoes realizadas na triangulacao ou sao insercoes de
vértices sobre arestas ou insercoes de vértices no interior de faces, uma vez que vértices ja
existentes na triangulagao sao descartados. Sendo assim, o nimero de possiveis localidades
de vértices na triangulacao é reduzido de quatro para tres.

Se, apos a insercao de um vértice v, o casco convexo torna-se indefinido, entao v
pertence ao hemisfério complementar ao hemisfério que continha a triangulacao antes da
insercao de v.

Situacoes especiais interessantes ocorrem quando v é antipoda de algum vértice do
casco convexo do conjunto de vértices da triangulacao construida até o momento, pois,
neste caso, a triangulacdo possuird um segmento entre pontos antipodais (figura 5.18).

Figura 5.18: Insergao de vértice antipoda (—v) a um vértice do casco convexo (v)



5.3. 'Triangulacao 48

Como discutido anteriormente, existem infinitos segmentos entre pontos antipodais,
logo, é preciso definir consistemente sua direcao. E imprescindivel garantir que a escolha
dessa direcao em T? ndo gere interseccoes para que a triangulacao continue sendo uma
subdivisao planar. Seja v um ponto da triangulagao, pertencente ao casco convexo e,
sejam u e w seus vizinhos na fronteira do casco (figura 5.18). Suponha que —v esteja sendo
inserido na mesma. Uma direcao conveniente para o segmento v—w é aquela que divide
ao meio o angulo utvw. Essa é uma escolha arbitraria, mas que garante a consisténcia da
triangulacao e, como veremos mais adiante, preserva as propriedades da triangulagao de
Delaunay sendo, portanto, uma solucao homogénea para os dois problemas.

Observe que segundo a situacao descrita na figura 5.18, antes da insercao de —w, o
casco convexo estava definido e, apds sua insercao, a triangulacao passou a estar definida
nos dois hemisférios canonicos de T?. A partir desse ponto, ¢ importante ressaltar que a
insercao de um ponto b antipoda a qualquer ponto da triangulacao é realizada no interior
de uma face que nao contém —b ou sobre uma aresta que nao possui —b como extremo.
Logo, apds a insercao do primeiro ponto antipoda a um ponto do casco convexo, nao
surgem mais faces que possuam dois pontos antipodais como vértices. Essa caracteristica
surge devido a escolha da dire¢ao do segmento entre pontos antipodais.

Note que problemas de degeneragoes como faces com arestas colineares ocorrem apenas
quando um ponto inserido é antipoda de algum ponto do casco convexo ou é antipoda
de outro que pertenca a uma aresta do casco. Em outras palavras, inser¢oes de pontos
antipodas a pontos do interior do casco convexo sao tratadas como insercoes comuns.

Considere a triangulacao da figura 5.18, seja t um ponto pertencente ao segmento vw,
a inser¢ao de t na triangulacao provoca a divisao da face uvw nas novas faces tuv e tuw
e, também, a divisdo da face vw—w na face tv—w e na face degenerada t—vw (figura 5.19).

Note que a insercao de um ponto em uma aresta de uma face que possui pontos
antipodais, sendo tal aresta com extremos nao antipodais, implica no surgimento de novas
faces degeneradas, onde trés pontos sao colineares.

Novamente, considere a figura 5.18, e seja um ponto t pertencente a aresta 7=v (de
acordo com sua dire¢ao), a inser¢ao de t na triangulagdo provoca a divisao da face v—vw
nas novas faces nao degeneradas, tvw e t—vw e a divisao da face v—vu nas novas faces tuv
e tu—w (figura 5.20).

A seguir, apresentamos o algoritmo estendido (algoritmo 9) de forma mais concisa.

Ou seja, a insercao de um ponto em uma aresta com extremos antipodais ocasiona o
desaparecimento de faces degeneradas.

A complexidade do algoritmo de CGAL estendido para T? é dada pela complexidade
de localizacao adicionada a complexidade de insercao. Na localizacao, no pior caso, o
segmento sv intercepta O(n) faces (sendo n o nimero de pontos da triangulagao). Como,
dada uma face f, um triangulo, na qual o vértice v a ser inserido se encontra, discriminar
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Algorithm 9 Construir uma triangulagao arbitraria 7' (A é o conjunto dos pontos de
entrada)

1: for all v; € A do

2: if |[T| =0 then
3: Inserir v; em T e retirar v; de A
4: d«—1
5. elseif |T| =1 then
6: Inserir v; em T, criar as faces uv;, Uy € ViUs {u é 0 vétice em T'} e retirar v; de
A
7. elseif d =1 then
8: if colinear(u, v, v;) {u e v sdo os dois vértices incidentes a v} then
9: if v; € wv {v; pertence ao casco de 77} then
10: while Nao Inseriu {p/ cada face finita f; de T', sejam w e z os vértices} do
11: if v; € wz then
12: Inserir v; em T e criar as faces wv; e v;2z
13: else if v; € =u=v then
14: Substituir v, por v;, serao criadas as faces uv; e vv;, onde u e v sao os
vértices incidentes a V.
15: else
16: if seja uv, uma face infinita e seja uz a outra face incidente a u. v € v;z
then
17: Inserir v; e criar as faces uv; e v,V
18: else
19: Inserir v; e criar as faces vv; € V;Vs
20: else
21: Inserir v; em uma face wz de T e eliminar todos os angulos reflexos
22: d<+— 2
23:  else
24: Determinar a localizacao do vértice v a ser inserido na triangulacao
25: if v esta no interior de uma face vyvv, then
26: A face vyv1v9 é decomposta nas faces: vvgvy, VU1V9 € VYV, (figuras 5.12 e 5.13)
27: else if v estd sobre uma aresta vyv; e esta pertence as faces vov1v9 € vov1v" then
28: A face vyvivy é decomposta nas faces: vgvvy € VUV
29: A face vgviv” é decomposta nas faces: vyvv' e vov’
30: else if v é externo ao casco convexo then
31: if v é antipoda de um vértice z do casco convexo then
32: Voo € substituido por v e a direcao do segmento vz é a direcao que divide
ao meio o angulo wow (figura 5.18), onde uvz e vzw sdo as duas faces que
contém o segmento antipodal.
33: else
34: Inserir v na face v;v; 1105 (A(vv;v41) = —1) {0 passo 2 descreve a inser¢ao}
35: Eliminar angulos reflexos v9;v;11 (onde v; e vy — vértices do casco)

36: Retornar T




5.3. Triangulacao 50

L

oz

Figura 5.19: A insercao de t na trian- Figura 5.20: A insercao de ¢ na trian-
gulacao resulta na criagao de face dege- gulagao resulta no desaparecimento de
nerada face degenerada

se v é um vértice de f, estd sobre uma aresta de f ou esta no interior de f toma tempo
constante, a complexidade da localizagdo de um ponto na triangulagao é feita em O(n).
A segunda etapa, ou seja, a insercao de um ponto na triangulacao é feita em tempo
constante, exceto quando o mesmo estd no exterior do casco convexo da triangulacao,
sendo a complexidade de inser¢ao, neste caso, O(n). Logo, a complexidade para se inserir
cada ponto na triangulacao é O(n) e a complexidade para se construir toda a triangulagao

¢ O(n?).

5.3.1 Triangulacao de Delaunay

Como definido anteriormente, uma triangulacao de Delaunay possui as seguintes propri-
edades: o circulo que circunscreve os vértices de uma face é vazio de outros vértices e a
triangulacao maximiza o menor angulo.

O algoritmo utilizado para construgao da triangulacao de Delaunay também é um
algoritmo incremental que constréi uma triangulacao arbitraria e em seguida, restaura as
propriedades de Delaunay.

Ap6s a insercao de cada ponto, as propriedades de Delaunay devem ser reestabelecidas.
Devido ao fato de a circunferéncia com centro impréprio nao estar sempre bem definida,
nao foi possivel utilizar essa propriedade na implementacao. Por outro lado, seria possivel
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utilizar a propriedade de maximizacao do menor angulo, mas devido ao fato de o cédlculo
de angulos utilizar funcoes que geram valores transcendentais, por questoes de robustez,
optou-se por nao calcular explicitamente angulos na implementagao.

Uma propriedade equivalente a maximizacao do menor angulo é a maximizacao da
menor altura dos triangulos gerados. Essa propriedade foi utilizada na implementacao da
funcao que restaura as propriedades de Delaunay.

Na implementagao, a classe que implementa a triangulacao de Delaunay ¢ uma sub-
classe da classe que implementa a triangulacao arbitraria, sendo que as fungoes de insercao
e localizagao de pontos da classe pai nao foram redefinidas na classe filha. Na classe da
triangulacao de Delaunay, foi desenvolvida uma funcao para restaurar as propriedades de
Delaunay, a qual é chamada apés a insercao de cada ponto.

A complexidade da insercao de cada ponto na triangulagao é linear e, no pior caso,
o numero de D-inversoes necessarias para se reestabelecer as propriedades de Delaunay
pode ser linear no nimero de vértices da triangulacao. Logo, a complexidade do algoritmo
utilizado para construcao da triangulagao de Delaunay é O(n?).

Figura 5.21: Triangulacao de Delaunay com vértices no aquém e no além

A seguir, apresentamos, de forma simplificada, o algoritmo 10 utilizado para cons-
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Figura 5.22: Diagrama de Voronoi com sitios nos dois hemisférios de T?

trucao da triangulacao de Delaunay.

5.3.2 Diagrama de Voronoi

Dado um conjunto S de n sitios no plano, o diagrama de Voronoi particiona o plano em
regioes, sendo que cada regiao R estd associada a um sitio p € S, tal que a distancia de
qualquer ponto ¢ no interior de R a p é menor do que a distancia de ¢ a qualquer outro
sitio em S [PS85].

O diagrama de Voronoi é dual da triangulacao de Delaunay [dBvKOS97], onde cada
vértice de Voronoi é circumcentro de uma face da triangulacao e, se duas faces possuem
uma aresta em comum, os vértices de Voronoi correspondentes estao conectados por uma
aresta do diagrama (algoritmo 11).

Em T2, quando os sitios de S estao apenas em um hemisfério canonico, o diagrama de
Voronoi se estende para o outro hemisfério canonico, construindo o diagrama de vizinho
mais distante dos pontos antipodas dos sitios de S [Pin98]. O diagrama de vizinho mais
distante particiona o plano em regioes, de forma que os pontos no interior de uma regiao
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Algorithm 10 Construir triangulacdo de Delaunay T (A é o conjunto dos pontos da
entrada)

1: for all v; € A do

2: if |[T| =0 then

3: Inserir v; em T e retirar v; de A

4: d«—1

5. elseif |T| =1 then

6: Inserir v; em T, criar as faces uv;, Uy € ViUs {u é 0 vétice em T'} e retirar v; de

A

7. elseif d =1 then

8: if colinear(u, v, v;) {u e v sdo os dois vértices incidentes a v} then

9: if v; € wv {v; pertence ao casco de 77} then

10: while Nao Inseriu {p/ cada face finita f; de T', sejam w e z os vértices} do

11: if v; € wz then

12: Inserir v; em T e criar as faces wv; e v;2z

13: else if v; € =u=v then

14: Substituir v, por v;, serao criadas as faces uv; e vv;, onde u e v sao os
vértices incidentes a V.

15: else

16: if seja uv, uma face infinita e seja uz a outra face incidente a u. v € v;z
then

17: Inserir v; e criar as faces uv; e v,V

18: else

19: Inserir v; e criar as faces vv; € V;Vs

20: else

21: Inserir v; em uma face wz de T e eliminar todos os angulos reflexos

22: d<+— 2

23:  else

24: Determinar a localizacao do vértice v a ser inserido na triangulacao

25: if v esta no interior de uma face vyvv, then

26: A face vyv1v9 é decomposta nas faces: vvgvy, VU1V9 € VYV, (figuras 5.12 e 5.13)

27: else if v estd sobre uma aresta vyv; e esta pertence as faces vov1v9 € vov1v" then

28: A face vyvivy é decomposta nas faces: vgvvy € VUV

29: A face vgviv” é decomposta nas faces: vyvv' e vov’

30: else if v é externo ao casco convexo then

31: if v é antipoda de um vértice z do casco convexo then

32: Voo € substituido por v e a direcao do segmento vz é a direcao que divide
ao meio o angulo wow (figura 5.18), onde uvz e vzw sdo as duas faces que
contém o segmento antipodal.

33: else

34: Inserir v na face v;v; 1105 (A(vv;v41) = —1) {0 passo 2 descreve a inser¢ao}

35: Eliminar angulos reflexos v9;v;11 (onde v; e vy — vértices do casco)

36:  Restaurar as propriedades de Delaunay em T’
37: Retornar T'
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Algorithm 11 Construir diagrama de Voronoi V'

1: Construir triangulagao de Delaunay T (algoritmo 10)
2: for all face f; € T' do
3: ¢« circumcentro(f;)
for all face h; vizinha de f; do
p «— circumcentro(h;)
Construir aresta ¢p e inseri-la em V

estao mais distante(s) do(s) sitio(s) associado(s) a ela do que dos demais sitio(s).

Logo, ao se resolver o problema da construgao do diagrama de Voronoi dos sitios de
um conjunto S contido num dos hemisférios canonicos, automaticamente, obtemos por
antipossidade o diagrama de vizinho mais distante dos sitios de S.

Este problema ilustra a caracteristica interessante de T? de, ao se resolver um pro-
blema, automaticamente solucionar outro relacionado, sendo essa uma caracteristica nota-
vel do espaco, pois, como neste caso, dispensa o esfor¢o de se projetar dois algoritmos
para resolver dois problemas complementares. Essa dualidade, geralmente, ocorre em
problemas que envolvem o conceito de distancia em T2.

Neste trabalho, o diagrama de Voronoi foi obtido a partir da triangulacao de Delaunay,
utilizando-se a propriedade da dualidade e, como o nimero de faces da triangulacao
é linear no nimero de sitios de S (denotado por n), o diagrama de Voronoi é obtido
em tempo linear, logo, como a complexidade do algoritmo incremental para construir
a triangulagao de Delaunay é O(n?), a complexidade do algoritmo para construgao do
diagrama de Voronoi é O(n?).

5.4 Arvore Geradora de Distancia Minima

Seja G = (V, F) um grafo conexo, onde V' denota o conjunto de vértices e E' o conjunto
de arestas de GG. Seja uma funcao w : E — R que associa a cada aresta e € E um valor
w(e) € R, denominado peso de e. A arvore geradora minima, denotada por AGM, é um
subgrafo conexo, aciclico, gerador de G, que minimiza a soma dos pesos das arestas. A
arvore geradora Euclidiana minima, denotada por AGEM, é uma AGM, onde o peso das
arestas é a distancia Euclidiana entre seus extremos [PS85].

Considerando este problema em T2, a funcao peso w das arestas passa a ser a distancia
em T? entre seus extremos e chamaremos a arvore de AGDM - drvore geradora de distancia
minima - e o valor de w(e) pode ser:

1. finito (distancia entre dois pontos préprios no mesmo hemisfério canonico de T?);

2. infinito (distancia entre dois pontos, onde pelo menos um esta sobre €2) ou
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Figura 5.24: Diagrama de Voronoi de vi-
Figura 5.23: Diagrama de Voronoi de zinho mais distante dos antipodas dos
sitios contidos somente no aquém sitios do aquém

3. além do infinito (distancia entre dois pontos préprios em hemisférios canonicos dis-
tintos de T?).

Para encontrar a AGDM em T?, utilizamos o algoritmo de Kruskal [Man89], no qual,
uma operacao basica é comparar o peso de duas arestas e; e ey e decidir qual delas sera
a proxima a ser incluida na AGDM.

Quando e; e e sao infinitas, (caso 2) utilizamos o predicado para comparar relativa-
mente distancias infinitas que foi descrito na segao 4.3.1 do capitulo 4.

Como provado a seguir, a AGDM é um subgrafo da triangulagao de Delaunay e, sendo
assim, no algoritmo estendido a AGDM ¢é gerada a partir da mesma, logo, a construgao
desta constitui uma etapa de pré-processamento do algoritmo.

Teorema: Uma AGDM é um subgrafo da triangulacao de Delaunay.

Prova: Seja T'a AGDM de V, seja w(T) a soma dos pesos de T. Sejam a e b dois
sitios tais que ab é uma aresta de T. Suponha que nio existe um circulo vazio de pontos
passando por a e b e, em particular, o circulo cujo didmetro é o segmento ab contém um
sitio, chamado ¢ (figura 5.26).

A remocio de ab de T divide a drvore T em duas subérvores. Assuma, sem perda
de generalidade, que ¢ estd na mesma subdrvore que a. Removendo-se a aresta ab e
incluindo-se be a T, temos uma arvore geradora 1" cujo peso total é:

w(T") = w(T) + |be| — |ab| < w(T)
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Figura 5.25: Arvore geradora de distancia minima

Y
N

Figura 5.26: Prova de que uma AGDM é um subgrafo da triangulacao de Delaunay

Pois |ab| é o diametro do circulo e, logo, |bc| < |ab|. Portanto, o circulo de didmetro
ab é vazio de sitios. Por conseguinte, existe um sitio s € S, tal que o circulo abs é vazio
de outros sitios. Logo, abs é um triangulo da triangulagao de Delaunay de S. CQD

A seguir, apresentamos de forma resumida o algoritmo utilizado para construir a
AGDM (algoritmo 12).

A complexidade do algoritmo é dada pela complexidade da construcao da triangulagao
(O(]V]?)) adicionada & complexidade do algoritmo de Kruskal O(|E|log|V|) [Man89],
sendo |E| = O(|V]), a complexidade total é O(|V]?).

Note que existem algoritmos [dBvKOS97, PS85] com complexidade O(|V|log |V]) para
construgao da triangulagao de Delaunay, logo, se substituirmos o algoritmo para cons-
trugdo da mesma por um com complexidade O(|V|log|V]), a complexidade para se de-
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Algorithm 12 Construir AGDM

1: Construir triangulagao de Delaunay T (algoritmo 10)
2: Aplicar algoritmo de Kruskal a 7'([Man89])

terminar a AGDM passa a ser O(|V|log|V]).

5.5 Maior Circulo Vazio de Sitios com Centro Pro-
prio

Dado um conjunto de sitios S em R2, o objetivo deste problema é determinar o maior
circulo vazio de sitios determinado por sitios de S [PS85].

Nao é dificil provar que o centro do maior circulo vazio de sitios é um vértice de Voronoi
ou um ponto de interseccao do diagrama de Voronoi com o casco convexo dos pontos de
S [PS85].

Daqui por diante, discutiremos este problema em T? e apresentaremos um algoritmo
que foi implementado para resolve-lo.

Ao se considerar este problema em T?, é necessario introduzir a restricao de que tanto
o centro do circulo quanto os pontos em sua fronteira sejam proprios, ja que, como visto
no capitulo 4, circulos com centro impréprio ou com pontos impréprios em sua borda nem
sempre estao bem definidos.

Observe na figura 5.27 que a medida que o raio do circulo que passa pelos sitios a
e b cresce, a borda do mesmo se aproxima de €) e, consequentemente, temos um circulo
vazio de sitios cada vez maior, porém nao é possivel determinar o maior deles com centro
proprio.

Com o objetivo de evitar as dificuldades mencionadas, para considerar este problema
em T2, o definimos como sendo o maior circulo vazio de sitios C' com centro préprio que
satisfaca as seguintes propriedades:

1. se o casco convexo dos sitios de S estiver definido, o centro de C' estd no hemisfério
em que o casco esta definido; e

2. (' circunscreve trés sitios ou
3. C circunscreve dois sitios que constituem seu diametro.

Quando o casco convexo estd sempre definido, temos, em T?, uma situacao semelhante
a que ocorre em R?, sendo pontos candidatos a centro do maior circulo vazio de sitios, os
vértices de Voronoi ou pontos de interseccao do diagrama de Voronoi com o casco convexo

[PS85].
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Figura 5.27: Os pontos candidatos a Figura 5.28: Maior Circulo Vazio de
centro do maior circulo vazio de sitios Sitios com Centro Préprio

J& quando o casco convexo nao estd bem definido, os pontos candidatos a centro do
maior circulo vazio de sitios sao apenas os vértices de Voronoi, uma vez que as propriedades
descritas acima devem ser satisfeitas.

A figura 5.28 ilustra uma instancia do problema, onde os sitios se encontram nos dois
hemisférios canonicos de T?2.

Um algoritmo para determinacao do maior circulo vazio de sitios em T? possui como
primeiro passo a construcao do diagrama de Voronoi. Se o casco convexo dos sitios esta
definido, calculam-se os pontos de intersecao do diagrama de Voronoi com o mesmo. Em
seguida, estando o casco definido ou nao, examina-se cada um dos circulos com centro
nos pontos candidatos e determina-se o maior circulo vazio de sitios (algoritmo 13).

Seja n o numero de sitios do conjunto S. Este problema foi resolvido a partir da
construcao do diagrama de Voronoi, e a complexidade do algoritmo de CGAL estendido
para construi-lo é O(n?). Como o nimero de vértices de Voronoi é linear no ntimero
de sitios [PS85] e como os pontos de interseccdo do diagrama com o casco podem ser
encontrados em tempo linear no nimero de sitios [PS85], o algoritmo utilizado para
determinagao do maior circulo vazio de sitios possui complexidade O(n?).

Se substituirmos o algoritmo para construcao do diagrama de Voronoi por um algo-
ritmo com complexidade O(nlogn), a complexidade para se determinar o maior circulo
vazio de sitios passa a ser O(nlogn).
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Algorithm 13 Maior circulo vazio de pontos com centro préprio

1: Construir diagrama de Voronoi V' (algoritmo 11)

2: m « circulo(v, 0) {m armazenard o maior circulo vazio de pontos. circulo(v, 0) indica
um circulo com centro em um vértice de Voronoi v e raio nulo.}

3: for all sitio s € V do

4:  seja c o circulo com centro num vértice de Voronoi v e que passa pelos sitios que

geram .
5. if raio de ¢ > raio de m then
6: m < cC

7. if casco convexo estiver definido then
8:  for all aresta e; do casco do

9: seja c¢ o circulo de diametro determinado pelos extremos de e;
10: if raio de ¢ > raio de m then
11: m<«—c

12: Retornar m

5.6 Grafo de Todos os Vizinhos mais Proximos

Dado um conjunto de n sitios S em R?, o problema da construcao do Grafo de Todos os
Vizinhos mais Préximos consiste em determinar o vizinho p; de cada sitio p; € S, tal que
a distancia em T? de p; a p; seja minima dentre as distancias de p; a todos os demais
sitios de S [PS85].

Considere o diagrama de Voronoi de S e seja V(p;) a regido de Voronoi associada a p;
e V(p;) a regido de Voronoi associada ao vizinho mais préximo de p;. Como demonstrado
em [PS85], V(p;) e V(p;) sdo vizinhas e, conseqiientemente, para determinar p; é preciso
apenas verificar entre as regioes vizinhas de V' (p;), qual sitio de S associado as mesmas é
o mais préximo a p; (figuras 5.29 e 5.30).

As definicoes deste problema em R?, assim como em T2, sao similares, de forma que
um mesmo algoritmo pode ser aplicado em ambos espagos.

Um algoritmo para resolver o problema da construcao do Grafo de Todos os Vizinhos
mais Préximos em R2, o qual foi estendido para T?, consiste na construcao do diagrama
de Voronoi e, em seguida, para cada p; determinar, entre seus vizinhos, o mais préximo
(algoritmo 14).

Quando pelo menos um dos sitios de Voronoi é impréprio, utilizamos a medida do
angulo a partir da origem de R?® para determinar qual é o vizinho mais préximo, mais
detalhes na secao 4.3.1.

Como o nimero de regides de Voronoi é linear no nimero de sitios [PS85], apds o dia-
grama de Voronoi ser construido, todos os vizinhos mais préximos podem ser encontrados
em tempo linear no nimero de sitios. Como a complexidade do algoritmo para construir
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Figura 5.29: Os sitios associados as
regioes vizinhas de p; estao representa- Figura 5.30: O grafo de vizinhos mais
dos por pontos cheios proximos

Algorithm 14 Construir o grafo de todos os vizinhos mais proximos GG

1: Construir diagrama de Voronoi V' (algoritmo 11)

2: for all sitio p; € V do

3 d «— oo

4:  for all sitio p; vizinho de p; € V do

5: if dr2(p;,pi) < d then

6 v; = p; {v; denota o vizinho mais préximo de p;}
T: d — dr2(pj, pi)

8:  Inserir em G a aresta p;v;

9: Retornar G
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Figura 5.31: Grafo de todos vizinhos mais préximos

o diagrama de Voronoi em T? é O(n?) [PS85], a complexidade do algoritmo que imple-
mentamos em CGAL usado para construir o Grafo de Todos os Vizinhos mais Préoximos
¢ também O(n?), onde n é o ntimero de sitios de S.

Se substituirmos o algoritmo para construcao do diagrama de Voronoi por um algo-
ritmo com complexidade O(nlogn), a complexidade para se construir o Grafo de Todos
os Vizinhos mais Préximos passa a ser O(nlogn).

5.7 Localizacao de Pontos em Subdivisao Planar

Uma subdivisdo (ou mapa) planar é uma parti¢ao do plano em regides bidimensionais co-
nexas disjuntas, denominadas faces. A fronteira de cada face é formada por uma seqiiéncia
de pontos (vértices) e arcos de curvas (arestas) que se alternam em torno da face. Além
disso, a unido das fronteiras de todas as faces deve ser conexa !. Na verdade, a mesma
definicao se aplica para uma subdivisao de T2.

Uma triangulagao, assim como um diagrama de Voronoi ou um diagrama de vizinho
mais distante sao exemplos de subdivisoes planares que satisfazem propriedades especiais.

Luma definigao mais formal aparece na definicao 5.2 de [dRS94]



5.8. Interseccao de Segmentos 62

Figura 5.32: Subdivisdo Planar particionando os dois hemisférios canénicos de T?

Neste trabalho, estendemos para T? um algoritmo para localizar pontos em mapas
poligonais, que sao mapas onde as arestas sdo segmentos de reta [dRS94].

Um algoritmo para localizacao de um ponto p numa subdivisao em T? consiste em
escolher um ponto ¢ da subdivisao e caminhar ao longo do segmento gp, saindo de ¢ na
direcao de p. As possiveis localidades de p s@o no interior de uma face, sobre uma aresta
ou sobre um vértice (algoritmo 15).

Sejam v, e e f os numeros de vértices, arestas e faces de uma subdivisao, respecti-

vamente. Em R? ou T?, estes trés parametros estao relacionados pela férmula de Euler
[Man89]:

v—e+ f=2

Como observado na férmula de Euler, o nimero de faces f da subdivisao é linear em
e e em v. No pior caso, o numero de faces que o segmento gp atravessa é linear em f,
e como a complexidade total para determinar se um ponto esta no interior de cada face,
sobre uma aresta ou sobre um vértice de cada face é linear no pior caso; a complexidade
do algoritmo de CGAL que estendemos para T? é linear em f, em e e em v.

5.8 Interseccao de Segmentos

Dado um conjunto S de n segmentos no plano, deseja-se determinar os pontos de inter-
seccao entre os mesmos. Nesta se¢ao, apresentaremos algoritmos para resolver o problema
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Algorithm 15 Localizar ponto em subdivisao planar .S

1: Tomar uma face f de S
2: Tomar um vértice q de f
3: s<—qp

4: for all aresta e; de f do

10:
11:
12:
13:
14:

15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:

28:
29:
30:

if sNe; é um segmento r then
if p € r then
if p # origem de r e p # destino de r then
Retornar p esta no interior da aresta e; de f
else
Retornar p é um extremo de e; de f
else
q < extremo de r mais proximo a p
for all face f; incidente a ¢ do
if gp intercepta uma aresta de f; ou entra no interior de f; na direcao de p
then
[T
else if sMNe; é um ponto a no interior da aresta e; then
if a = p then
Retornar p esté sobre a aresta e;
else
f « face fi vizinha de f pela aresta e;
else if sNe; é um extremo a de e; then
if a = p then
Retornar p esté sobre um vértice da aresta e;
else
q—a
for all face f; incidente a ¢ do
if gp intercepta uma aresta de f; ou entra no interior de f; na direcao de p
then
[T
else if sNe; =0 then
Retornar p estd no interior da face f
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em R? e em T2, ilustrando os casos especiais que devem ser tratados nos dois espacos.

Um algoritmo trivial para resolver este problema tanto em T? como em R? consiste
em verificar a existéncia e calcular a intersecgao entre cada dois segmentos de S e, desta
forma, sua complexidade ¢ O(n?).

Um algoritmo para R?, mais eficiente, proposto por Bentley-Ottman [BOT9], consiste
de uma varredura planar com uma reta vertical (denominada reta de varredura) que
inicia-se em x = —o0 e estende-se até x = +o00. Os pontos de evento da varredura sao
os extremos dos segmentos de S e os pontos de interseccao entre os mesmos. Logo, o
primeiro passo do algoritmo é ordenar os extremos dos segmentos de S lexicograficamente
na ordem (z,y). Se o evento é o ponto origem de um segmento, tal segmento é inserido na
estrutura que mantém o status da varredura. Por outro lado, se o evento é o ponto destino
de um segmento, entao ele é removido da estrutura de status da varredura. Quando o
evento é um ponto de intersecgao entre os segmentos sy € s1, a ordem dos mesmos na reta
de varredura ¢ invertida. Logo, a estrutura de status da varredura mantém os segmentos
que interceptam a reta de varredura, chamados de segmentos ativos no evento corrente.

Ao se desenvolver este algoritmo, observou-se que a detecgao da intersecao entre dois
segmentos pode ser feita no momento em que eles sejam consecutivos ao longo da reta
de varredura. Esta propriedade possibilitou que esse algoritmo fosse mais eficiente que o
algoritmo trivial apresentado anteriormente.

Dois segmentos se tornam consecutivos na reta de varredura em 3 situagoes:

1. quando um segmento é adicionado a estrutura de status (o evento é o ponto origem
de mesmo - figura 5.33) ou

2. quando um segmento é removido da estrutura de status (o evento é o ponto destino
do segmento - figura 5.34).

3. quando um ponto de intersegao é processado (figura 5.35).

Na situacao 1 (figura 5.33), so e s; deixam de ser consecutivos e passam a ser con-
secutivos a s. Logo, é necessario apenas calcular a interseccao entre s e sy e entre s e
s1. Na situagao 2 (figura 5.34), por sua vez, ocorre o inverso s e sp, assim como s e

[eS

s1, deixam de estar consecutivos e sg e s; se tornam consecutivos. Conseqlientemente,
necessario determinar apenas a interseccao de sg e s;. Na situacao 3, a ordem de sy e s;
na reta de varredura é invertida, logo, o outro segmento consecutivo a sy (diferente de
s1) e o outro segmento consecutivo a s; (diferente de sy) passam a ser consecutivos a s; e
S0, respectivamente (figura 5.35). Se algum ponto de intersegao é encontrado durante as
situagoes 1 ou 2 ou 3, o mesmo ¢ inserido na fila de eventos.

Em T2, desenvolver algoritmos por varredura ¢ mais complicado do que em R?, pois
requer um certo cuidado com a identificagdo do ponto de parada da varredura. Imagine
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—1.S0 S
T — S T
/31 / }/
/ | —
! —

Figura 5.33: Status de [ Figura 5.34: Status de 1 Figura 5.35: Status de [
quando o evento é o ponto quando o evento é o ponto quando o evento é o ponto
origem de s destino de s de intersecao entre sg e sq

uma meia reta [ com um dos seus extremos fixados na origem do aquém, denotada por o, e
o outro fixado em —o (figura 5.36). Iremos varrer T? circularmente com [, mas nao se sabe
quantas voltas ao redor de S? sao necessarias para se resolver este problema. Considere
a instancia do problema ilustrada na figura 5.37. Se iniciarmos a varredura a partir da
posicao inicial indicada na figura 5.37 e se for dada apenas uma volta em T?, a intersecao
dos segmentos sy e s; nao sera detectada.

o o
-0 v' -0
Figura 5.36: Posigao inicial da meia reta Figura 5.37: A interseccao de sy e s; nao
de varredura ¢ detectada

A dificuldade surge quando um segmento s, intercepta [ em sua posicao inicial, pois
a varredura é iniciada no meio de sy e seu ponto origem nem foi processado ainda (fi-
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gura 5.37).

A solucao encontrada para contornar essa situagao foi particionar cada segmento sg,
que intercepta [ em sua posicao inicial, em dois novos segmentos s; e s;, sendo s; = uw,
onde u ¢ o ponto origem de sp e w ¢ o ponto de interse¢ao de sy e [ e s; = W, onde v € o
ponto destino de sg.

Foi necessario introduzir um tratamento especial para evitar que interseccoes entre
segmentos particionados fossem reportadas.

Note que, o algoritmo utilizado (algoritmo 16) trata de forma homogénea as inter-
secgoes proprias e impréprias (segmentos no aquém, além ou infinito).

Em T2, os pontos sao ordenados circularmente em torno da origem, em sentido anti-
horério e a idéia principal do algoritmo em R? é mantida. A figura 5.37 ilustra a varredura
circular no modelo esférico de T2

Existem alguns casos especiais inerentes ao problema - como por exemplo, interseccoes
que envolvem segmentos contidos na reta de varredura - logo, os mesmos surgem tanto
em R? quanto em T2

Ao estender-se esse algoritmo, pode-se perceber a dificuldade de se projetar algorit-
mos por varredura em T2, sendo importante ressaltar esse fato, pois vérios algoritmos
geométricos eficientes utilizam essa técnica.

Este algoritmo utiliza duas estruturas de dados: uma para armazenar os pontos de
eventos e outra para manter o status da varredura. Para que a complexidade do algoritmo
nao se torne O(n?), é preciso que a complexidade de insergao, remocao e busca na estrutura
que mantém o status da varredura nao seja linear. Na implementacao, a estrutura de
status é uma arvore binaria de busca balanceada, onde a complexidade dessas operacoes
¢ O(logn).

Em suma, temos trés tipos de eventos:

1. ponto origem do segmento s: o tratamento desse tipo de evento requer a insercao de
s na estrutura de status (O(logn)), a identificagdo dos segmentos consecutivos a s
(O(1)), verificagao e calculo das intersecgoes (O(1)) e se houver intersecgao, insergao
do ponto na fila de eventos (O(logn)). Logo, a complexidade para tratar esse tipo
de evento é O(logn).

2. ponto destino do segmento s: o mesmo ¢é removido da estrutura de status (O(logn)),
em seguida, identificam-se os novos segmentos consecutivos sg e s1 (O(1)), calcula-se
a intersecgao destes segmentos (O(1)) e, se houver intersecgao, insere-se-a na fila de
eventos (O(logn)). Analogamente, a complexidade para tratar esse tipo de evento
¢ O(logn).

3. Quando o evento a ser processado é o ponto de interseccao entre dois segmentos
Sp e s1, identificam-se os dois novos segmentos consecutivos (O(1)) e calculam-se
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Algorithm 16 Determinar intersegao de segmentos por varredura

1:

Particionar os segmentos de S que interceptam a meia-reta de varredura em sua
posicao inicial

2: Inserir os pontos de S na fila F'

@

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:

23:

Ordenar os pontos em F' circularmente em torno da origem de T2, em sentido anti-
horéario
while F # () do
Retirar o ponto de evento e de F’
if e é ponto de origem de um segmento s then
Inserir s na estrutura de status da varredura R
Sejam sy e s; 0s segmentos consecutivos a s na reta de varredura
if s intercepta sy then
Inserir em F' o ponto de interseccao e reordenar F'
if s intercepta s; then
Inserir em F' o ponto de interseccao e reordenar F
else if e é ponto de destino de um segmento s then
Retirar s de R
Sejam sy e s1 seus vizinhos em R
if sq intercepta s; then
Inserir os pontos de interseccao em F' e reordenar F'
else
{e é ponto de interseccao de sy e s1}
Inverter em R a posicao de sy e s1
Reportar e
Calcular a intersecgao de sg e s; e de s1 e s;,{onde s; e s; 580 0s novos segmentos
consecutivos a sy e $1, respectivamente}
Inserir os pontos de intersec¢ao, caso houver, em F' e reordenar F
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a intersecdo de sy e s; com seus respectivos novos segmentos consecutivos (O(1))
e se houver interse¢oes inserem-se-as na fila de eventos (O(logn)). Portanto, a
complexidade para processar esse tipo de evento é O(logn).

Como o ntimero de eventos do tipo ponto origem e ponto destino é O(n), a comple-
xidade para traté-los é O(n log n). Seja k o nimero de pontos de intersecgao. Como a
complexidade para processar cada ponto de intersecgao é O(logn), a complexidade para
tratar todos os eventos desse tipo é O(klogn). Logo, a complexidade do algoritmo por
varredura para determinar intersegao entre segmentos é O((n+k)logn), sendo que k pode
ser até O(n?).

Foi estendido para T? um algoritmo geral de CGAL para determinar a interseccao
entre n curvas planares e, para prover essa generalidade, o tipo de curvas planares é pas-
sado para o algoritmo como parametro. Assim, o usudrio pode estender a funcionalidade
proporcionada pela biblioteca implementando outros tipos de curva e reutilizando o algo-
ritmo geral desenvolvido. Os tipos de curvas para as quais o algoritmo de Bentley-Ottman
[BOT79] foi estendido para T? foram segmentos e linhas poligonais.

5.9 Busca em Amplitude com Iso-retdngulo - Pro-
blema de Contagem

Dados n pontos no plano, este problema consiste em determinar o nimero de pontos
internos a um iso-retangulo dado [PS85].

Em aplicagoes, buscas geométricas sobre os mesmos dados podem surgir esporadica-
mente ou repetidas vezes. No primeiro caso (poucas consultas), considerando o problema
descrito, pode-se utilizar um algoritmo ingénuo com complexidade linear no nimero de
pontos dados, pois basta examinar se cada ponto esta no interior do iso-retangulo. J& no
segundo, sendo m o nimero de consultas, a complexidade da busca deste algoritmo se tor-
naria O(mn). Neste caso, seria interessante organizar os dados em uma estrutura que fa-
cilitasse a busca e, com essa abordagem, seria necessaria uma etapa de pré-processamento
para organizar os dados na estrutura, aumentando a complexidade de espago e a comple-
xidade de tempo de pré-processamento com o objetivo de reduzir o tempo de consulta.

Parece complexo encontrar uma forma de organizar os pontos de modo que, consultas
com retangulos arbitrarios sejam efetuadas de forma mais eficiente. Por outro lado, é
impossivel resolver o problema para todos os retangulos, pois existe um ntmero infinito
deles. Sendo assim, foi utilizada a técnica locus method, onde o espaco de busca é sub-
dividido (particionado) em regides (loci), dentro das quais a resposta para consultas é
invariante.
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Um algoritmo para R? trabalha com os quatro pontos do iso-retangulo, sendo o pro-
blema subdividido em quatro subproblemas que sao combinados para produzir a resposta
final. Em cada subproblema, seja p um vértice do iso-retangulo de consulta, o objetivo
é determinar o numero de pontos Q(p) do conjunto de pontos S ao sul e a oeste de p
(figura 5.38), também denominados de pontos dominados por p [PS85].

Sejam p1, p2, p3 € py 0s extremos de um iso-retangulo (figura 5.39), o nimero N (p1papsps)
de pontos contidos no retangulo p;papsps € dado por:

N (p1p2pspa) = Q(p1) — Q(p2) — Q(pa) + Q(p3) (5.1)
[ J
Ya yr P2 ° d p1
. o
° [ [ J
. ° )
P [
Y| .
| p
o e e e
¢ o ° : hd ° :
° : ¢ o b I >
z(p)
Figura 5.39: Pontos no interior do
Figura 5.38: Pontos dominados por p retangulo pypapsps

O pré-processamento consiste na subdivisao do espaco de busca em regioes que produ-
zem respostas equivalentes e, assim, tais regioes sao denominadas classes de equivaléncia.

O primeiro passo do pré-processamento é a constru¢ao de uma malha de ordem (n +
1) X (n+1), onde os pontos nas linhas estao ordenados em x e os pontos nas colunas estao
ordenados em y (figura 5.40). Sdo mantidas duas estruturas A e B com os pontos de S:
A com os pontos ordenados em x e B com os pontos ordenados em y e, desta forma, para
determinar os pontos da malha, basta combinar as coordenadas x e y em ordem crescente.
Para cada ponto p € S, traga-se uma vertical e uma horizontal, o que resulta em uma
malha com O(n?) retangulos. Em seguida, determina-se o niimero de pontos dominados -
Q(p) - por cada ponto superior direito p de cada um dos retangulos da malha(figura 5.38).
Para armazenar Q(p) é utilizada uma matriz M de ordem (n + 1) x (n + 1), a qual
é preenchida com zeros inicialmente (figura 5.40). A seguir, para cada um dos O(n?)
retangulos r;; da malha, se seu canto superior direito p;; € S, entdao Mi1)(j+1) = 1
(figura 5.41).
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y A y 4
0 0 0 0 0 0 1 0
® ®
0 0 0 0 0 0 0 1
® ®
0 0 0 0 0 1 0 0
® ®
0 0 0 0 0 0 0 0
» T » T

Figura 5.40: Malha inicializada com ze- Figura 5.41: Identificagao de pontos da
ros malha que fazem parte da entrada

No préximo passo, por meio de programagao dinamica, calcula-se Q(p;;) para cada p;;
(figura 5.42) (da esquerda para direita, de baixo para cima), utilizando-se a férmula:

Qpij) = Qpij) + Qpi-1)) + Q(Pi-1);) — R(Pi-1)G-1))

\/
8

Figura 5.42: Estrutura construida durante o pré-processamento para otimizar a busca

Na consulta, o objetivo é determinar o maior retangulo s, cujos extremos sao pontos da
malha resultante do pré-processamento, contido no interior ou coincidente ao retangulo
de consulta r, de forma que, qualquer ponto em S no interior de r também esteja no
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interior de s, portanto, N(r) = N(s). Para isso, a consulta é realizada através de quatro
buscas binarias:

e Duas na estrutura A para determinar a menor e a maior abcissa de s.

e Outras duas na estrutura B para determinar a menor e a maior ordenada de s.

Conseqiientemente, os quatro extremos de s sao determinados facilmente e N(s) é
calculado pela férmula 5.1.

Como mencionado, um retangulo com extremos nos dois hemisférios canonicos de T?
nao esta definido, ou seja, lados paralelos de um retangulo » podem se estender até o
infinito (£2) numa dada dire¢do, mas nao pode ultrapassa-lo.

Sendo r um iso-retangulo, as possiveis diregdes infinitas sao [0, 0, 1], [0,0, —1], [0, 1, 0]
ou [0, —1,0]. Pode-se afirmar que nenhum ponto p € 2 esté no interior de r, pois quando
r ¢ infinito, p faz, no maximo, parte da fronteira de r. Logo, pontos em {2 podem ser
descartados durante o pré-processamento e, a solucao do problema para T? ¢ R? é a
mesma, sendo necessario fazer o pré-processamento para os pontos nos dois hemisférios
de T? separadamente. Sendo assim, um retangulo utiliza apenas a malha correspondente
ao hemisfério de T? no qual ele estd contido para realizar as consultas.

A seguir, apresentamos o algoritmo de pré-processamento para cada hemisfério canonico
de T? (algoritmo 17) e o algoritmo para consulta (algoritmo 18).

Algorithm 17 Pré-processamento

1: Criar a matriz M de ordem (n+ 1) x (n+ 1)

2: Inicializar todos os elementos de M com zero

3: Ordenar em x os pontos de S e inseri-los na estrutura A

4: Ordenar em y os pontos de S e inseri-los na estrutura B

5: for all ponto p € A do

6: for all ponto g € B do

7: if ponto (p.xz,q.y) € S {p.x e q.y sdo as coordenadas = e y de p e de ¢, respecti-
vamente} then

8: Mgy < 1

9: for i < 1 ton do
10: for j «— 1tondo

11: Q(pij) — Qpi) + Qpij—1)) + Qpii-1);) — Q(Pi-1)(-1))

O algoritmo descrito deve ser analisado separando-se a complexidade de pré-proces-
samento, de consulta e de espago. Durante o pré-processamento, ordenam-se os pontos de
Sem z eemy (O(n log n)) e constréi-se a malha, onde o nimero de pontos dominados
por cada ponto é determinado em tempo constante, logo, como existem O(n?) pontos na
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Algorithm 18 Consulta com o retangulo r

N(T) — M<xma:m ymax) -
Retornar N (r)

Tmin < Busca_Binaria(A, r.Zm,)
Tmae < Busca_Binaria(A, r.zm.:)
Ymin < Busca_Binaria( A, r.ymm)
Ymaz — Busca_Binaria( A, r.4Ymaz)
M(xmin: ymax) -

M(mmaxa ymzn) + M(xmma ymin)

malha, a complexidade de pré-processamento ¢ O(n?). A complexidade da consulta, por
sua vez, diante da organizacao dos dados passa a ser O(log n), devido as buscas binérias.

E finalmente, a complexidade de espago é O(n?), em razao da armazenagem da matriz.

5.10 Comparacao entre os algoritmos em R? e sua

extensao para T?

A tabela 5.10 ilustra, em termos de casos tratados e dificuldades,os pontos positivos e/ou

negativos de se estender um algoritmo de R? para T?.

Algoritmo

RQ

T2

Construgao do

casCco convexo

Ponto negativo — E preciso

verificar a existéncia.

Construcgao de
Triangulagao (Arbitraria

ou de Delaunay)

Ponto negativo —
Tratamento especial para
que todas as faces

sejam triangulares.

Ponto negativo —
Tratamento especial para
faces degeneradas que surgem

devido & topologia deT?

Construgao do

diagrama de Voronoi

Ponto positivo — Sitios préprios
num hemisfério canénico, temos
diagrama de vizinho mais distante

no outro.

Arvore geradora de

distancia minima

Ponto negativo —
Distancias finitas e
infinitas nao sao
representaveis de

forma homogénea.

Pontos positivos —
Representacao homogénea de
distancias finitas e infinitas.
Possibilidade de comparar

relativamente distancias infinitas.

Maior circulo vazio de

pontos com centro préprio

Mesma dificuldade.

Mesma dificuldade.
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Grafo de todos Ponto negativo — Ponto positivo —

os vizinhos Distancias finitas e

Representacao homogénea de
distancias finitas e infinitas.
Possibilidade de comparar

relativamente distancias infinitas.

mais préximos infinitas nao sao
representaveis de

forma homogénea.

Localizacao de ponto || Mesma dificuldade.

Mesma dificuldade.
em subdivisao planar

Intersecao de Ponto positivo — Intersecgoes no

segmentos aquém, no além e infinito sao
calculadas de forma homogénea.
Ponto negativo — Dificuldades na
definicao do ponto de parada

da varredura.

Busca por amplitude || Mesma dificuldade.

Mesma dificuldade.

Tabela 5.1: Algoritmos em R? x em T?
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Capitulo 6

Conclusao

Este trabalho envolveu a extensdo para T? de vérios algoritmos geométricos em R? da
biblioteca CGAL, assim como sua implementacao nos moldes da biblioteca. Inicialmente,
foi feito o trabalho de base, ou seja, a extensao e implementacao de um conjunto de pri-
mitivas, predicados e construcoes geométricas basicas imprescindivel ao desenvolvimento
dos algoritmos, o qual denominamos nticleo estendido de CGAL.

Neste capitulo, sintetizamos e destacamos as principais contribuicoes deste trabalho.
Iremos discutir inicialmente os resultados obtidos com a extensao dos algoritmos e, pos-
teriormente, destacamos as principais contribuicoes provenientes da extensao do ntcleo
de CGAL.

Dentre os problemas estudados, verificou-se que varios deles apresentam solucao mais
homogénea em T? e alguns outros, em razao de caracterfsticas de T?, requerem o trata-
mento de casos especiais.

Devido & antipossidade de T?, para se construir o casco convexo é necessaria uma etapa
de pré-processamento para determinar se o mesmo estd definido. Similarmente, casos
degenerados, provenientes da antipossidade do espaco, podem surgir na triangulacao.
Quando um ponto antipoda a um vértice do casco convexo ¢ inserido na triangulagao,
surgem faces degeneradas com trés pontos colineares e é necessario determinar uma dire¢ao
para o segmento antipoda criado. Nesses casos, foi necessario inserir tratamentos especiais
nos algoritmos de CGAL estendidos para se construir casco convexo e triangulagao.

Necessidade de tratamento de casos especiais também aparece quando o algoritmo en-
volve predicados para comparacao de distancias. Como distancias entre pontos improprios
ou entre um ponto improprio e um ponto préprio nao esta definida, é necessario utilizar
uma medida alternativa consistente para compara-las. Esse foi o caso dos algoritmos
para construir a arvore geradora de distancia minima, o grafo de todos os vizinhos mais
proximos e a triangulagdo de Delaunay implementados em CGAL.

Algoritmos envolvendo retangulos e circunferéncias sofrem restriges quando ambas
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primitivas devem ser tratadas sobre 2. Como vimos, ao problema do maior circulo vazio
de pontos foi imposta a condicao de que seu centro fosse préprio e, no caso de retangulos,
na busca por amplitude com retangulos, pontos impréprios podem ser descartados no
pré-processamento, uma vez que retangulos nao possuem pontos improprios em seu lado
limitado.

Em T2, ao se projetar algoritmos por varredura é preciso identificar um ponto de
parada consistente, onde todo o processamento necessario ja tenha finalizado. Neste
trabalho, foi estendido o algoritmo de Bentley-Ottman [BO79] implementado em CGAL,
para determinar a intersecao entre curvas planares e, como nao ¢ possivel determinar
o nimero de voltas ao redor de S? necessario para se encontrar todas as interseccoes,
foi preciso subdividir todos os segmentos que interceptassem a reta de varredura em
sua posicao inicial. Sendo assim, foi introduzido um tratamento especial para impedir
que interseccoes entre segmentos subdividos fossem reportadas. Logo, algoritmos por
varredura em T2, geralmente, terdao que tratar essa idiossincrasia.

Embora aparecam casos degenerados na construcao da triangulacao em T2, certas
propriedades de T? também facilitam sua construcao, uma vez que a face ilimitada externa
ao casco convexo pode ser decomposta em triangulos facilmente com a criagao de um ponto
infinito v, e arestas de cada vértice do casco até v, (mais detalhes no capitulo 5). Em R?,
essa decomposicao envolve o tratamento de casos especiais, uma vez que v, Nao possui
coordenadas representdveis em R2.

Com a construcao do diagrama de Voronoi em T?, quando os sitios estao todos em
um lado de T?, obtém-se por antipossidade o diagrama de vizinho mais distante [Pin98,
Sto91]. Logo, nao é necessario se projetar um algoritmo para resolver o problema do
diagrama de vizinho mais distante. Resolver um problema e obter, sem esforcos, a solugao
de um problema complementar ¢ uma vantagem notavel de T?2.

Com relagao a extensao das primitivas geométricas de CGAL, as principais contri-
buigoes foram as representagoes obtidas para retangulos isotéticos e circunferéncias (vide
capitulo 4) e, além disso, o estudo de seus comportamentos em T?, sendo importante
destacar que em algumas situagoes os mesmos nao estao bem definidos.

Dentre os predicados de CGAL estendidos, a maior contribuicao foi a estratégia en-
contrada para se comparar relativamente a extensao de segmentos infinitos, com ambos
ou apenas um extremo improprio. Este predicado foi utilizado por alguns algoritmos es-
tendidos, entre eles: a arvore geradora de distancia minima, a triangulagao de Delaunay
e o grafo de todos os vizinhos mais proximos.
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6.1 Trabalhos Futuros

Nesta secao, sugerimos a extensao de alguns algoritmos geométricos, assim como sua
implementacao e incorporacao a CGAL, sendo que a implementacao serd grandemente
facilitada, uma vez que o nucleo estendido (um conjunto de primitivas e predicados em
T?) j4 estd pronto.

e Diagrama de Voronoi de Ordem £k: seria interessante buscar problemas que
apresentassem comportamento semelhante ao do diagrama de Voronoi em T?. Con-
sidere o diagrama de Voronoi de ordem k, o qual divide o plano em regioes, tal que
cada uma estd associada a uma combinagao dos sitios tomados k a k, tal que para
todo ponto interior a regiao, os k sitios mais préximos sao a combinacao associada
a regiao. Uma sugestao de trabalho futuro seria implementar e incorporar a CGAL
o algoritmo para construir o diagrama de Voronoi de ordem k em T? apresentado
em [Wes99], uma vez que, como provado em [Wes99], ao se resolver este, obtém-se
por antipossidade o diagrama de Voronoi de ordem n — k, para 2 < k <n — 2.

e Diagrama de Voronoi com peso: o diagrama de Voronoi com peso é uma gene-
ralizacao do diagrama de Voronoi, onde a cada sitio esta associado um peso. Como
mencionado em [Pin98], o mesmo ¢é sempre conexo em T?, ao contrario do caso
euclidiano e, portanto, pode ser tratado de forma mais homogénea em T?2.

e Busca em Amplitude: neste trabalho, estendemos para T2, o problema de conta-
gem da busca por amplitude retangular. Uma sugestao seria estender e incorporar a
CGAL problemas de enumeracao, onde a busca é realizada em estruturas de dados
mais sofisticadas, como kd-trees ou range-trees, pois a busca se torna muito eficiente

[dBvKOS97].

e Arranjos de retas e Dualidade: o processo de sintese de imagens é composto
por duas fases: a determinacao de porgoes de objetos que esta visivel em cada pizel
e a determinacao da quantidade de luz emitida por eles. Um algoritmo bastante
utilizado para sintese de imagens é o Ray tracing, onde sao criados segmentos com
origem no olho do observador e destino nos pizels. Um pizel, porém, nao é um
ponto, e sim uma pequena area quadrada. Logo, é preciso escolher um ponto no
interior da area do pizel, até o qual sera tracado um segmento. Para que a imagem
construida seja mais realista, em vez de determinarmos um ponto, determinamos
um conjunto de pontos e sao tragados varios segmentos em vez de um. Conforme
algoritmo descrito em [dBvKOS97], esse conjunto de pontos pode ser dualizado para
um arranjo de retas, o qual é utilizado para resolver a primeira fase do processo de
sintese de imagens. Em T?, como existe uma dualidade perfeita entre pontos e retas
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(em R? temos apenas uma dualidade parcial), a dualizagao e a manipulacao do
arranjo de retas podem ser feitos de forma mais homogénea. Portanto, a extensao
desse algoritmo para T? é bastante propicia.

6.2 Disponibilidade do Pacote Desenvolvido

O pacote desenvolvido engloba o niicleo estendido e os algoritmos descritos no capitulo 5.
Este pacote é compativel com as plataformas suportadas pela biblioteca CGAL (as quais
estao especificadas no enderegco http://www.cgal.org) e para utilizd-lo, é necessario
instalar a vers@o atual da biblioteca (versao 3.0.1). O mesmo estd disponivel, sob os
termos da licenca GPL, no endereco http://www.ic.unicamp.br/~rezende/T2 _CGAL.
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