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Resumo

Nesta disserta�c�ao estudamos dois tipos de problemas de empacotamento tridimensional

Um dos problemas constitui a vers�ao tradicionalmente chamada de empacotamento tridi�
mensional ortogonal
 O outro problema refere�se �a vers�ao que denominamos de empacota�
mento tridimensional ortogonal e orientado na dimens�ao z� A diferen�ca entre esta vers�ao
e a anterior reside no fato de que nesta �e permitido fazer um certo tipo de rota�c�ao das
caixas


Al�em dos dois problemas gerais� estudamos tamb�em v�arios casos particulares desses pro�
blemas� obtidos de acordo com as restri�c�oes sobre as formas e os tamanhos das caixas a
serem empacotadas


Apresentamos v�arios algoritmos de aproxima�c�ao para estes problemas e analisamos o
desempenho assint�otico desses algoritmos
 Incluimos aqui resultados encontrados na lite�
ratura e outros que obtivemos� melhorando alguns resultados referentes �a qualidade dos
limites de desempenho assint�otico dos algoritmos


Abstract

In this dissertation we study two versions of three�dimensional packing problems
 One
of the versions is the so�called orthogonal three�dimensional packing problem
 The other
version is referred here as the orthogonal z�oriented three�dimensional packing problem

The di�erence between these versions is that the last one allows the boxes to be rotated�
while in the 	rst case this is not allowed


Besides these two general problems� we also study some special cases of these problems�
which arise when restrictions are imposed on the shape and the size of the boxes to be
packed


We present many approximation algorithms for these problems and analyse them with res�
pect to their asymptotic performance
 Results known in the literature as well as new ones
are presented
 We describe a number of new algorithms whose asymptotic performance
ratio compares favourably to those known in the literature
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Introdu�c�ao

Problemas de empacotamento� nas suas diversas vers�oes� t�em sido amplamente estudados�
principalmente devido �a sua aplicabilidade no tratamento de problemas que ocorrem tanto
na computa�c�ao quanto na ind�ustria de manufatura


A denomina�c�ao gen�erica de �problema de empacotamento� se aplica aos problemas
que� na sua forma geral� requerem que certos objetos sejam �empacotados� �ou �corta�
dos�� em outros de �mesmo tipo e de tamanho maior�
 Dependendo do tipo de objeto
�barra� placas� caixas�� temos os chamados problemas de empacotamento unidimensional�
bidimensional e tridimensional


Mesmo para cada uma dessas vers�oes� existem diversas variantes� de acordo com o que
se procura otimizar
 As vers�oes do caso unidimensional� apesar de aparentemente mais
simples� s�ao computacionalmente dif��ceis e t�em sido investigadas desde o in��cio da d�ecada
de ��
 V�arios algoritmos de aproxima�c�ao t�em sido desenvolvidos para este caso e tamb�em
para o caso bidimensional
 J�a o estudo de problemas de empacotamento tridimensional �e
mais recente


Diferentes tipos de an�alises t�em sido feitas quanto ao desempenho dos algoritmos de
empacotamento
 A maioria destas an�alises se baseia na compara�c�ao do valor obtido pelo
algoritmo com o valor do empacotamento �otimo
 As principais linhas de an�alise seguidas
s�ao� combinatoriais �ou an�alises de pior caso�� probabil��sticas e experimentais


As an�alises combinatoriais se baseiam na garantia de um desvio m�aximo �em rela�c�ao
�a solu�c�ao �otima� da solu�c�ao aproximada obtida por uma determinada heur��stica quando
aplicada para uma dada classe de inst�ancias


Nas an�alises probabil��sticas� assume�se uma fun�c�ao de densidade para as inst�ancias do
problema e estabelece�se propriedades probabil��sticas da heur��stica
 Estuda�se o desem�
penho esperado da heur��stica ou um limite para a probabilidade de a heur��stica encontrar
uma solu�c�ao dentro de uma percentagem de optimalidade pr�e�determinada


Por 	m� as an�alises experimentais comparam experimentalmente o desempenho de
v�arios algoritmos quando aplicados a determinadas inst�ancias do problema


Nesta disserta�c�ao estudamos duas vers�oes de problemas de empacotamento tridimensi�

�



onal
 A vers�ao tradicional foi chamada aqui simplesmente de Problema do Empacotamento
Tridimensional �PET	
 Trata�se mais especi	camente do caso ortogonal e orientado nas
tr�es dimens�oes
 A outra vers�ao foi chamada aqui de Problema do Empacotamento Tridi�
mensional e Orientado na Dimens�ao z �PETR�
 A diferen�ca entre esta vers�ao e a anterior
reside no fato de que nesta �e permitido fazer um certo tipo de rota�c�ao das caixas


Apresentamos v�arios algoritmos de aproxima�c�ao para estes dois problemas e fazemos
an�alises combinatoriais de desempenho


No primeiro cap��tulo de	nimos o Problema do Empacotamento Tridimensionsal e
estabelecemos a nota�c�ao e as v�arias medidas de desempenho que s�ao usadas na an�alise
dos algoritmos
 Apresentamos tamb�em algumas de	ni�c�oes b�asicas


No segundo cap��tulo estudamos problemas de empacotamento unidimensional e bi�
dimensional
 Aqui mostramos como as principais vers�oes para estes dois problemas podem
ser vistas como casos especiais do Problema do Empacotamento Tridimensional


O objetivo deste cap��tulo n�ao �e descrever todos os algoritmos existentes para estes pro�
blemas
 Apresentamos aqueles que s�ao utilizados� no cap��tulo seguinte� como subrotina
de algoritmos para o Problema do Empacotamento Tridimensional
 Devido �a complexi�
dade e extens�ao das demonstra�c�oes� apenas enunciamos a maioria dos resultados que s�ao
usados na an�alise dos algoritmos
 Em alguns casos apresentamos a prova dos resultados
mencionados


No terceiro cap��tulo estudamos o Problema do Empacotamento Tridimensional
 Os
principais resultados para este problema s�ao bem recentes e foram obtidos por Li e Cheng
���� ��� ���
 Estes autores consideraram tamb�em casos especiais deste problema quando
h�a restri�c�oes sobre o fundo das caixas a serem empacotadas
 Apresentamos alguns algo�
ritmos novos que desenvolvemos para o problema e para estes casos especiais
 Analisamos
o desempenho dos algoritmos propostos e mostramos que alguns deles t�em limites de
desempenho assint�otico melhores que os dos algoritmos de Li e Cheng


No quarto cap��tulo investigamos o Problema do Empacotamento Tridimensional Or�
togonal Orientado na Dimens�ao z
 Este problema �e t�ao complicado quanto o problema
que n�ao permite rotacionar as caixas
 Apresentamos alguns algoritmos para esta variante
que foram desenvolvidos fazendo�se modi	ca�c�oes nos algoritmos vistos no Cap��tulo �


Finalmente� apresentamos quatro ap�endices


No Ap�endice A estudamos a complexidade computacional do Problema do Empa�
cotamento Tridimensional e de alguns de seus casos particulares
 Mostramos que tanto o
caso geral como v�arios casos particulares s�ao NP�dif��ceis
 Esses resultados foram encon�
trados na literatura


No Ap�endice B apresentamos um resumo sobre um problema muito parecido com
o Problema do Empacotamento Tridimensional� o Problema do Empacotamento Tridi�



mensional em Caixas
 Aqui apenas citamos os resultados principais e indicamos algumas
refer�encias


No Ap�endice C listamos algumas aplica�c�oes dos problemas de empacotamento
 Al�em
das aplica�c�oes no caso tridimensional� com ou sem rota�c�ao sobre o fundo� listamos tamb�em
aplica�c�oes nos casos uni� e bidimensional


Por 	m� no Ap�endice D apresentamos uma tabela contendo os algoritmos de em�
pacotamento tridimensional estudados nesta disserta�c�ao� e os seus respectivos limites de
desempenho assint�otico
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Cap��tulo �

Nota�c�oes e Preliminares

Neste cap��tulo apresentaremos os conceitos b�asicos que ser�ao usados ao longo desta dis�
serta�c�ao


Na primeira se�c�ao de	niremos o problema a ser estudado e estabeleceremos a nota�c�ao

Na segunda se�c�ao apresentaremos algumas medidas de desempenho de algoritmos de apro�
xima�c�ao� que ser�ao utilizadas no presente trabalho


��� Conceitos b�asicos

Nosso estudo trata do problema de dispor caixas retangulares de diferentes tamanhos
dentro de uma caixa tamb�em retangular de tamanho 	xo� de tal forma que n�ao haja
sobreposi�c�ao das primeiras e a altura total desta disposi�c�ao seja m��nima


A de	ni�c�ao informal acima� al�em de ser vaga� n�ao serve para um tratamento mais
rigoroso do problema
 Passaremos ent�ao a de	nir formalmente os objetos de nosso estudo


Fixaremos um sistema de coordenadas tridimensional �x� y� z� com origem ��� �� ��

Uma caixa ser�a representada por uma tripla c � �w� l� h� onde w� l e h s�ao a largura� o
comprimento e a altura da caixa c� respectivamente
 Uma nota�c�ao comumente usada
para indicar a largura� o comprimento e a altura de uma caixa c ser�a x�c��y�c� e z�c��
respectivamente
 Convencionaremos que se ci �e uma caixa� mesmo que n�ao haja men�c�ao
explicita� ci � �xi� yi� zi�


Nos problemas de nosso interesse suporemos que a caixa grande� na qual ser�ao em�
pacotadas todas as outras caixas� sempre tem altura su	ciente para englobar qualquer
quantidade de caixas
 Uma tal caixa ser�a denotada por B � �a� b���� onde a� b � IR�

�

Neste caso� B �e uma caixa de largura a� comprimento b e altura ilimitada �veja a 	gura

�
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zi

y

x

z

��� �� �� �a� �� ��

�a� b� ��

xi

�

ci � �xi� yi� zi�

��� b� ��

��ci� � ��x�ci�� �
y�ci�� �

z�ci��

Figura �
�� Empacotamento de uma caixa ci � �xi� yi� zi� em uma caixa B � �a� b���


�
��
 Convencionaremos que B corresponde �a regi�ao

��� a�� ��� b�� ������

Considere uma caixa B � �a� b��� e uma lista de caixas L � �c�� c�� � � � � cn�
 Lembra�
mos que ci � �xi� yi� zi�� i � �� � � � � n� como mencionado
 Um empacotamento � de L
em B �e um mapeamento � � L� B tal que

�x�ci� � xi � a e �y�ci� � yi � b �

onde ��ci� � ��x�ci�� �
y�ci�� �

z�ci��� i � �� � � � � n


Al�em do mais� se R�ci� �e de	nido como

R�ci� � ��x�ci�� �
x�ci� � xi�� ��y�ci�� �

y�ci� � yi�� ��z�ci�� �
z�ci� � zi��

ent�ao

R�ci� �R�cj� � �� 	i� j� � � i 
� j � n �

i
e
� duas caixas em L n�ao podem se sobrepor em um empacotamento �


�



Note que o empacotamento de	nido �e ortogonal e orientado nas tr�es dimens�oes
 Ou
seja� cada caixa em L deve ser guardada em B ortogonalmente em rela�c�ao �as tr�es dimens�oes
e de modo que os eixos que de	nem a largura� o comprimento e altura de c 	quem paralelos
aos eixos x� y e z� respectivamente
 Mais informalmente� isto signi	ca que as caixas de L
n�ao podem ser rotacionadas� nem �tombadas de lado�� nem viradas �de cabe�ca para baixo�


De	ne�se a altura de um empacotamento �� denotada por H���� como sendo

H��� � max��i�n��z�ci� � zi��

O Problema do Empacotamento Tridimensional� PET� pode ser formalmente
de	nido como segue�

Dados uma caixa B � �a� b��� e uma lista de caixas L � �c�� c�� � � � � cn�� encontrar um
empacotamento � de L em B cuja altura seja a menor poss��vel


A nota�c�ao PET�a�b� ser�a usada para nos referirmos ao PET cuja caixa de entrada
B �e do tipo �a� b���
 Assim� cada inst�ancia do PET �a� b� consiste simplesmente de uma
lista L de caixas


Muitas vezes a ordem em que as caixas de L aparecem n�ao �e importante
 Isto justi	ca
denotar L como um conjunto� ao inv�es de uma n�upla ordenada
 Assim� ambas as nota�c�oes
ser�ao usadas� 	cando claro pelo contexto se a ordem de	nida �e relevante ou n�ao


Dizemos que uma lista L �e a concatena�c�ao de duas listas L� � �c�� c�� � � � � cn� e
L� � �c��� c

�
�� � � � � c

�
m�� se L � �c�� c�� � � � � cm� c

�
�� c

�
�� � � � � c

�
m�
 Neste caso usamos a nota�c�ao

L � L�kL�


As opera�c�oes de uni�ao� intersec�c�ao e diferen�ca de listas ser�ao usadas no sentido usual�
mesmo quando as listas s�ao denotadas como n�uplas ordenadas
 Nesses casos� na lista
resultante a ordem das caixas �e irrelevante


Se f �e uma fun�c�ao que assume valores reais� f � D � IR� e S �e um subconjunto �ou
uma sublista� de D� f�S� denota a soma

P
e�S f�e�


Alguns algoritmos de empacotamento particionam a lista de caixas L em duas ou
mais sublistas L�� L�� � � � � Lv� e geram seus empacotamentos ��� ��� � � � � �v separadamente

Depois� juntam esses empacotamentos para gerar um empacotamento da lista original L

Suponha que

�i � Li � B�

onde �i�c� � ��xi �c�� �
y
i �c�� �

z
i �c��� c � Li� � � i � v
 De	ne�se a concatena�c�ao �ou

combina�c�ao� desses empacotamentos ��� ��� � � � � �v� denotado por ��k��k � � � k�v� como
sendo um empacotamento � � L� B tal que

��c� � ��xi �c�� �yi �c��
i��X
j��

H��j� � �zi �c��� para c � Li� � � i � v �

�



Neste caso� claramente H��� � H���k��k � � � k�v� � H���� � H���� � � � �� H��v�


V�arios algoritmos de empacotamento discutidos neste trabalho adotam a estrat�egia
n��vel
por
n��vel faixa
por
faixa
 Um empacotamento constru��do com esta estrat�egia
consiste de um conjunto de n��veis cada n��vel consiste de um conjunto de faixas e cada
faixa consiste de um conjunto de caixas


Um n��vel em um empacotamento � �e uma regi�ao

N � ��� a�� ��� b�� �Z�� Z��

na qual h�a um conjunto S de caixas tal que

	c � S � �z�c� � Z� e Z� � Z� � max
c�S

�z�c�� �

Uma faixa em um n��vel N � como acima de	nido� �e uma regi�ao

F � ��� a�� �Y�� Y��� �Z�� Z��

na qual h�a um conjunto S de caixas tal que

	c � S � �y�c� � Y� e �z�c� � Z�  Y� � Y� � max
c�S

�y�c�� e Z� � Z� � max
c�S

�z�c�� �

De	ne�se fundo de uma caixa c� fundo�c�� como sendo a regi�ao

fundo�c� � ��� x�c��� ��� y�c���

Se x�c� � y�c� ent�ao dizemos que a caixa c tem fundo quadrado


Dada uma caixa c� denotaremos por S�c� a �area de fundo da caixa c� e denotaremos
por V�c� o volume de c
 Mais formalmente�

S�c� � x�c� � y�c��

V �c� � x�c� � y�c� � z�c��

Neste trabalho apresentaremos algoritmos de empacotamento especialmente desenvol�
vidos para inst�ancias especiais� caixas de fundo quadrado� caixas pequenas� etc
 Para
facilitar a especi	ca�c�ao de tais inst�ancias� adotaremos a seguinte nota�c�ao


� R�a�b� denota o conjunto de todas as inst�ancias poss��veis do PET �a� b�
 Consiste
de listas cujas caixas c s�ao tais que � � x�c� � a e � � y�c� � b


� Q�a�b� denota o conjunto das inst�ancias de R�a� b� onde as caixas a serem empaco�
tadas t�em fundo quadrado






� Rm�a�b� denota as inst�ancias de R�a� b� onde cada caixa c �e tal que x�c� � a
m

e
y�c� � b

m
� m � �


� Qm�a�b� denota o conjunto Rm�a� b� �Q�a� b�


Outras nota�c�oes que ser�ao convenientes para especi	car tipos especiais de caixas s�ao
as seguintes


X �a�b� �
n
ci � �xi� yi� zi� � a

b
� xi

yi

o
�

Y�a�b� �
n
ci � �xi� yi� zi� � a

b
� xi

yi

o
�

C �p���p�  q���q���a�b� � fci � �xi� yi� zi� � p��a � xi � p�a � q��b � yi � q�bg �

onde � � p�� � p� � �� � � q�� � q� � �� a � � e b � �


��� Medidas de desempenho dos algoritmos

Uma abordagem utilizada para tratar problemas de otimiza�c�ao que s�ao NP�dif��ceis ����
�e desenvolver algoritmos com complexidade polinomial que geram solu�c�oes pr�oximas das
solu�c�oes �otimas
 Para analisar o desempenho de tais algoritmos� principalmente no caso
de problemas de empacotamento� s�ao usadas as medidas que de	niremos a seguir


Suponha que A seja um algoritmo aproximado para resolver o Problema do Empaco�
tamento Tridimensional
 Denote por A�L� a altura do empacotamento produzido por A
para uma inst�ancia L� e OPT �L� a altura de um empacotamento �otimo de L


Se existe uma constante � tal que

A�L� � � �OPT �L� para todo L �

ent�ao � �e chamado um limite de desempenho absoluto para o algoritmo A


A medida mais comumente utilizada para medir o desempenho de algoritmos A para
problemas de empacotamento �e o chamado limite de desempenho assint�otico
 Para
de	nir tal limite� sup�oe�se que as inst�ancias L consistem de caixas com altura no m�aximo
Z e que

lim
OPT �L���

Z

OPT �L�
� ��

Neste caso� tal limite �e de	nido como

r�A� � lim
OPT �L���

sup
L

A�L�

OPT �L�
�

�



Dizemos que � �e um limite de desempenho assint�otico de um algoritmo A se
existe uma constante � tal que para todo L� na qual toda caixa tenha altura no m�aximo
Z� vale

A�L� � � �OPT �L� � � � Z �

Mais ainda� se para todo � pequeno e todo N grande� ambos positivos� existe uma inst�ancia
L tal que

A�L� � ��� �� �OPT �L� e OPT �L� � N�

ent�ao dizemos que � �e um limite justo e neste caso temos que r�A� � �


Se para todo M � �� h�a uma inst�ancia L tal que

A�L� � M �OPT �L� �

ent�ao dizemos que A tem um desempenho de pior caso ilimitado
 Neste caso� clara�
mente A n�ao �e um bom algoritmo


As medidas de desempenho que apresentamos� embora de	nidas aqui relativamente
a algoritmos para o PET � podem ser usadas para outros problemas
 Utilizaremos esses
conceitos para outros problemas sempre que necess�ario� deixando a cargo do leitor a
interpreta�c�ao adequada


�



Cap��tulo �

Algoritmos de empacotamento

unidimensional e bidimensional

Neste cap��tulo descreveremos v�arios algoritmos de empacotamento unidimensional e bidi�
mensional� principalmente aqueles que ser�ao utilizados nos algoritmos de empacotamento
tridimensional


Na primeira se�c�ao s�o trataremos de algoritmos de empacotamento unidimensional

Descreveremos quatro algoritmos de empacotamento unidimensional on�line e um o
�
line�


Na segunda se�c�ao� descreveremos os algoritmos de empacotamento bidimensional
 Di�
vidimos a classe desses algoritmos em dois tipos� os de empacotamento bidimensional em
faixa e os de empacotamento bidimensional em placas


A maioria dos resultados desta se�c�ao n�ao ser�ao provados
 Alguns dos resultados sobre
empacotamento bidimensional em placas relativos a garantias de �area ser�ao provados� pois
estes t�em demonstra�c�oes simples� e deixar�ao o leitor mais familiarizado com os m�etodos
de demonstra�c�ao a serem utilizados no caso tridimensional


Uma resenha dos principais resultados sobre os problemas de empacotamento unidi�
mensional e bidimensional podem ser encontrados em ���


��� Algoritmos de empacotamento unidimensional

O Problema do Empacotamento Unidimensional� PEU� pode ser formalmente de�
	nido como�

�
On�line e o��line s�ao de�nidos mais adiante�

�



Dados uma constante C e uma lista de itens L � �p�� p�� � � � � pn�� onde cada item pi
est�a associado a um valor s�pi� satisfazendo � � s�pi� � C� encontrar o menor inteiro
m tal que L pode ser particionado em m listas L�� L�� � � � � Lm� onde cada Li satisfaz
s�Li� � C� i � �� � � � � m


Um empacotamento U de uma lista de itens L � �p�� p�� � � � � pn�� satisfazendo as
condi�c�oes acima� �e um mapeamento �U b�U s� � �L� L� � �Z�� ��� C��� onde fL�� L�� � � � � Lmg
�e uma parti�c�ao de L e U b�p� � k se p � Lk� e U s�pkj � �

Pj��
i�� s�p

k
i �� sendo Lk �

�pk�� p
k
�� � � � � p

k
nk

�� k � �� � � � � m


Em geral� cada lista Lk �e vista como sendo o conte�udo de uma barra de capacidade
C� e o objetivo �e minimizar o n�umero de barras necess�arias para empacotar L


Usaremos a nota�c�ao PEU�C� para referirmos ao problema PEU com constante de
entrada C
 Denotaremos por A�L� o n�umero de barras� de comprimento C� usadas pelo
algoritmo A para empacotar uma lista de itens L� e OPTb�L� o n�umero de barras usadas
por um empacotamento �otimo de L


Os algoritmos de empacotamento que empacotam os elementos de uma lista na ordem
dada� sem precisar de informa�c�ao dos elementos que ainda n�ao foram empacotados� s�ao
chamados de algoritmos on
line
 Os algoritmos de empacotamento que n�ao s�ao on�line�
s�ao chamados de algoritmos o�
line


O Problema do Empacotamento Unidimensional tem sido amplamente estudado desde
o in��cio da d�ecada de ��
 Trata�se de um problema NP�completo ���� ���� para o qual
s�ao conhecidos v�arios algoritmos e seus respectivos limites de desempenho assint�otico
���� �� ��� ��� ��� ��


As provas dos resultados relativos aos limites de desempenho dos algoritmos desta
se�c�ao s�ao extensas e complicadas
 N�ao apresentaremos aqui estas provas� pois o leitor po�
der�a consultar diretamente nas fontes mencionadas
 Citaremos aqui apenas os principais
resultados


Veremos aqui os cinco seguintes algoritmos para o PEU �

� NF �Next Fit��

� FF �First Fit��

� BF �Best Fit��

� HM �HarmonicM� e

� FFD �First Fit Decreasing�


�



Os algoritmos NF� FF�BF e HM s�ao algoritmos on�line� enquanto o Algoritmo FFD
�e o
�line


Veremos primeiro a descri�c�ao dos algoritmos on�line e em seguida descri�c�ao do Algo�
ritmo FFD


����� Algoritmos on�line

Descreveremos primeiramente o Algoritmo NF 
 Antes de apresentar uma descri�c�ao for�
mal deste algoritmo� faremos uma descri�c�ao informal
 No caso dos demais algoritmos s�o
faremos uma descri�c�ao informal


Algoritmo NF

Dada uma lista de itens L � �p�� � � � � pn�� o Algoritmo NF gera uma parti�c�ao de L�
gerando primeiro uma lista L�� depois uma lista L�� e assim por diante
 Cada lista Li

cont�em os itens que podem ser empacotados em Li
 O Algoritmo NF sempre testa cada
item �na ordem que ocorreu em L�� veri	cando se o mesmo pode ser empacotado na lista
corrente Li
 Enquanto isto �e poss��vel� os itens s�ao empacotados em Li
 Quando um
item p n�ao pode ser empacotado em Li� o Algoritmo NF p�ara o empacotamento em Li

e empacota p em uma nova lista Li��� que passa a ser a nova lista corrente
 O algoritmo
p�ara quando todos os itens tiverem sido empacotados� e retorna a parti�c�ao fL�� � � � � Lmg�
onde Lm �e a �ultima lista gerado pelo algoritmo


Formalmente� o algoritmo acima pode ser descrito como segue


Algoritmo NF �L�

Entrada� Lista L � �p�� � � � � pn� e constante C

Sa��da� Parti�c�ao fL�� � � � � Lmg de L onde cada Li �� � i � m� satisfaz

P
p�Li s�p� � C


! PARTICAO� Parti�c�ao da lista L

! i� Contador de sublistas de L a ser inserida na PARTICAO

PARTICAO �

L�  �

i �

para j  � at�e n fa�ca
se s�Li� � s�pj� � C
ent�ao ! Comecar a agrupar os itens em uma nova sublista


PARTICAO PARTICAO � Li 

Li��  pj 

i i � �


�



sen�ao ! Inserir o item na sublista corrente

Li  Likpj 


m se
m para
PARTICAO Li 

retorne PARTICAO 


m algoritmo


Algoritmo FF

Seja fL�� L�� � � � � Lkg a parti�c�ao gerada pelo Algoritmo FF at�e um certo momento

Dada uma lista de itens L � �p�� � � � � pn� a ser empacotada� suponha que o Algoritmo
FF tenha acabado de empacotar um item pj��
 Neste ponto� para empacotar o pr�oximo
item� pj� o algoritmo procura a lista Li com o menor ��ndice i tal que s�Li� � s�pj� � C

Caso encontre� insere pj na lista Li caso contr�ario� insere na parti�c�ao uma nova lista Lk��

contendo o item pj� e repete o processo at�e que termine de empacotar todos os itens


Algoritmo BF

O Algoritmo BF se assemelha ao Algoritmo FF 
 A diferen�ca est�a no modo como a
lista Li� escolhido para receber o novo item pj� �e determinado
 O Algoritmo BF procura
uma lista Li tal que s�Li� � s�pj� � C e s�Li� �e m�aximo entre as listas Li da parti�c�ao

corrente
 �E escolhido a lista de menor ��ndice� caso haja duas listas da parti�c�ao onde as
duas condi�c�oes sejam satisfeitas


Algoritmo HM

Para cada inteiro positivo M � � de	nimos um algoritmo denotado por HM 


O AlgoritmoHM divide o intervalo ��� C� em M subintervalos Ik� k � �� � � �M � ��� C� �
�Mk��Ik� onde

Ik �

�����������������

�
C
�
� C
�

para k � �

�
C
k��

� C
k

i
para k � �� � � � �M � �

h
�� C

M

i
para k � M �

Um item pi �e chamado um Ik�item se s�pi� � Ik� k � �� � � � �M 
 O Algoritmo HM

constr�oi uma parti�c�ao de L que �e a uni�ao de M conjuntos P�� � � � � PM 
 Inicialmente
os conjuntos Pk s�ao vazios� e estes v�ao sendo constru��dos �a medida que os itens s�ao
empacotados
 Os itens s�ao testados na ordem dada por L� sendo que para empacotar

��



um item p� �e determinado um inteiro k tal que p �e um Ik�item� e p �e empacotado em Pk
usando o Algoritmo NF 
 O algoritmo termina quando todos os itens de L tiverem sido
empacotados
 Note que cada Pk �e uma parti�c�ao da lista formada pelos Ik�itens de L


Limites de desempenho assint�otico dos algoritmos unidimensional on
line

Trataremos aqui do PEU���
 Note que isto n�ao afeta em nada a an�alise dos algoritmos
vistos


Seja Su � fNF� FF�BF�HMg
 Para analisar o desempenho dos algoritmos em Su� s�ao
usadas as fun�c�oes peso WA� A � Su� de	nidas a seguir


� WNF � ��� �� � ��� ��� sendo WNF �x� � �x 

� WFF � WBF � ��� �� � ��� ���

sendo WFF �x� � WBF �x� �

�������������������������

�
�
x se � � x � �

�

�
�
x� �

�	
se �

�
� x � �




�
�
x � �

�	
se �



� x � �

�

� se �
�
� x � � 

� WHM
� ��� �� � ��� ��� sendo WHM

�x� �

���������������

� se �
�
� x � �

�
k

se �
k��

� x � �
k

x

��� �

M
�

se � � x � �
M
�

Sejam

� UNF � �� CNF � �� DNF � ��

� UFF � �� �� CFF � �� DFF � ��

� UBF � �� �� CBF � �� DBF � ��

� UHM
�
Pi

j��
�
cj

� M
ci���M��� � se ci � M � ci�� para algum i � �� sendo c�� c�� � � �

de	nidos como c� � � e ci � ci���ci�� � �� para i � �� CHM
� M � � e DHM

� �


Os seguintes lemas ���� ��� ���� est�ao relacionados com as fun�c�oes peso WA e as cons�
tantes UA� CA e DA acima de	nidos


��



Lema ����� Seja A � Su ent�ao
P

p�LWA�s�p�� � UA �OPT b�L� para toda lista de itens
L�

Lema ����� Seja A � Su� Ent�ao para toda lista de itens L� tem�se que
P

p�LWA�s�p�� �
A�L�� CA�

Lema ����� Seja A � Su� Para todo inteiro N � �� existe uma lista de itens L tal que
OPT b�L� � N e A�L� � UA �OPT b�L��DA�

O teorema a seguir re�une os lemas acima� formando um limite de desempenho as�
sint�otico para cada um dos algoritmos unidimensionais citados


Teorema ����	 Seja A um algoritmo em Su � fNF� FF�BF�HMg e sejam UA e CA
como de�nido anteriormente� Para toda lista de itens L� tem�se que A�L� � UA �
OPT b�L� � CA� Mais ainda� em cada caso� o limite indicado �e justo�

Dem� Os Lemas �
�
� e �
�
� nos garantem que para toda lista de itens L� A�L� �
UA �OPT b�L� �CA
 Pelo Lema �
�
�� temos que UNF � UFF e UBF s�ao todos limites justos
para o algoritmo correspondente� e UHM

tamb�em �e um limite justo se M � ci para algum
i � �


�

����� Um algoritmo o��line

O algoritmo o
�line FFD� apesar de ser bem simples� tem um limite de desempenho
bastante bom
 Pode ser descrito como segue


Algoritmo FFD

Entrada� Lista L � �p�� � � � � pn� e constante C

Sa��da� Parti�c�ao fL�� � � � � Lmg de L onde cada Li �� � i � m� satisfaz

P
p�Li s�p� � C


�� Fa�ca uma ordena�c�ao n�ao�crescente da lista L

�� Aplique o Algoritmo FF �a nova lista

�� Retorne a solu�c�ao encontrada


m algoritmo�

Em ����� Johnson ���� mostrou que para toda lista de itens L�

FFD�L� � ��

�
OPTb�L� � 	

��



Em ����� Baker ��� apresentou uma nova prova do limite de desempenho� melhorando
o resultado para

FFD�L� � ��

�
OPTb�L� � � �

Cabe observar que o Algoritmo FFD apesar de ter um bom limite de desempenho
assint�otico� n�ao �e o melhor conhecido
 Johnson e Garey ���� 	zeram uma modi	ca�c�ao no
Algoritmo FFD obtendo um algoritmo com um limite de desempenho assint�otico igual a
��
��


 Karmakar e Karp ���� desenvolveram um algoritmo que garante um empacotamento

que n�ao usa mais que OPTb�L� �O�log�OPTb�L�� barras
 Para fazer empacotamentos
on�line� Ramanam et al ����� desenvolveram um re	namento do Algoritmo HM � que tem
um limite de desempenho assint�otico igual a �� ���


Note tamb�em que o Problema do Empacotamento Unidimensional pode ser visto como
um caso particular do Problema do Empacotamento Tridimensional
 O problema de empa�
cotar uma lista de itens L � �p�� � � � � pn� em barras de comprimento C pode ser visto como
o problema de empacotar uma lista de caixas L� numa caixa B� onde L� � �c�� � � � � cn��
B � ��� C��� e ci � ��� pi� ��� para i � �� � � � � n
 Claramente o empacotamento tri�
dimensional obtido 	ca dividido em n��veis �de altura ��� onde cada n��vel representa o
empacotamento de itens em uma barra
 A altura do empacotamento nos d�a o n�umero de
barras usadas


��� Algoritmos de empacotamento bidimensional

O Problema do Empacotamento Bidimensional PEB consiste em empacotar uma
lista L � �r�� � � � � rn� de ret�angulos em um ret�angulo R


Consideraremos aqui duas variantes deste problema� o Problema do Empacotamento
Bidimensional em faixa� PEBf � e o Problema do Empacotamento Bidimensional em
placas� PEBp
 Nas pr�oximas se�c�oes� de	niremos esses dois problemas


Um empacotamento de ret�angulos ri num ret�angulo R �e dito ortogonal se cada aresta
de ri �e paralela a um dos lados de R
 Um empacotamento ortogonal �e dito orientado
se cada ret�angulo ri �e representado como um par ordenado ri � �w�ri�� h�ri��� e o eixo
correspondente �a largura �respectivamente comprimento� de ri �e paralelo ao eixo corres�
pondente �a largura �respectivamente comprimento� de R
 Ou seja� rota�c�oes de ��	 n�ao
s�ao permitidas
 Chamaremos de largura e altura de um ret�angulo r os valores w�r� e
h�r�� respectivamente


Trataremos aqui apenas do caso ortogonal e orientado� apesar do Problema do Em�
pacotamento Bidimensional tamb�em ser estudado sem estas duas restri�c�oes
 Erd"os e
Graham ��� mostraram que um empacotamento ortogonal de quadrados iguais em um
ret�angulo nem sempre �e melhor do que um empacotamento n�ao ortogonal
 Meir e Moser

��



���� obtiveram algoritmos com garantias de empacotamento� no caso de empacotamentos
de ret�angulos em ret�angulo� quando as listas n�ao ultrapassem certo limite de �area
 Nestes
algoritmos s�ao efetuadas rota�c�oes de ��	 sobre os ret�angulos


����� Algoritmos de empacotamento em faixa

O Problema do Empacotamento Bidimensional em faixa� PEBf � consiste em
empacotar uma lista de ret�angulos L � �r�� � � � � rn� em um ret�angulo R � �a��� de
forma a minimizar a altura do empacotamento


Denotaremos por PEBf �a� o PEBf onde R � �a���
 Da mesma forma como 	zemos
para o PET � se B �e um empacotamento de uma lista L de ret�angulos� denotaremos por
�Bw�r��Bh�r�� as coordenadas no ret�angulo R onde r � L foi empacotado
 Usaremos a
nota�c�ao A�L� e OPTf �L� para indicar a altura do empacotamento gerado pelo algoritmo
A e a altura de um empacotamento �otimo de L� respectivamente


Note que o Problema do Empacotamento Bidimensional em faixa �e um caso particu�
lar do Problema do Empacotamento Tridimensional
 De fato� dada uma inst�ancia L �
�r�� � � � � rn� do PEBf�a�� basta construir uma inst�ancia L� � �c�� � � � � cn� do PET �a� ��
tal que ci � �w�ri�� �� h�ri��
 Claramente� se � representa um empacotamento de L� ent�ao
��x�ci�� �

y�ci�� representa as coordenadas do ret�angulo ri no empacotamento de L em
R � �a���� e H��� representa a altura do empacotamento bidimensional em faixa de L


O principal algoritmo descrito nesta se�c�ao �e o Algoritmo UD� mas a constru�c�ao deste
envolve outros algoritmos� os algoritmos NFDHf e BL
 Os principais resultados relativos
aos algoritmos NFDHf e BL ser�ao enunciados mas n�ao ser�ao usados


Veremos aqui os seguintes algoritmos para este problema�

� NFDHf �Next Fit Decreasing Height��

� FFDHf �First Fit Decreasing Height��

� BL �Bottom
up Left
justied� e

� UD �Up
Down�


Descreveremos cada um deles nas se�c�oes seguintes


Algoritmo NFDHf

O empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDHf �e dividido em n��veis� e todos os
ret�angulos de um n��vel s�ao colocados com um lado na linha de baixo de cada n��vel


�



Primeiramente o Algoritmo NFDHf ordena a lista L � �r�� � � � � rn� de forma que h�r�� �
h�r�� � � � � � h�rn�
 Feito isto� come�ca a empacotar os ret�angulos de L na seq"u�encia
dada pela ordena�c�ao
 Para empacotar um novo ret�angulo r� este algoritmo tenta colocar
o ret�angulo no �ultimo n��vel criado� dispondo�o mais a esquerda
 Caso n�ao consiga� cria
um novo n��vel e coloca r neste novo n��vel
 Neste caso� r �e colocado mais �a esquerda� sendo
que a altura deste n��vel �e de	nida pela altura de r


O seguinte resultado foi provado por Co�man et al ���


Teorema ����� Para qualquer instancia L do PEBf�a�� onde nenhum retangulo tem
altura superior a Z� tem�se que

NFDHf�L� � � �OPT f�L� � Z �

Mais ainda� este limite �e justo�

Algoritmo FFDHf

O Algoritmo FFDHf �e muito parecido com o Algoritmo NFDHf 
 De fato� ele �e um me�
lhoramento do AlgoritmoNFDHf 
 O AlgoritmoNFDHf sempre que cria um novo n��vel�
nunca mais tenta empacotar um ret�angulo nos n��veis anteriores
 J�a o Algoritmo FFDHf �
sempre que vai empacotar um novo ret�angulo r� tenta empacota�lo em algum n��vel an�
teriormente criado� colocando�o no primeiro n��vel em que isso for poss��vel� justi	cando�o
sempre mais �a esquerda
 Caso n�ao seja poss��vel colocar r em nenhum dos n��veis cria�
dos� ent�ao FFDHf cria um novo n��vel como no Algoritmo NFDHf 
 Na Figura �
��
exempli	camos um empacotamento feito pelo algoritmo FFDHf 


Os seguintes resultados foram provados por Co�man et al ���


Teorema ����� Para qualquer instancia L do PEBf � onde nenhum retangulo tem altura
superior a Z� tem�se que

FFDHf�L� � �� � �OPT f�L� � Z �

Ademais� este limite �e justo�

Teorema ����� Para qualquer instancia L do PEBf que consiste de uma lista de qua�
drados� onde nenhum retangulo tem altura superior a Z� tem�se que

FFDHf�L� � �� � �OPT f�L� � Z�

Ademais� este limite �e justo�

��
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r
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Faixa � �b��

Faixa � �b
�

Figura �
�� Exemplo de empacotamento gerado pelo Algoritmo FFDHf 


Teorema ����	 Para qualquer instancia L do PEBf�a�� tal que w�r� � a
m
� 	r � L�

m � �� tem�se que

FFDHf�L� �
�
m � �

m

�
�OPT f�L� � Z�

onde Z � maxfh�r� � r � Lg� Ademais� este limite �e justo�

Algoritmo BL

O Algoritmo BL empacota os ret�angulos de uma lista L na ordem em que ocorrem nesta
lista
 Para empacotar um ret�angulo r� o Algoritmo BL primeiro coloca o ret�angulo o mais
baixo poss��vel e depois disp�oe�o justi	cado mais �a esquerda
 Veja na Figura �
� exemplo
de um empacotamento constru��do pelo Algoritmo BL


Os principais resultados sobre o Algoritmo BL s�ao devidos a Baker� Co�man e Rivest
���
 Veremos os principais deles a seguir


Uma boa estrat�egia para melhorar o desempenho dos algoritmos de empacotamento�
�e ordenar previamente os elementos a serem empacotados �segundo uma dada dimens�ao�

Isto foi feito� por exemplo� no Algoritmo FFD
 No teorema abaixo veremos que este
processo d�a um bom resultado no caso do Algoritmo BL� quando L � �r�� � � � � rn� �e
ordenado tal que w�r�� � w�r�� � � � � � w�rn�


��



r� r�

r


r�r�

Figura �
�� Empacotamento da lista L � �r�� � � � � r�� pelo Algoritmo BL


Teorema ����� Seja L � �r�� � � � � rn� uma lista de retangulos tal que w�r�� � w�r�� �
� � � � w�rn�� Ent�ao

BL�L� � � �OPT f�L��

Mais ainda� este limite �e justo�

Quando L s�o cont�em quadrados� o teorema anterior pode ser melhorado


Teorema ����� Seja L � �r�� � � � � rn� uma lista de quadrados tal que w�r�� � w�r�� �
� � � � w�rn�� Ent�ao

BL�L� � � �OPT f�L��

Mais ainda� este limite �e justo�

Embora este tipo de ordena�c�ao de L tenha levado a razo�aveis limites de desempenho
absoluto� o mesmo n�ao �e verdade para outros tipos de ordena�c�ao


Teorema ����� Para todoM � existe uma lista de retangulos L � �r�� � � � � rn� com w�r�� �
w�r�� � � � � � w�rn�� �h�r�� � h�r�� � � � � � h�rn�	 tal que

BL�L�

OPT f�L�
� M�

��



Algoritmo UD

O Algoritmo UD foi desenvolvido por Baker� Brown e Katse� ��� e tem o melhor limite de
desempenho assint�otico conhecido para o PEBf 
 Este algoritmo fez uso de tr�es algoritmos�
BL� COL �Column� e GNFDH �Generalized NFDH�


Para que o leitor tenha uma vis�ao geral de um empacotamento constru��do pelo Al�
goritmo UD� damos um exemplo na Figura �
� e a seguir� descrevemos informalmente o
empacotamento gerado pelo Algoritmo UD


Seja L uma inst�ancia do PEBf�a�
 O empacotamento de L gerado pelo Algoritmo UD
�e dividido em cinco regi�oes R�� R�� � � � � R�
 Nas regi�oes R�� � � � � R�� cada caixa �e empaco�
tada por um dos tr�es algoritmos acima
 Na Figura �
�� as siglas BL�COL e N indicam
que o ret�angulo foi empacotado pelo Algoritmo BL�COL e GNFDH� respectivamente

Na regi�ao R�� todas as caixas s�ao empacotadas pelo Algoritmo GNFDH
 Em cada uma
das regi�oes R�� � � � � R�� as caixas com sigla BL s�ao empacotadas primeiro� de	nindo a al�
tura da regi�ao depois� partindo do canto superior �a direita da regi�ao� as caixas com sigla
COL s�ao colocadas uma abaixo da outra
 Em seguida s�ao as caixas com sigla N que s�ao
empacotadas pelo Algoritmo GNFDH no espa�co entre os empacotamentos BL e COL

Cada regi�ao Ri� i � �� � � � � �� est�a de	nida pelas alturas hi�� e hi� como indicado na Figura
�
�
 Todos os ret�angulos empacotados pelos algoritmos BL e COL s�ao empacotados em
ordem n�ao�crescente de largura


Os ret�angulos empacotados pelo Algoritmo BL na regi�ao Ri� i � �� � � � � � t�em largura
no intervalo � a

i��
� a
i
�


Seja L � �r�� � � � � rm� uma lista de ret�angulos empacotada pelo algoritmo BL tal que
L est�a em ordem n�ao�crescente de largura� i
e
 w�r�� � w�r�� � � � � � w�rm�


Sejam duas retas s e t paralelas ao fundo da faixa� onde L foi empacotada �veja a
Figura �
�


Seja d�s� a menor dist�ancia entre dois pontos da reta s� tal que� um dos pontos pertence
�a aresta direita da faixa e o outro pertence �a intersec�c�ao de s com alguma aresta de um
ret�angulo no empacotamento ou com a aresta esquerda da faixa


Como as caixas dos empacotamentos feitos pelo Algoritmo BL na regi�ao Ri� i �
�� � � � � � s�ao empacotadas em ordem n�ao�crescente de largura sendo w�r� � � a

i��
� a
i
�� 	r �

Li� segue que se a dist�ancia de t ao fundo da faixa �e maior ou igual �a dist�ancia de s ao
fundo da faixa� ent�ao d�t� � d�s�
 Veja a Figura �



Assim se movermos uma reta s sobre o empacotamento da regi�ao Ri� para i �
�� � � � � � do fundo at�e o topo� a fun�c�ao d�s� nos de	ne um espa�co vago que vai aumen�
tando �a medida que s se aproxima do topo do empacotamento
 Este espa�co �e aproveitado
pelo algoritmo UD� que usa o Algoritmo COL para empacotar ret�angulos nesta �area
 O
Algoritmo COL empacota os ret�angulos um abaixo do outro� come�cando do canto supe�

��
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Figura �
�� Exemplo de empacotamento gerado pelo Algoritmo UD
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Figura �
� Fun�c�ao d sobre um empacotamento constru��do por BL


rior direito da regi�ao
 O nome UD �Up�Down� vem do comportamento Bottom�Up do
Algoritmo BL e do comportamento Top�Down do Algoritmo COL


Por 	m� o espa�co entre os empacotamentos BL e COL em cada regi�ao �e aproveitado
pelo Algoritmo GNFDH para empacotar ret�angulos que t�em larguras no intervalo ��� a

�
�


A regi�ao I sobre a qual o Algoritmo GNFDH empacota os ret�angulos �e irregular

Ela �e delimitada superiormente e inferiormente por duas constantes UPPER e LOWER�
respectivamente� e delimitada �a esquerda e direita por duas fun�c�oes� LEFT e RIGHT �
respectivamente
 As fronteiras de	nidas pelas fun�c�oes LEFT e RIGHT s�ao formadas
por seq"u�encias de retas horizontais e verticais� sendo que LEFT e RIGHT s�ao monoto�
nicamente crescentes


Na Figura �
� mostramos um empacotamento gerado pelo Algoritmo GNFDH


O primeiro ret�angulo r empacotado pelo Algoritmo GNFDH �e colocado mais ao
fundo de I e justi	cado mais �a esquerda
 Com este primeiro ret�angulo� �e de	nido um
n��vel na regi�ao I� entre as alturas LOWER e LOWER � h�r�
 Os pr�oximos ret�angulos
s�ao empacotados neste n��vel como no empacotamento NFDHf � um seguido do outro�
enquanto n�ao houver sobreposi�c�ao de ret�angulo na fronteira direita da regi�ao
 Quando
n�ao se puder mais empacotar os ret�angulos no mesmo n��vel� uma nova regi�ao I � �e de	nida�
formada pela regi�ao I� delimitada superiormente e inferiormente pelas alturas UPPER e
LOWER � h�r�
 Este processo se repete para a regi�ao I � com o restante dos ret�angulos�
at�e que n�ao se tenha mais ret�angulos para empacotar ou quando n�ao puder ser criado um
novo n��vel


Agora podemos descrever o Algoritmo UD mais detalhadamente


��
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Figura �
�� Exemplo de empacotamento gerado pelo Algoritmo GNFDH


Primeiro UD divide a lista L em cinco sublistas� L�� � � � � L� � tal que

Li �
�
r � L � w�r� �

�
a

i � �
�
a

i

	

� para i � �� � � � � 

L� �
�
r � L � w�r� �

�
��
a

�

	

�

e ent�ao ordena as listas Li� �i � �� � � � � � em ordem n�ao�crescente de largura� e a lista L�

em ordem n�ao�crescente de altura


As listas L�� � � � � L� s�ao empacotadas nesta ordem� e os ret�angulos de Li s�ao empaco�
tadas na ordem dada por Li� i � �� � � � � �


Para empacotar um ret�angulo r de uma lista Li� i � �� � � � � � o algoritmo UD tenta
empacotar r nas regi�oes R�� � � � � Ri�� �nesta ordem�� pelo Algoritmo COL
 Caso n�ao
consiga� empacota na regi�ao Ri usando o Algoritmo BL


Para empacotar os ret�angulos de L�� note que a fun�c�ao d anteriormente descrita�
juntamente com a forma do empacotamento gerado pelo Algoritmo COL nos de	ne um
espa�co Ei entre os empacotamentos BL e COL em cada regi�ao Ri� i � �� � � � � 
 O
Algoritmo UD empacota os ret�angulos de L� nos espa�cos E�� � � � � E�� tentando empacotar
os ret�angulos nesta ordem� usando o Algoritmo GNFDH


Caso ainda restem ret�angulos de L� que ainda n�ao foram empacotados� estes s�ao
empacotados pelo Algoritmo GNFDH acima da altura h�� de	nindo a regi�ao R�


Baker� Brown e Katse� ��� provaram o seguinte resultado


��



Teorema ����� Para qualquer lista L de retangulos de altura no m�aximo Z� temos que

UD�L� � �


OPT f�L� �

��

�
Z �

Mais ainda� o limite de desempenho assint�otico �
�
�e justo�

����� Algoritmos de empacotamento bidimensional em placas

O Problema do Empacotamento Bidimensional em Placas� PEBp� consiste em
empacotar uma lista de ret�angulos L � �r�� � � � � rn� em ret�angulos �ou placas� R � �a� b��
de forma a minimizar o n�umero de placas usadas


Denotaremos por PEBp�a�b� o Problema do Empacotamento Bidimensional em pla�
cas quando as placas R s�ao da forma R � �a� b�
 Denotaremos por OPTp�L� o menor
n�umero de placas R necess�arias para empacotar L� e A�L� o n�umero de placas R usadas
pelo algoritmo A para empacotar L


Um empacotamento B de L em R� al�em de dar a coordenada na qual cada ret�angulo
r foi empacotado� tamb�em deve dar a placa em que r foi empacotado
 Denotaremos por
Bp�r� a placa onde r foi empacotada e por �Bw�r��Bh�r�� a coordenada no ret�angulo
Bp�r�� onde r foi empacotada


Veremos aqui quatro algoritmos para o Problema do Empacotamento Bidimen

sional em Placas� PEBp�

� NFDHp �Next Fit Decreasing Height��

� NFDWp �Next Fit Decreasing Width��

� MNFDHp �Modied NFDHp� e

� MNFDWp �Modied NFDWp�


Descreveremos cada um desses algoritmos e apresentaremos alguns resultados
 Vere�
mos tamb�em um exemplo de como os resultados sobre a �area dos ret�angulos podem ser
usados para se achar limites de desempenho assint�otico de algoritmos para o PEBp


Usando garantias de �area m��nima

Algoritmo NFDHp

O Algoritmo NFDHp ordena a lista de ret�angulos L de forma que L � �r�� � � � � rn� e
h�r�� � h�r�� � � � � � h�rn�
 De	ne uma faixa de altura h�r�� paralela ao eixo w�

��



e empacota os ret�angulos seguidamente na faixa criada� at�e que um ret�angulo ri n�ao
possa ser empacotado nesta faixa
 Neste momento� uma nova faixa de altura h�ri� �e
criada� e o empacotamento continua nesta faixa
 Este processo continua at�e que uma
nova faixa n�ao possa ser criada na mesma placa
 Neste instante� NFDHp come�ca o
empacotamento em uma nova placa� repetindo o processo at�e que todos os ret�angulos
tenham sido empacotados
 Uma descri�c�ao mais formal deste algoritmo �e dada a seguir


Algoritmo NFDHp�L�

Entrada� Lista de ret�angulos L e constantes a e b

Sa��da� Empacotamento B de L em ret�angulos R�a� b�


! PLACA� n�umero da placa a receber o pr�oximo ret�angulo

! i� contador do n�umero do ret�angulo sendo empacotado

! alt faixa� altura da faixa corrente na placa

! h faixa� altura da faixa

Ordene L obtendo L � �r�� � � � � rn� com h�ri� � h�ri���� i � �� � � � � n� ��
PLACA � �
i � �
enquanto �i � n� fa�ca ! Loop para empacotar todas as caixas


PLACA PLACA � � �
alt faixa � �
h faixa h�ri� �
! Loop para empacotar as caixas nos n��veis

enquanto �alt faixa � h faixa � b� e �i � n� fa�ca

cmp faixa � �
! Loop para empacotar as caixas em faixas

enquanto �cmp faixa � w�ri� � a� e �i � n� fa�ca

�Bp�ri��Bh�ri��Bw�ri��  �PLACA� alt faixa� cmp faixa� �
cmp faixa cmp faixa � w�ri� �
i i � � �

m enquanto �
alt faixa alt faixa � h faixa �
h faixa h�ri� �

m enquanto �
m enquanto �

m algoritmo�

��



Algoritmo MNFDHp

O Algoritmo MNFDHp �e muito parecido com o Algoritmo NFDHp
 A diferen�ca �e que
cada um dos ret�angulos com largura superior a a

�
�e empacotado em uma �unica faixa
 Com

rela�c�ao aos ret�angulos restantes� o algoritmos se comporta como o NFDHp


Note que se L �e uma lista de ret�angulos que pode ser empacotada em uma placa R pelo
Algoritmo MNFDHp� ent�ao L tamb�em pode ser empacotada na placa R pelo Algoritmo
NFDHp


Meir e Moser ���� conseguiram v�arios resultados relacionando a �area de uma lista de
ret�angulos L com a capacidade de os algoritmos NFDHp e MNFDHp empacotarem L
em um �unico ret�angulo �a� b�
 Mencionamos alguns deles a seguir


Teorema ����� Qualquer lista de quadrados de lados x�� x�� � � � � xn com �area total A pode
ser empacotado pelo Algoritmo NFDHp em qualquer retangulo �a� b� se
�C�	 a � x�
�C�	 b � x�
�C�	 x� � �a� x��b� x� � A�
onde x � maxfxi � i � �� � � � � ng� Em alguns casos este resultado �e o melhor poss��vel�

Dem� Sem perda de generalidade� considere x� � x� � � � � � xn
 Ao aplicar o Algoritmo
NFDHp para fazer um empacotamento num ret�angulo de largura a� s�ao criadas faixas�
digamos F�� F�� � � � � Fv �nesta ordem�� onde

Fi � ��xki� xki�� �xki��� xki���� � � � � �xki����� xki�������

e os inteiros kf s�ao de	nidos como k� � � e

a� xkf�� �
kf����X
j�kf

xj � a� f � �� �� � � � � v � �� ��
��

como ilustrado na Figura �
�


Note que para toda �area Af ocupada por quadrados na f ��esima faixa� temos por ��
���

Af �
kf����X
j�kf

x�j � x�kf � �a� xkf �xkf�� � x�kf��� f � �� �� � � � � v� ��
��

Para efeito de c�alculo� considere que xkv�� � �


De ��
�� obtemos para a �area total A�

A �
vX

f��

Af

�




















b

a

xk� xk���

xk�

xkv

xk���

Figura �
�� Empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDHp

� x�� �
vX

f��

��a� xkf �xkf�� �� xkv��

� x�� � �a� xk��
vX

f��

xkf��

� x�� � �a� xk��
vX

f��

xkf � ��
��

Por hip�otese� x�� � �a� x���b� x�� � A
 Assim� de ��
�� segue que

x� �
vX

f��

xkf � b�

ou seja�
vX

f��

xkf � b�

Deste �ultimo fato concluimos que o Algoritmo NFDHp empacota os quadrados num
ret�angulo �a� b�


Para mostrar que este resultado �e o melhor poss��vel em certos casos� considere uma lista
de quadrados de lados x� � x� � � � � � xn��� � �p

n���
� para n inteiro e a � b � n�����p

n���



Note que �a medida que � tende a zero� o lado esquerdo da condi�c�ao �C�	 se aproxima do
lado direito


�

��



Um dos problemas que torna dif��cil a utiliza�c�ao do resultado do Teorema �
�
�� �e
que ele depende do comprimento do maior quadrado
 O corol�ario seguinte troca esta
depend�encia por um limite envolvendo os valores a� b e um inteiro m � �� fazendo com
que uma lista L de ret�angulos possa ser empacotada em um ret�angulo �a� b�� caso a �area
de L n�ao ultrapasse uma certa raz�ao de �a� b�


Corol�ario ������ Qualquer lista de quadrados de lados x�� x�� � � � � xn� com �area total A�
pode ser empacotado pelo Algoritmo NFDHp em qualquer retangulo �a� b� se m � �
�C�	 x � a

m
�

�C�	 x � b
m
�

�C�	 A � ab� �
m� � ��� �

m
����

onde x � maxfxi � i � �� � � � � ng�

Dem� Para isto basta provar que

ab

�
�

m�
�
�

�� �

m

���
� x� � �a� x� �b� x� �

e aplicar o Teorema �
�
�
 A desigualdade acima �e provada mostrando que a fun�c�ao
f�x� y� � xy � �a� x��b� y� tem ponto de m��nimo em �a

�
� b
�
�


�

O teorema seguinte mostra que a �area necess�aria para empacotar uma lista de quadra�
dos em um ret�angulo n�ao �e maior que o dobro da �area dos quadrados a serem empacotados


Teorema ������ Qualquer lista de quadrados de lados x�� x�� � � � � xn� com �area total A�
pode ser empacotado pelo Algoritmo MNFDHp em um retangulo �a� b�� se
�C�	 a � x�
�C�	 b � x�
�C�	 A � ab���
onde x � maxfxi � i � �� � � � � ng� Em alguns casos� este resultado �e o melhor poss��vel�

Dem� Suponha� sem perda de generalidade� que x� � x� � � � � � xp �
a
�
� xp�� � � � � �

xn


Sejam F�� F�� � � � � Fv as faixas criadas pelo Algoritmo MNFDHp nesta ordem� onde
Fi � ��xki � xki�� �xki��� xki���� � � � � �xkn � xkn��� e os inteiros kf �f � �� �� � � � � v� s�ao de	nidos
como na demonstra�c�ao do Teorema �
�
�
 Ent�ao�

Af � x�f �
a

�
xf � para f � �� �� � � � � p� �� ��
�

��



e por ��
�� temos que

Af � x�kf � x�kf�� �
a

�
xkf�� � para f � p � �� � � � � v� ��
��

onde xv�� � �


Para f � p temos

Ap � x�p � x�kp�� � �a� xp�xp��

� �x�kp�� �
a

�
�xp � xkp��� � �xp � a

�
��xp � xkp���

� �x�kp�� �
a

�
xp �

a

�
xkp�� � ��
��

De ��
����
�� e ��
��� seque que

A �
vX

f��

Af � a

�
�

pX
f��

xf �
vX

f�p

xkv� �
a

�

vX
f��

xkf � ��
��

Por hip�otese� ab
�
� A
 Este fato juntamente com ��
�� implica que

b �
vX

f��

xkv �

mostrando assim que a lista de quadrados pode ser empacotada num ret�angulo �a� b�


Para mostrar que este resultado �e o melhor poss��vel� considere dois quadrados� um
com lado �

�
e outro com lado �

�
� 	� onde � � 	 � �
 Tais quadrados n�ao podem ser

empacotados em um quadrado unit�ario� mas a soma de suas �areas �e �
�

�	�	�� e este valor
pode se tornar t�ao pr�oximo de �

�
quanto se queira
 Assim� se a �area dos quadrados dados

for s�o um pouco maior que ab
�

� ent�ao j�a n�ao podemos garantir que MNFDHp empacota
tais quadrados


Isto completa a demonstra�c�ao


�

No caso de empacotamento de ret�angulos� Meir e Moser ���� conseguiram o seguinte
resultado


��



Teorema ������ Qualquer lista de retangulos L � ��x�� y��� � � � � �xn� yn�� e �area total A�
pode ser empacotada pelo Algoritmo MNFDHp em um retangulo �a� b� se
�C�	 xi � yi� para i � �� � � � � n �
�C�	 yi � yi��� para i � �� � � � � n� � �
�C�	 a � maxfxi � i � �� � � � � ng�
�C�	 b � maxfyi � i � �� � � � � ng�
�C�	 A � a

��
��b� a��

Mais ainda� todas estas condi�c�oes s�ao necess�arias para garantir o empacotamento de L�

Dem� Sejam F�� F�� � � � � Fv as faixas criadas pelo Algoritmo MNFDHp nesta ordem�
onde Fi � ��xki� xki�� �xki��� xki���� � � � � �xki����� xki������
 De	na kf � f � �� �� � � � � v da
mesma forma que no Teorema �
�
�


Suponha� sem perda de generalidade� que xi �
a
�
� para i � �� � � � � p e xi � a

�
� para

i � p � �� � � � � n
 Assim� temos que

Ff � ��xf � yf��� para f � �� � � � � p e

Ff � ��xkf � ykf �� �xkf��� ykf���� � � � � �xkf����� ykf������� para f � p � �� � � � � v�

sendo kp�� � p � � e xv�� � �


Os valores de kf � para f � p��� � � � � v� s�ao de	nidos analogamente como na equa�c�ao
��
��
 Neste caso� temos que

Af � xfyf � a

�
yf � para f � �� � � � � p� ��
��

e para as faixas restantes temos� da mesma forma que em ��
���

Af � xkf ykf � �a� xkf �ykf�� � xkf��ykf��� para f � p � �� � � � � v� ��
��

onde xkv�� � � e ykv�� � �
 De ��
�� e ��
�� temos que

A �
vX

f��

Af � a

�

pX
f��

yf � xk�yk� �
v��X

f�p��

�a� xkf �ykf��

� a

�

pX
f � �yf � y�k� �

a

�

v��X
f�p��

ykf���

desde que xk� � yk� e �a� xkf � � a
�



Assim�

A� y�k� �
a

�
yk� �

a

�
�

pX
f��

yf �
vX

f�p��

ykf �� ��
���

��



Agora� observe que a
�
yk� � y�k� � a�

��
para todo � � yk� � a

�

 Ent�ao

a�

��
� A � a

�

vX
f��

ykf �

i
e
�
a�

�
� �A � a

vX
f��

ykf �

Por hip�otese� �
a
��A � a�


� � ab
 Assim� concluimos que

b �
vX

f��

ykf �

o que mostra que a lista de ret�angulos pode ser empacotada no ret�angulo �a� b�
 Para
completar a demonstra�c�ao� provaremos a seguir a necessidade de cada uma das condi�c�oes
do teorema


Caso �� A condi�c�ao xi � yi �e violada e as outras condi�c�oes s�ao satisfeitas
 Considere L �
�� �

�
� ��� ��� �

�
�� com 
 � �



 Claramente� L n�ao pode ser empacotada por MNFDHp


Caso �� A condi�c�ao y� � y� � � � � � yn �e violada e as outras condi�c�oes s�ao satisfeitas

Considere L � ���



� 
�� ��



� 
�� ��



� �


�� ��



� 
�� ��



� 
�� ��



� �


�� ��



� 
�� ��



� 
�� ��



� �


�� ��



� 
��� onde

� � 
 � �
���


 Claramente� xi � yi e a soma das �areas �e �



 � �



que �e menor que �

��



Entretanto� L n�ao pode ser empacotada por MNFDHp


Caso �� A condi�c�ao
Pn

i�� xiyi � �
��

�e violada e as demais condi�c�oes s�ao satisfeitas
 Con�
sidere L � ���

�
� 	� �

�
� 	�� ��

�
� 	� �

�
� 	�� ��

�
� 	� �

�
� 	�� ��

�
� �	� �

�
� �	��� Note quePn

i�� xiyi � �
��

� �
�
	 � �	� � �

��

 Claramente� L n�ao pode ser empacotada por

MNFDHp

�

O corol�ario seguinte �e simplesmente um caso especial do Lema �
�
��
 Note que como
se trata de um empacotamento de ret�angulos em um ret�angulo R� e n�ao �e permitido
rota�c�oes dos ret�angulos� ent�ao R pode ser reparametrizado em um quadrado ��� ��� sendo
que os ret�angulos sofrem reparametriza�c�ao proporcional


Corol�ario ������ Uma lista de retangulos L � ��x�� y��� � � � � �xn� yn�� pode ser empaco�
tada em um quadrado unit�ario pelo Algoritmo MNFDHp se
�C�	 xi � yi� para i � �� � � � � n�
�C�	 y� � y� � � � � � yn�
�C�	

Pn
i�� xiyi � �

��
�

�

��



Note que sob as condi�c�oes �C�	 e �C�	� o Corol�ario �
�
�� mostra que a �area necess�aria
para empacotar uma lista de ret�angulos de �area A em um quadrado� n�ao �e maior que ��

�
A


Quando os ret�angulos em L � ��x�� y��� � � � � �xn� yn�� s�ao tais que xi � a
m

e yi �
b
m
� m � �� para i � �� � � � � n� ent�ao o Algoritmo MNFDHp pode nos dar resultados

melhores� como foi provado por Li e Cheng em ����


Teorema �����	 Uma lista de retangulos L � ��x�� y��� � � � � �xn� yn�� pode ser empacotada
em um retangulo �a� b� pelo Algoritmo MNFDHp� se existe um inteiro m � � tal que
�C�	 xi � a

m
�

�C�	 yi � b
m
�

�C�	
Pn

i�� xiyi � ��� �
m

��ab�

Dem� Suponha que haja t faixas no empacotamento� e que xi � xi��� para i �
�� � � � � n� �
 Sejam xki e yki o comprimento e a largura do primeiro ret�angulo na i��esima
faixa� respectivamente considere k� � �


Seja Ai a �area total de todos os ret�angulos da i��esima faixa� para i � �� � � � � t e A a
�area acumulativa de todos os ret�angulos


Desde que a largura de todos os ret�angulos na i��esima faixa n�ao s�ao menores que yki���
e o ret�angulo �xki�� � yki��� n�ao pode ser empacotado na i��esima faixa� temos as seguintes
rela�c�oes�

A� � xk�yk� � �a� xk��yk� � xk�yk��

A� � xk�yk� � �a� xk��yk� � xk�yk��

� � �
At�� � xkt��ykt�� � �a� xkt���ykt � xktykt e

At � xktykt�

Somando as desigualdades acima temos que

A �
tX

i��

Ai ��
���

� xk�yk� �
t��X
i��

�a� xki�yki�� ��
���

� xk�yk� � ��� �

m
�a

tX
i��

yki� ��
���

Pelas hip�oteses assumidas� segue que

A � ��� �

m
��ab ��
��

��



� ��� �

m
�a�b� b

m
� ��
���

� ��� �

m
�a�b� y��� ��
���

Como x�y� � �� de ��
��� e ��
��� concluimos que

b� y� �
tX

i��

yki �

i
e
�

b �
tX

i��

yki �

o que completa a demonstra�c�ao

�

Note que todos os algoritmos de empacotamento bidimensional em placas que menci�
onamos empacotam os ret�angulos usando uma ordena�c�ao n�ao�crescente da altura destes

�E claro que existem algoritmos an�alogos que usam uma ordena�c�ao n�ao�crescente sobre a
largura� e todos estes resultados tamb�em s�ao v�alidos
 Denotaremos por NFDWp �Next
Fit Decreasing Width� e MNFDWp �Modied NFDWp�� os algoritmos an�alogos
aos algoritmos NFDHp e MNFDHp� com ordena�c�ao n�ao�crescente sobre a largura e
empacotamento na dire�c�ao da largura


Veremos agora como a garantia de �area sobre cada placa pode ser usada para se achar
um limite de desempenho assint�otico� de um algoritmo para o PEBp


Dada uma lista L� suponha que exista um algoritmo A� para o PEBp� que garante
pelo menos f�a� b� de �area ocupada em cada placa �a� b�� exceto talvez na �ultima placa


Claramente� OPT p�L� �
l
S�L�
ab

m

 Como S�L� � �A�L�� �� � f�a� b�� temos que

A�L� � ab

f�a� b�
OPT p�L� � ��

Podemos tamb�em criar novos algoritmos para o PEBp� usando as caracter��sticas de
empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDHp


Vimos no Corol�ario �
�
�� que uma lista L� tal que S�L� � �
��

� pode ser empacotada
pelo Algoritmo NFDHp em um quadrado unit�ario
 De	na um novo algoritmo A tal que
este separa todas as caixas com �area maior que �


�
e empacota estas em apenas uma placa


Em seguida� A aplica o Algoritmo NFDHp para empacotar as caixas restantes
 Note que
h�a pelo menos A�L� � � placas contendo ret�angulos somando �area maior que �


�

 Como

visto anteriormente� vale que

A�L� � ��

�
OPT p�L� � ��

��



Cap��tulo �

Algoritmos para o Problema do

Empacotamento Tridimensional

Muitos algoritmos para o caso bidimensional foram constru��dos a partir de generaliza�c�oes
de outros existentes no caso unidimensional
 Da mesma forma� Li e Cheng ���� desen�
volveram algoritmos para o Problema do Empacotamento Tridimensional �PET �� gene�
ralizando algoritmos de empacotamento bidimensional em faixa
 Apresentaremos estes
algoritmos na Se�c�ao �
� deste cap��tulo


Uma t�ecnica bastante usada na an�alise de desempenho de algoritmos de empacota�
mento bidimensional em faixa �e a de relacionar a altura do empacotamento com a �area
ocupada
 Esta t�ecnica� tamb�em pode ser generalizada para o caso tridimensional� desta
vez relacionando a altura do empacotamento com o volume ocupado
 No mesmo artigo�
acima citado� Li e Cheng usaram esta t�ecnica para o PET � analisando algoritmos gerais
bem como algoritmos especializados para os casos em que o fundo das caixas �e pequeno
ou quadrado
 Nesta mesma linha� aperfei�coamos esta t�ecnica e conseguimos provar que
alguns algoritmos que desenvolvemos t�em limite de desempenho assint�otico melhores que
aqueles apresentados em ����
 Tais algoritmos ser�ao apresentados na Se�c�ao �
�


Recentemente� Li e Cheng ���� generalizaram algumas id�eias presentes nos algoritmos
de empacotamento unidimensional �vistos no Cap��tulo �� e obtiveram uma classe de algo�
ritmos com bons limites de desempenho assint�otico
 Entretanto� estes algoritmos possuem
constante aditiva muito alta
 Uma compara�c�ao entre o limite de desempenho assint�otico
destes algoritmos e de outro desenvolvido por n�os ser�a feita no 	m deste cap��tulo


Na descri�c�ao de cada algoritmo procuramos deixar claro para quais tipos de inst�ancias
o algoritmo se aplica
 Como veremos� em geral� os algoritmos recebem como entrada uma
lista L de caixas e duas constantes a e b
 Estas constantes correspondem �a largura e o
comprimento da caixa B � �a� b��� onde a lista L deve ser empacotada
 Quando por�em�
fazemos uso de tais algoritmos na descri�c�ao de outros� fazemos a chamada passando como

��



par�ametro apenas uma lista
 Assim� quando um determinado Algoritmo A �e chamado�
em geral esta chamada �e indicada simplesmente por A�L�
 A rigor dever��amos especi	car
os par�ametros a e b� pois muitas vezes fazemos uma parametriza�c�ao e queremos que esses
valores sejam� por exemplo� iguais a �
 Para simpli	car a nota�c�ao� n�ao faremos isto
 Em
geral� o contexto deixar�a claro a quais valores estamos nos referindo


��� Generaliza�c�oes dos algoritmos NFDHf e FFDHf

Vimos no cap��tulo anterior� os Algoritmos NFDHf e FFDHf para o Problema do Empa�
cotamento Bidimensional em faixa
 Veremos nesta se�c�ao dois algoritmos para o Problema
do Empacotamento Tridimensional� que s�ao uma generaliza�c�ao desses algoritmos
 Indica�
remos esses algoritmos pelos seguintes nomes mnem�onicos


� NFDH �Next Fit Decreasing Height� e

� FFDH �First Fit Decreasing Height�


Li e Cheng ����� mostraram que estes algoritmos podem n�ao levar a bons empacotamentos�
podendo at�e mesmo ter desempenho de pior caso ilimitado
 Estes resultados ser�ao vistos
nas se�c�oes seguintes


����� Algoritmo NFDH

Descreveremos nesta se�c�ao duas variantes para o AlgoritmoNFDH� denominadasNFDHx

e NFDHy
 O nome NFDH ser�a usado para nos referirmos indistintamente a qualquer
uma dessas variantes


Antes de descrevermos o Algoritmo NFDHx� veremos um algoritmo simples que em�
pacota as caixas n��vel�por�n��vel� faixa�por�faixa� denominado de NF �Next Fit�
 Este
Algoritmo tamb�em possui duas variantes a serem denominadas NF x e NF y
 O Algoritmo
NF �e usado pelo Algoritmo NFDH
 Faremos primeiramente uma descri�c�ao informal� e
depois� uma descri�c�ao mais formal do Algoritmo NF x


Dada uma lista de caixas L � �c�� c�� � � � � cn�� o Algoritmo NF x empacota as caixas de
L na ordem dada
 Primeiramente� a caixa c� �e empacotada em B no canto mais pr�oximo
ao ponto ��� �� ��
 A seguir� a primeira faixa �e preenchida da esquerda para a direita
na dire�c�ao do eixo x� at�e que uma caixa ci n�ao possa ser empacotada na faixa corrente

Neste momento a caixa ci �e empacotada na segunda faixa� e este processo continua at�e
o instante em que uma caixa cj n�ao possa ser empacotada na faixa corrente e nem haja
espa�co su	ciente para criar uma nova faixa no primeiro n��vel
 Ent�ao o Algoritmo NF x

�



passa a empacotar a caixa cj na primeira faixa do segundo n��vel
 O processo de criar
n��veis e faixas continua at�e que todas as caixas tenham sido empacotadas


Algoritmo NF x�L�

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � �c�� c�� � � � � cn� � R�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


! �x� y� z�� Posi�c�ao onde vai ser empacotada a pr�oxima caixa

! ymax� largura da caixa mais larga na faixa corrente

! xmax� altura da caixa mais alta no n��vel corrente

�x� y� z� ymax� zmax�  ��� �� �� �� ���
para i � at�e n fa�ca
se �x � xi � a� ou �y � yi � b�
ent�ao
se y � ymax � yi � b
ent�ao � gera uma nova faixa

y  y � ymax�
�x� ymax�  ��� ��

sen�ao � gera um novo n��vel
z  z � zmax�
�x� y� ymax� zmax�  ��� �� �� ���

m se�
m se�
��ci�  �x� y� z��
�x� ymax� zmax�  �x � xi� maxfymax� yig� maxfzmax� zig��

m para�
retorne ��

m algoritmo�

Note que todas as faixas criadas pelo Algoritmo NF x s�ao paralelas ao eixo x �veja
Figura �
��a��
 O Algoritmo NF y �e semelhante a NF x� este algoritmo gera as faixas
paralelas ao eixo y �veja Figura �
��b��


Algoritmo NFDHx�L�

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � R�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


�� Ordene as caixas de L em ordem n�ao�crescente de altura

�� � NF x�L�

�� Retorne �


m algoritmo�

��
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a a

bb

�b� Um n��vel gerado por NF y��a� Um n��vel gerado por NF x�

c�
c�

c�c�

c


c� c�

c�

c�

c
 c� c�

c�
c�

Figura �
�� Fundo do n��vel de um empacotamento usando a estrat�egia NF 


O Algoritmo NFDHy �e an�alogo ao Algoritmo NFDHx� usando NF y ao inv�es da
NF x


Apesar do Algoritmo NFDHf � para o caso bidimensional� ter um limite de desempe�
nho assint�otico constante o mesmo n�ao vale para sua vers�ao tridimensional
 De fato� como
mostra o teorema a seguir� o Algoritmo NFDH tem desempenho de pior caso ilimitado


Teorema ����� Para cada inteiro M � �� existe uma instancia L para o PET �a� b� tal
que

NFDH�L� � M �OPT �L��

Dem� Sem perda de generalidade� considere o PET ��� ��
 Faremos a prova para o
algoritmo NFDHx
 Seja L � �c�� c�� � � � � c�k� tal que

ci �

�������
�
�� �

k
� �� �i� ���

�
para i � �� �� � � � � �k � �

�
�
k
� �� �� �i� ���

�
para i � �� � � � � � �k�

onde k � M � � e � �e um positivo bem pequeno


O empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDHx�L� disp�oe cada caixa de L em um
n��vel distinto� e portanto�

��



NFDHx�L� �
�kX
i��

��� �i� ���� � �k � k��k � ��� �

Agora considere um empacotamento de dois n��veis onde o primeiro n��vel cont�em todas
as caixas ci com i ��mpar e o segundo n��vel cont�em todas as caixas ci com i par
 Um tal
empacotamento mostra que OPT �L� � �� �
 Logo�

NFDHx�L�

OPT �L�
� �k � k��k � ���

�� �
�

Assim� se tomarmos � � �
�M���M��

� temos o resultado desejado
 No caso do Algoritmo
NFDHy basta considerar a inst�ancia que resulta de L permutando�se os valores da largura
e comprimento de cada caixa em L


�

����� Algoritmo FFDH

No Algoritmo NFDH� sempre que se come�ca uma nova faixa� nunca mais se volta para
uma faixa anteriormente criada
 Um meio de se evitar poss��veis �desperd��cios� seria usar a
mesma id�eia do algoritmo de empacotamento bidimensional FFDHf � no qual s�ao sempre
revisitadas as faixas anteriores
 Denominaremos de FFDH o algoritmo baseado nesta
id�eia e de FFDHx e FFDHy suas variantes
 Como na se�c�ao anterior� FFDH ser�a usado
para nos referirmos indistintamente a qualquer uma das variantes FFDHx e FFDHy


Vamos chamar de FF x �respectivamente FF y� o algoritmo correspondente �a vers�ao
modi	cada de NF x �respectivamente NF y� que revisita as faixas anteriores
 Mais pre�
cisamente� para decidir onde empacotar uma caixa c� este algoritmo examina as faixas
come�cando na primeira faixa do primeiro n��vel
 Se encontrar uma faixa onde c possa ser
encaixada no 	m desta� ent�ao empacota c em tal faixa
 Uma nova faixa �e criada �pos�
sivelmente num novo n��vel� se necess�ario� se nenhuma faixa anterior puder acomodar a
caixa c


Mais formalmente� o Algoritmo FFDHx pode ser assim descrito


Algoritmo FFDHx�L�

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � R�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


�� Ordene L em ordem n�ao�crescente de altura

�� � FF x�L�

�� Retorne �


m algoritmo�

��



O algoritmo FFDHy �e de	nido analogamente� fazendo uso do algoritmo FF y


Mesmo sendo uma �vers�ao melhorada� do Algoritmo NFDH� o Algoritmo FFDH
tamb�em tem um limite de desempenho de pior caso ilimitado� como mostra o pr�oximo
teorema


Teorema ����� Para cada inteiro M � �� existe uma instancia L para o PET �a� b� tal
que

FFDH�L� � M �OPT �L� �

Dem� Sem perda de generalidade� considere o PET ��� ��
 Faremos a prova para o
algoritmo FFDHx
 Tome k � �M�� e considere uma lista de caixas L � �c�� c�� � � � � c�k��
onde

ci �

�������
�
�� �

k
� �i���

�
	� �� �i� ���

�
para i � �� �� � � � � �k � ��

�
k
� ��

�
�
k

� i��
�

�
	� �� �i� ���

�
para i � �� � � � � � �k�

� �e um positivo bem pequeno e 	 �e tal que � � 	 � ���k�k � ���


Para esta inst�ancia L� o Algoritmo FFDHx gera um empacotamento de k n��veis�
onde cada n��vel i �� � i � k� cont�em as caixas c�i�� e c�i
 Assim� FFDHx�L� �Pk

i���� � ��i � ���� � k � k�k � ��� �veja a Figura �
��
 Por outro lado� assim como na
prova do teorema anterior� temos que OPT �L� � �� � �veja a Figura �
��
 Portanto�

FFDHx�L�

OPT �L�
� k � k�k � ���

�� �
�

Basta ent�ao tomarmos � � �
�M��M

� para garantirmos que FFDHx�L� � M � OPT �L�

No caso do algoritmo FFDHy a prova �e an�aloga


�

Muitos dos algoritmos de empacotamento bidimensional geram resultados melhores
quando a inst�ancia cont�em apenas quadrados
 Assim� se tivermos que L � Qm�a� b�� i
e
� a
inst�ancia consiste de caixas com fundo mais regulares� �e de se esperar que os algoritmos de
empacotamento tridimensional d�eem resultados melhores
 Infelizmente isto n�ao acontece�
como mostra o teorema abaixo


��



c�

c�

c


c�

� � �

c�k��

c�k

N��vel � N��vel � N��vel k

Figura �
�� Empacotamento da lista L gerado pelo Algoritmo FFDHx







� � �
c


c�k��

c�

c� c� c�k

Figura �
�� Um empacotamento �otimo da lista L


��



Teorema ����� Para cada inteiro M � �� existe uma instancia L � Qm�a� b� para o
PET �a� b�� m � �� tal que NFDH�L� � M �OPT �L� e FFDH�L� � M �OPT �L��

Dem� Sem perda de generalidade� considere o PET ��� ��
 Seja k � maxf�M � �� mg�
n � k��� � �k � ����� L � fc�� c�� � � � � cng� onde ci � �xi� yi� zi� �e tal que

�xi� yi� �

�������
�
�
k
� �
k

�
se i mod �� � �k � ���� � � ��

�
k�k��� �

�
k�k���

�
caso contr�ario �

Fa�ca com que z� � z� � � � � � zn e� em particular�

z�i���n��� � �� i	 para � � i � n�

onde

n� � k�� � �k � ���� e 	 �
�

k�k � ��
�

Para esta inst�ancia L� ambos os algoritmos NFDH e FFDH produzem um empaco�
tamento com k n��veis
 N�ao �e dif��cil veri	car que

NFDH�L� � FFDH�L� � k � k�k � ��	

�
� k � � �

Considere um empacotamento de L em dois n��veis� o primeiro com todas as caixas
de fundo

�
�
k
� �
k

�
e o segundo com todas as caixas de fundo

�
�

k�k��� �
�

k�k���
�

 Claramente a

altura deste empacotamento �e menor que ���� 	� Assim�

OPT �L� � �� �	 �

Pela escolha de k e 	 segue que

NFDH�L�

OPT �L�
�
FFDH�L�

OPT �L�
�

k � �

�� �	
�
k � �

�
� M�

�

��� Usando garantia de �area m��nima por n��vel

O principal fator que faz com que os algoritmos NFDH e FFDH tenham limites de
desempenho de pior caso ilimitado �e o fato desses algoritmos n�ao garantirem um m��nimo
de utiliza�c�ao �de volume� em cada n��vel
 Os pr�oximos algoritmos que analisaremos nesta
se�c�ao empacotam as caixas garantindo uma percentagem m��nima de utiliza�c�ao �de volume�
em cada n��vel
 Os lemas abaixo nos fornecem uma rela�c�ao importante entre a �area de
fundo garantida em um n��vel com o limite de desempenho assint�otico de um algoritmo
para o PET �a� b�
 Estes resultados encontram�se em ����


�



Lema ����� Para qualquer instancia L do PET �a� b� tem�se que

OPT �L� � V �L�

ab
�

�

Lema ����� Seja L uma instancia para o PET �a� b� e seja � um empacotamento de L�
Suponha que � �e dividido em n��veis N�� N�� � � � � Nv� onde cada n��vel Ni representa um
empacotamento �i de uma lista Li� tal que � � ��k��k � � � k�v� L � L� � L� � � � � � Lv e
minfz�c� � c � Lig � maxfz�c�� c � Li��g� � � i � v � �� Ademais� suponha que existe
uma constante positiva Albound tal que S�Li� � Albound� � � i � v � �� Ent�ao

H��� � V �L�

Albound

� Z�

onde Z � maxfz�c� � c � Lg�

Dem� Por hip�otese� cada lista Li �e empacotada em um n��vel
 Como S�Li� � Albound

todas as caixas de Li t�em altura maior ou igual �a das caixas de Li��� � � i � v��� temos
que

V �Li� � Albound �H��i��� � para � � i � v � � �

Somando essas desigualdades obtemos a seguinte desigualdade para o volume


V �L� � V �L�� � V �L�� � � � �� V �Lv�

� Albound

�
vX
i��

H��i�

�

� Albound

�
vX
i��

H��i��H����

�
�

Portanto� H��� �
Pv

i��H��i� �
V �L�

Albound
�H���� � V �L�

Albound
�Z� o que completa a demons�

tra�c�ao do lema

�

A partir dos Lemas �
�
� e �
�
� podemos achar uma rela�c�ao entre a garantia de �area
por n��vel �nas condi�c�oes do Lema �
�
�� e a altura de um empacotamento �otimo


Corol�ario ����� Seja L uma instancia para o PET �a� b� e seja � um empacotamento
nas condi�c�oes do Lema ������ Ent�ao

H��� � ab

Albound

OPT �L� � Z�

onde Z � maxfz�c� � c � Lg�

�



Dem� Segue diretamente da aplica�c�ao do Lema �
�
� e do Lema �
�
�

�

����� Algoritmo G�

Alguns teoremas do Cap��tulo � fornecem condi�c�oes su	cientes para garantir o empacota�
mento de uma lista de ret�angulos� sob certas condi�c�oes de �area� pelo Algoritmo NFDHp

�o mesmo vale para o Algoritmo NFDW p�


Baseando�se nestes teoremas� Li e Cheng ���� constru��ram os algoritmos Gx e Gy para
o PET �a� b�� descritos a seguir
 Ambos os algoritmos t�em como par�ametros as constantes
Albound e Aubound
 A constante Aubound �e a �area de fundo m�axima de um conjunto de caixas
para que os algoritmos NFDHp e NFDW p consigam empacotar em um n��vel� respeitadas
as respectivas condi�c�oes e Albound �e a �area m��nima que Gx �Gy� vai garantir em cada n��vel


Algoritmo Gx�Lx� Albound� Aubound�

Entrada� Constantes a� b� Albound e Aubound e lista de caixas Lx � R�a� b�� 

Sa��da� Empacotamento �x de Lx em B � �a� b���


�� Divida Lx em dois subconjuntos Lx� e Lx�� sendo

Lx� � fci � xiyi � Alboundg e

Lx� � fci � xiyi � Alboundg �
Sem perda de generalidade� considere Lx� � fc�� � � � � cpg e Lx� � fcp��� � � � � cng


�� Ordene Lx� em ordem n�ao�crescente de altura
 Assuma que Lx� � �c�� � � � � cp�

�� Divida a lista Lx� em sublistas L�� � � � � Lv� onde

Li � �cki����� cki����� � � � � cki� � i � i � v �

k	 � � � kv � p e para � � i � v � � cada ki �e tal que
kiX

j�ki����

xjyj � Aubound e
ki��X

j�ki����

xjyj � Aubound �

	� Ordene cada Li em ordem n�ao�crescente de largura

�� Empacote cada Li� �� � i � v� em um n��vel� usando o Algoritmo NFDHp aplicado �a

lista dos fundos das caixas em Li
 Seja �x� o empacotamento assim gerado

�� Empacote cada caixa de Lx� em um n��vel distinto� gerando um empacotamento �x�

�� �x  �x�k�x�

�� Retorne �x


m algoritmo�

�



O AlgoritmoGy �e de	nido analogamente ao algoritmoGx� usando o algoritmoNFDW p


A partir dos algoritmos Gx e Gy podemos construir um algoritmo mais gen�erico� cha�
mado G� descrito a seguir 


Algoritmo G�L�Albound� Aubound�

Entrada� Constantes a� b� Albound e Aubound e lista de caixas L � R�a� b�

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


�� Divida L em dois subconjuntos Lx e Ly� tomando

Lx � fci � xi � yig e

Ly � fci � xi � yig �
�� �x  Gx�Lx� Albound� Aubound�

�� �y  Gy�Ly� Albound� Aubound�

	� � �xk�y

�� Retorne �


m algoritmo�

No Cap��tulo � vimos alguns resultados sobre algoritmos de empacotamento bidimen�
sional� que garantem que se a �area de uma lista de ret�angulos S n�ao ultrapassa certo
valor� ent�ao os ret�angulos em S podem ser empacotados em apenas um n��vel
 Mais preci�
samente� o Corol�ario �
�
�� garante que se uma lista de ret�angulos L � �c�� � � � � cm� tem
�area total de no m�aximo �

��
� e xi � yi� ent�ao o Algoritmo NFDHp consegue empacotar

a lista L em um quadrado unit�ario
 Baseados neste resultado� que pode ser combinado
com o Corol�ario �
�
�� Li e Cheng ���� desenvolveram o Algoritmo G�� descrito a seguir


Algoritmo G��L�

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � R�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


�� Reparametrize o fundo da caixa �a� b��� para uma caixa com fundo ��� �� reparame�
trize o fundo das caixas da lista L na mesma propor�c�ao� obtendo uma lista L�


�� ��  G
�
L�� �


�
� �
��

�



�� Retorne �a parametriza�c�ao original� obtendo � a partir de ��

	� Retorne �


m algoritmo�

A reparametriza�c�ao foi necess�aria� pois o Algoritmo NFDHp garante �

�

quando
�a� b� � ��� ��
 Como devemos aplicar Gx e Gy� i
e
� empacotar na dire�c�ao x e depois

�



na dire�c�ao y� a melhor forma de obter garantias de �areas iguais �e trabalhar em um pro�
blema onde a � b� i
e
� reparametrizar


Teorema ����	 Para qualquer instancia L do PET �a� b�� tal que nenhuma caixa tem
altura maior que Z� tem�se que

G��L� � ��

�
OPT �L� � �Z �

Dem� A reparametriza�c�ao �do fundo� das caixas da inst�ancia L de PET �a� b� para uma
inst�ancia L� de PET ��� �� n�ao muda em nada a altura do empacotamento


O Algoritmo G �chamado pelo Algoritmo G�� divide L em dois subconjuntos Lx e Ly�
e ent�ao aplica Gx em Lx e Gy em Ly
 No empacotamento de Lx temos por sua vez que
Gx divide Lx em Lx� e Lx�� gerando os empacotamentos �x� e �x�� respectivamente


A �area de fundo de cada n��vel de �x� �e pelo menos �

�

� e portanto� V �Lx�� � �

�
H��x��


Por outro lado� temos pelo Lema �
�
� que H��x�� � 
�
�
V �Lx�� � Z
 Assim�

H��x� � H��x�� � H��x��

� ��

�
�V �Lx�� � V �Lx��� � Z

� ��

�
V �Lx� � Z �

Da mesma forma� para Ly� temos que

H��y� � ��

�
V �Ly� � Z �

Portanto�

H��� � H��x� � H��y�

� ��

�
V �L� � �Z �

e pelo Lema �
�
�� concluimos que

H��� � ��

�
OPT �L� � �Z �

�

O Teorema �
�
 nos fornece uma cota superior para o limite de desempenho assint�otico
do Algoritmo G�
 Li e Cheng ���� n�ao provaram que este valor �e justo� mas obtiveram o
seguinte resultado






Corol�ario ����� O limite de desempenho assint�otico do Algoritmo G�� r�G��� �e tal que

r�G�� �
h
�



� 
�
�

i
�

Dem� Sem perda de generalidade� considere o PET ��� ��
 �E su	ciente exibir uma familia
de inst�ancias L� tal que G��L�� � �




OPT �L��
 Seja L� um conjunto de caixas L� �

L�
� � L�

�� onde L�
� cont�em n caixas de tamanho

�
�� �


�
� 	� �

�
e L�

� cont�em n caixas de

tamanho
�
�� �


� 	� �

�
� sendo 	 � �

���
e n mod � � �


No empacotamento gerado por G cada caixa de L�
� ocupa um n��vel distinto e cada tr�es

caixas de L�
� ocupam um n��vel distinto� sendo tais n��veis todos distintos
 Assim� temos

que

G��L�� � n �
n

�
�

��

�
n �

O empacotamento �otimo tem n n��veis� cada um contendo quatro caixas de L�
� e uma caixa

de L�
� 
 Logo� OPT �L�� � n� e portanto�

G��L�� �
��

�
OPT �L�� �

�

����� Algoritmo Gm� m � �

Um aspecto importante �e o comportamento do Algoritmo Gx quando as caixas a serem
empacotadas obedecem certas restri�c�oes quanto ao fundo
 Consideraremos aqui o caso em
que as caixas ci s�ao tais que

xi � a

m
� yi � b

m
� i � �� �� � � � � n �

Veremos que neste caso o algoritmo Gm # descrito a seguir # que faz uso do algoritmo Gx�
tem um limite de desempenho tanto melhor quanto maior o valor de m �veja �����


Algoritmo Gm�L�� m � �

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � Rm�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


�� � Gx

�
L�
�

�� �
m

�� � �
m�

	
ab�

�
�� �

m

��
ab
�




�� Retorne �


m algoritmo�

�



Lema ����� Se L � Rm�a� b�� m � �� e nenhuma caixa de L tem altura maior que Z�
ent�ao

Gm�L� �
�

m

m� �

�
V �L�

ab
� Z �

Dem� Pelo Teorema �
�
�� se uma lista de caixas L� tiver �area acumulativa menor ou

igual a
�
�� �

m

��
ab� e cada caixa ci em L� �e tal que xi � a

m
� yi � b

m
� ent�ao o Algoritmo

NFDHp empacota L� em um �unico n��vel
 Note tamb�em que n�ao existem caixas em L

com �area superior a
�

�� �
m

�� � �
m�

	
ab
 Sejam L�� � � � � Lv as sublistas de L geradas pelo

Algoritmo Gx� onde Li � �cki� cki��� � � �� cki�����
 Como S�Li� � S�cki��� �
�
�� �

m

��
ab e

S�cki��� � ab
m� � temos que

S�Li� �
�

�� �

m

��
ab� ab

m�
�

Al�em disso� este empacotamento satisfaz as condi�c�oes do Lema �
�
� portanto�

Gm�L� �
V �L��

�� �
m

�� � �
m�

	
ab

� Z �
�

m

m� �

�
V �L�

ab
� Z �

�

Teorema ����� Para todo L � Rm�a� b�� m � �� tal que nenhuma caixa tem altura maior
que Z� tem�se

Gm�L� �
�

m

m� �

�
OPT �L� � Z �

Mais ainda� este limite �e justo�

Dem� A desigualdade segue do Lema �
�
� e do Lema �
�
�
 Para mostrar a justeza do
limite� sem perda de generalidade� considere o PET ��� ��
 Para cada m � � considere a
inst�ancia L � L�m� � �c�� � � � � cn�� onde n � k�m��m� ���� k � ��

ci �

�������
�
�
k
� �
k
� �� �i� ���

�
se i mod �m� ��� � � �

�
m
� �
m
� �� �i� ���

�
caso contr�ario 

sendo � um n�umero bem pequeno


Vamos chamar de X as caixas com fundo
�
�
m
� �
m

�
e de Y as caixas com fundo

�
�
k
� �
k

�
�

onde k ��


�



Esta inst�ancia foi constru��da de modo a for�car que o Algoritmo Gm garanta pouca
�area por n��vel
 Assim� consideramos caixas grandes X e caixas pequenas Y � de modo que
o algoritmo deixa de empacotar uma caixa X por muito pouco


O Passo � do Algoritmo Gx divide a inst�ancia L em v � k�m� grupos� onde cada grupo
cont�em �m� ��� � � caixas X e uma caixa Y � conforme ilustrado abaixo


L �

�BB�X�X� � � � � X� Y� �z �
g��m����

� X�X� � � � � X� Y� �z �
g��m����

� � � � � X�X� � � � � X� Y� �z �
g��m����

�CCA
� �z �

v�k�m� grupos

Cada lista Li� �� � i � v� produzida no Passo � �e tal que S�Li� � S��X�X� � � � � X� Y ��

�
�
�� �

m

��
ab e S�Li� � S�X� �

�
�� �

m

��
ab


Assim� temos v n��veis onde cada n��vel i tem altura z�i���g�� � � � �i � ��g�� sendo
g � �m� ���
 Portanto�

Gm�L� � z� � zg�� � z�g�� � � � �� z�v���g�� � v � v�v � ��

�
g� � ��
��

Considere outro empacotamento com v�m�������
m� � k���m � ��� � �� n��veis� cada qual

contendo m� caixas X� e v
k�

� m� n��veis� cada qual contendo k� caixas Y 


Como a altura de cada n��vel �e menor que �� segue que

OPT �L� � k���m� ��� � �� � m� � ��
��

De ��
�� e de ��
�� temos que

lim
��	

Gm�L�

OPT �L�
�

k�m�

k���m� ��� � �� � m�
�

�E f�acil ver que este valor �e menor que m
m�� e pode se tornar bem pr�oximo de

�
m

m��
�

�a
medida que k ��


�

����� Algoritmo GQm� m � �

Quando as caixas t�em fundo quadrado� podemos usar o Teorema �
�
� e o Teorema �
�
��
para garantir �area m��nima em cada n��vel
 Esta �e a id�eia que est�a por tr�as do Algoritmo

�



GQm� descrito a seguir� para empacotar listas L tal que L � Qm


Algoritmo GQm�L�� m � �

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � Qm�a� b�

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


�� Se m � � ent�ao
� Gx

�
L� ab

�
� ab
�

�



�� Se m � � ent�ao

� Gx

�
L�
�
m��
m

��
ab�


�
m� �

�
m��
m

��	
ab
�




�� Retorne �


m algoritmo�

Veremos a seguir um resultado devido a Li e Cheng ����� sobre o limite de desempenho
assint�otico do algoritmo GQm


Lema ����� Seja L � Qm�a� b�� m � �� uma lista tal que nenhuma caixa tem altura
maior que Z� Ent�ao

GQm�L� � �m
V �L�

ab
� Z �

onde

�m �

���  se m � ���
m

m��
��

se m � ��

Dem� A demonstra�c�ao deste resultado �e an�aloga �a demonstra�c�ao do Teorema �
�


�

Teorema ����� Para toda lista L � Qm�a� b�� m � �� tal que nenhuma caixa tem altura
maior que Z� temos que

GQm�L� � �mOPT �L� � Z�

onde

�m �

���  se m � ���
m

m��
��

se m � ��

Mais ainda� este limite �e justo�

�
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�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� � �� �� �� �� �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
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�
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b

a

p��a

b� q�b

� p�a

Figura �
� Um n��vel em um empacotamento NFDHy para L � C �p��� p�  �� q���a� b�


Dem� A desigualdade segue aplicando�se o Lema �
�
� e o Lema �
�
�
 Para provar
a justeza do limite� para cada m � � considere a inst�ancia Lm � �c�� � � � � cn�� onde
n � k�m��� � �m� ����� k � m� e

ci �

���
�
�
k
� �
k
� �� �i� ���

�
se i mod � � �m� ��� � ���

�
m
� �
m
� �� �i� ���

�
caso contr�ario�

Note que �� � ��
 Assim� podemos considerar a inst�ancia L� para provar que os
limites �� e �� s�ao justos


Deixaremos a prova a cargo do leitor� j�a que esta pode ser feita de maneira an�aloga �a
prova do Teorema �
�
�


�

����	 Algoritmo C

Descreveremos a seguir um algoritmo que chamaremos de Algoritmo C� desenvolvido por
Li e Cheng ����� que divide a lista L em v�arias sublistas� e aplica em cada uma destas
sublistas um algoritmo apropriado
 Dois destes algoritmos s�ao os algoritmos NFDHx e
NFDHy


J�a vimos que o Algoritmo NFDHx tem limite de desempenho de pior caso ilimitado

Entretanto� para inst�ancias onde as caixas obedecem certas restri�c�oes� descritas a seguir�

�



o Algoritmo NFDHx deixa de ter um tal desempenho
 Isto tamb�em �e v�alido para o
Algoritmo NFDHy


Nos pr�oximos dois lemas veremos que o algoritmo NFDH nos d�a um limite su�
perior para a altura do empacotamento quando a inst�ancia est�a contida no conjunto
C �p��� p�  q��� q���a� b�� onde �

p�
e �

q�
s�ao inteiros
 Lembramos aqui que

C �p��� p�  q��� q���a� b� � fci � �xi� yi� zi� � p��a � xi � p�a � q��b � yi � q�bg �

onde � � p�� � p� � �� � � q�� � q� � �� a � � e b � �


Lema ������ Se � �e um empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDHd� d � fx� yg�
aplicado a uma instancia L � C �p��� p�  q��� q���a� b�� onde �

p�
e �

q�
s�ao inteiros e Z �

maxfz�c� � c � Lg� ent�ao
H��� � p�

p��
q�

q��
V �L�

ab
� Z �

Dem� Como q��b � yi � q�b e p��b � xi � p�b� para cada caixa ci em L� cada n��vel de
� cont�em �

q�
faixas e cada faixa cont�em �

p�
caixas
 Portanto� por n��vel �exceto talvez o

�ultimo n��vel� temos �
q�

�
p�

caixas� cada caixa com �area de fundo superior �a q��p��ab
 Assim� a

�area utilizada em cada n��vel �e de pelo menos q��p��ab

q�p�

 A demonstra�c�ao segue aplicando�se

o Lema �
�
�

�

Doravante assumiremos que se d � fx� yg ent�ao d � fx� yg n d


Lema ������ Para d � fx� yg� seja �d o empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDHd

aplicado a uma instancia Ld� onde nenhuma caixa tem altura maior que Z�

�a� Se Ly � C �p��� p�  �� q���a� b� e q� � � ent�ao H��y� � p�

p�����q��
V �Ly�
ab

� Z �

�b� Se Lx � C ��� p�  q��� q���a� b� e p� � � ent�ao H��x� � q�

q�����p��
V �Lx�
ab

� Z �

Em ambos os casos estamos supondo que �
p�
e �

q�
s�ao inteiros�

Dem� Consideremos o Caso �a�
 Seja Ly � �c�� � � � � cn�
 Como p��a � xi � p�a� h�a
pelo menos �

p�
faixas paralelas ao eixo y
 Como yi � q�b� temos que a soma das larguras

das caixas em uma faixa �e de pelo menos b � q�b �veja a Figura �
�
 Logo� a �area total
ocupada em cada n��vel� exceto talvez o �ultimo n��vel� �e de pelo menos �

p�
p��a�b � q�b�
 A

demonstra�c�ao segue aplicando�se o Lema �
�
�


A demonstra�c�ao para o Caso �b� �e an�aloga

�

��



Corol�ario ������ Se � �e um empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDHy aplicado a
uma instancia L � C

h
�

m��
� �
m

 �� �
m

i
�a� b�� m � �� e Z � maxfz�c� � c � Lg ent�ao

H��� �
�
m � �

m� �

�
V �L�

ab
� Z �

O mesmo resultado vale para um empacotamento gerado pelo Algoritmo NFDHx aplicado
a uma instancia L � C

h
�� �

m
 �

m��
� �
m

i
�a� b��

�

Veremos agora um outro algoritmo que �e usado pelo Algoritmo C
 Trata�se de um
algoritmo extremamente simples� denominado de UC �Uma Coluna�


Algoritmo UC�L�

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � R�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


�� Construa um empacotamento � colocando as caixas de L uma sobre a outra

�� Retorne �


m algoritmo�

Os seguintes resultados relacionados a este algoritmo s�ao triviais� mas ser�ao mencio�
nados para uso posterior


Lema ������ Se s �e uma constante e S�c� � s� para toda caixa c em L � �c�� � � � � cn��
ent�ao

UC�L� � V �L�

s
�

Dem� V �L� �
P

c�L x�c�y�c�z�c� �
P

c�L S�c�z�c� � s
P

c�L z�c� � s � UC�L� �
�

Lema �����	 Seja L uma lista e L� uma sublista de L� L� � �c�� c�� � � � � cn�� onde xi �
a
�

e yi �
b
�

�i � �� � � � � n�� Ent�ao se �� �e o empacotamento gerado pelo Algoritmo UC
aplicado �a lista L�� temos que

OPT �L� � H���� �

��
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�



�



Ly�

Lx�
Lx�
�



x
� aa

�
a



b



b
�

y

�



L�

Figura �
�� Parti�c�ao da lista L efetuada pelo Algoritmo C


Dem� Isto �e claro� j�a que duas caixas de L� n�ao podem ser empacotadas lado a lado


�

O Algoritmo C� descrito a seguir� �e baseado na observa�c�ao de que quando as caixas
t�em fundos similares o Algoritmo NFDH e suas variantes podem dar bons empacotamen�
tos
 Assim� este algoritmo divide a inst�ancia L em oito sublistas e aplica um algoritmo
apropriado para cada sublista


Na Figura �
� �e indicada a parti�c�ao de L efetuada pelo Algoritmo C
 Nesta 	gura�
a fra�c�ao p

q
indicada em cada regi�ao signi	ca que o algoritmo gera um empacotamento

da sublista correspondente com �area de fundo de pelo menos p

q
ab
 Isto 	car�a claro na

an�alise do desempenho do algoritmo
 Esta mesma explica�c�ao vale para as 	guras de
outros algoritmos que ser�ao apresentados mais tarde


Algoritmo C�L�

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � R�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b��� 


�� Particione a lista L em oito sublistas como segue �veja a Figura �
��


��



L� � L
T C h�

�
� �  �

�
� �
i
�a� b�� L� � L

T C h�� �



 �� �



i
�a� b��

Lx
� � L

T C h�
�
� �  �



� �
�

i
�a� b�� Ly

� � L
T C h�



� �
�

 �
�
� �
i
�a� b�

Lx

 � L

T C h�
�
� �  �� �




i
�a� b�� Ly


 � L
T C h�� �



 �

�
� �
i
�a� b��

Lx
� � L

T C h�


� �
�

 �� �
�

i
�a� b�

TX �a� b�� Ly
� � L

T C h�� �
�

 �


� �
�

i
�a� b�

TY�a� b��

�� ��  UC�L��

�� �xi  NFDHy�Lx

i �� para i � �� �� 

	� �yi  NFDHx�Ly

i �� para i � �� �� 

�� ��  G
�L��

�� � � ��k�x�k�y�k � � � k�x�k�y�k��

�� Retorne �


m algoritmo�

Como j�a mencionamos� o algoritmoC foi desenvolvido por Li e Cheng ���� que tamb�em
provaram o seguinte resultado


Teorema ������ Para qualquer instancia L do PET �a� b�� na qual nenhuma caixa tem
altura maior que Z� temos que

C�L� � �� �� �OPT �L� � �Z �

Mais ainda� este limite �e justo�

Dem� No Passo � do algoritmo C temos que �� �e o empacotamento de L�� gerado pelo
Algoritmo UC
 Como cada caixa de L� tem pelo menos ab

�
de �area� pelo Lema �
�
��

segue que

V �L�� � ab


H���� �

Seja h� � H����
 Reescrevendo a desigualdade acima� temos que

h�

� V �L��

ab
� ��
��

No Passo � �e gerado o empacotamento �di da lista Ld
i aplicando o Algoritmo NFDHd�

i � �� �� d � x� y
 Assim� aplicando o Lema �
�
�� �as listas Lx
� e Ly

�� temos que

H��x�� � �
V �Lx

��

ab
� Z � ��
�

��
��

H��y�� � �
V �Ly

��

ab
� Z � ��
��

��



Aplicando o Lema �
�
�� �as listas Lx

 � Ly


� �
x
� e �y� temos

H��x
� � �
V �Lx


�

ab
� Z � ��
��

H��y
� � �
V �Ly


�

ab
� Z � ��
��

H��x�� � �
V �Lx

��

ab
� Z � ��
��

H��y�� � �
V �Ly

��

ab
� Z � ��
���

No Passo � �e aplicado o Algoritmo G
 em L�
 Como L� � R
�a� b�� segue pelo Lema
�
�
� que

H���� � �
V �L��

ab
� Z � ��
���

Fazendo H �
P

i��������

P
d�x�yH��di � � H���� � �Z e usando as desigualdades ��
�

�a ��
���� temos que
�

�
H � �

ab

X
i��������

X
d�x�y

V �Ld
i � � V �L�� � ��
���

Usando as desigualdades ��
�� e ��
���� concluimos que

�


h� �

�

�
H � �

ab
V �L�� �

�

ab
V �L n L��

� V �L�

ab
� OPT �L� �

i
e
�

OPT �L� � �


h� �

�

�
H � ��
���

Como a lista L� �e empacotada pelo Algoritmo UC e as caixas ci em L� s�ao tais que
xi �

a
�

e yi �
b
�
� pelo Lema �
�
�� temos que

OPT �L� � h� � ��
��

Das desigualdades ��
��� e ��
��� obtemos que OPT �L� � maxfh�� h�� � H


g


Por outro lado� temos tamb�em que C�L� � h� � H � �Z
 Assim�

C�L�

OPT �L�
� h� � H

OPT �L�
�

�Z

OPT �L�
� h� � H

maxfh�� h�� � H


g �

�Z

OPT �L�
�

�



�a� �n n	
veis deste tipo�

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

C

�B�B

CCC

A

�b� n n	
veis neste tipo�

C

C

C

C

�B�B

CCC

A

C

C

C

C C

C

C

C

�B

A���
�

� 	� �
�

� 	� C���
�
� 	� �

�
� 	��B���



� �


�

Figura �
�� Empacotamento para mostrar a justeza do limite de desempenho do Algoritmo
C


i
e
�

C�L� � � �OPT �L� � �Z � ��
���

onde � � h��H

maxfh��h�� �H
�
g 


Temos dois casos a analisar


Caso �� h� � h�
�

� H




 Ent�ao� h� � �
�
H� e portanto�

� �
h� � H

h�
� � �

H

h�
� � �

�


� �� �� �

Caso �� h� � h�
�

� H




 Ent�ao � � h��H
h�
�
�H

�




Como � �e uma fun�c�ao estritamente crescente com rela�c�ao a h� e h� � �
�
H� temos que

� �e m�aximo quando h� � �
�
H e� portanto� � � �� ��


Em ambos os casos temos que

C�L� � �� �� �OPT �L� � �Z �

Para mostrar a justeza do limite� considere a seguinte inst�ancia L do PET ��� ���
L � I� � I�
 A lista I� consiste de n caixas de dimens�ao ��

�
� 	� �

�
� 	� �� e a lista I�

��



consiste de ��n caixas �c�� � � � � c�	n�� onde

ci �

���������������

�
�


� �


� �� �i� ���

�
se i mod �� � ��

�
�
� 	� �

�
� 	� �� �i� ���

�
se i mod �� � �� �� � � � � ��

�
k
� �
k
� �� �i� ���

�
se i mod �� � ��

com k su	cientemente grande


Quando o Algoritmo C �e aplicado a L� no Passo � do algoritmo apenas as listas L� � I�
e L� � I� s�ao geradas
 Todas as demais listas s�ao vazias


�E claro que a altura do empacotamento �� de I� �e n


Vamos ent�ao considerar o empacotamento de I� gerado pelo algoritmo G

 Primeiro�
G
 ordena I� em ordem n�ao�crescente de altura� n�ao causando altera�c�oes em I�
 Ent�ao
G
 divide I� em sublistas L�i tal que a �area acumulativa em cada sublista n�ao excede �

�

�cf
 Lema �
�
��
 Fazendo com que�
�

�

��
� �

�
�

�
� 	

��
�
�

�

k

��
� 

�
e

�
�

�

��
� �

�
�

�
� 	

��
�
�

�

k

��
�
�

�

�

��
�



�
�

obtemos
�

k�
� �

�
	 � �	� � � �

Para que esta desigualdade seja v�alida� basta tomar um 	 bem pequeno e k � �


�E f�acil ver que s�ao �n sublistas L��� L
�
�� � � � � L

�
�n� cada uma contendo �� caixas� i
e
�

Li � �c�	�i������ c�	�i������ � � � � c�	i� � para i � �� � � � � �n �

Assim� a altura do empacotamento de I� �e

�nX
i��

z�	�i����� �
�nX
i��

��� ���i� ���� � �n� �n��n� ��� �

Juntando as alturas dos empacotamentos de I� e I� temos que C�L� � ��n��n��n����


Considere agora um empacotamento no qual h�a �n � �� n��veis� dos quais �n n��veis
s�ao do tipo indicado na Figura �
� �a�� e n n��veis s�ao do tipo indicado na Figura �
� �b�

Como podemos fazer com que k seja grande o su	ciente de forma que o fundo � �

k
� �
k
� seja

t�ao pequeno quanto se queira� podemos empacotar todas as caixas com fundo � �
k
� �
k
� em

apenas um n��vel
 Logo�

lim
����	

C�L�

OPT �L�
�

��n

n � �
� �� �� �

e a raz�ao acima pode 	car t�ao pr�oxima de ���� quanto se queira

�

��



����
 Algoritmo CQQ

Li e Cheng ���� mostraram que modi	cando o Algoritmo C para tratar o caso em que a
inst�ancia L consiste de caixas com fundo quadrado e a � b� pode�se garantir limites de
desempenho melhores


Algoritmo CQQ�L�

Entrada� Constante a e uma lista de caixas L � Q�a� a�

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� a���


�� Particione a lista L em tr�es sublistas� L�� L� e L
 �veja a Figura �
���

L� � L
� C


�

�
� �  

�

�
� �
	
�a� b� �

L� � L
� C


�

�
�
�

�
 

�

�
�

�

�

	
�a� b� �

L
 � L
� C


��

�

�
 ��

�

�

	
�a� b� �

�� ��  UC�L��

�� ��  NFDHx�L��

	� �
  GQ
�L
�

�� � � ��k��k�


�� Retorne �


m algoritmo�

Teorema ������ Para qualquer instancia L � Q�a� b�� onde nenhuma caixa tem altura
maior que Z� temos que

CQQ�L� � �� ���� �OPT �L� � �Z �

Mais ainda� este limite �e justo�

Dem� A demonstra�c�ao �e an�aloga �a do Teorema �
�
��
 Note que� no Passo �� o Algoritmo
NFDHx coloca quatro caixas em cada n��vel� cada um com �area de fundo de pelo menos
a�

�

 Assim� h�a uma garantia de pelo menos �

�
a� de �area de fundo em cada n��vel� exceto

talvez o �ultimo


No Passo  �e usado o Algoritmo GQm� m � �� que garante um m��nimo de
�
m��
m

��
a�

de �area de fundo em cada n��vel� i
e
� �
�
a� em cada n��vel


Assim� procedendo como no caso do Algoritmo C� obtemos uma raz�ao � tal que

� �
h� � H

maxfh�� ��h� � �
�
Hg �

�

��
� �� ���� �

��
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Figura �
�� Parti�c�ao da lista L efetuada pelo Algoritmo CQQ


�a� �n n	
veis deste tipo�
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�b� ��n n	
veis deste tipo�

C

C
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Figura �
�� Empacotamentos para mostrar a justeza do limite de desempenho do Algo�
ritmo CQQ


��



Para mostrar a justeza do limite mencionado� Li e Cheng constru��ram uma lista de
caixas L � L� � L� para o PET ��� �� com ��n caixas de tamanho ��

�
� 	� �

�
� 	� �� em L�

e ���n caixas em L�� L� � �c�� � � � � c
�n�� onde

ci �

���������������

�
�


� �


� �� �i� ���

�
se i mod � � ��

�
�
� 	� �

�
� 	� �� �i� ���

�
se i mod � � �� �� � � � � ���

�
k
� �
k
� �� �i� ���

�
se i mod � � � 


Escolhendo valores apropriados para 	 e k� podemos for�car L� � �c�� � � � � c
�n� ser
particionado em ��n sublistas� cada uma contendo �n caixas
 Para isto� impor as duas
condi�c�oes abaixo� �

�

�

��
�
�

�

�
� 	

��
�� �

�

k�
� �

�
e ��
����

�

�

��
�
�

�

�
� 	

��
�� �

�

k�
�
�

�

�

��
�

�

�
� ��
���

Para satisfazer as inequa�c�oes ��
��� e ��
���� basta tomarmos 	 bem pequeno e k � �


N�ao �e dif��cil veri	car que a altura gerada pelo empacotamento CQQ�L� �e

CQQ�L� � �n� ���n���n� ��� �

Por outro lado� h�a ��n� � n��veis no empacotamento �otimo� onde �n n��veis s�ao do tipo
indicado na Figura �
��a�� ��n n��veis s�ao do tipo indicado na Figura �
��b� e um n��vel
cont�em as caixas de fundo � �

k
� �
k
�
 Logo OPT �L� � ��n � �� donde segue que

CQQ

OPT �L�
�

�n� ���n���n� ���

��n � �
�

Como a raz�ao acima pode se tornar t�ao pr�oxima de �

��

quanto se queira� a prova est�a
completa


�

����� Algoritmo CQm� m � �

Li e Cheng ���� tamb�em mostraram que a mesma id�eia do Algoritmo CQQ pode ser usada
para inst�ancias com caixas de fundo quadrado e pequeno


��



Algoritmo CQm�LL�� m � �

Entrada� Constantes a e b e uma lista de caixas L � Qm�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b��� 


�� Se a � b ent�ao

���� Divida a lista L em tr�es sublistas L�� L� e L
� sendo

L� � L
� C


�

m � �
�

�

m
 

�

m � �
�

�

m

	
�a� b� �

L� � L
� C


��

�

m � �
 

�

m � �
�

�

m

	
�a� b� �

L
 � L
� C


��

�

m � �
 ��

�

m � �

	
�a� b� �

���� ��  NFDHx�L��


���� ��  NFDHx�L��


��	� �
  GQm���L
�


���� � ��k��k�



�� Se a � b ent�ao construa um empacotamento � an�alogo ao constru��do no Passo �

�� Retorne �


m algoritmo�

Teorema ������ Para qualquer lista L � Qm�a� b�� m � �� onde nenhuma caixa tem
altura maior que Z� tem�se que

CQm�L� �
�
m � �

m

��
OPT �L� � �Z �

Mais ainda� este limite �e justo�

Dem� Sejam L�� L� e L
 as sublistas de L geradas pelo Algoritmo CQm
 Aplicando o
Lema �
�
�� �a lista L� obtemos

H���� �
�
m � �

m

�� V �L��

ab
� Z � ��
���

Aplicando o Lema �
�
�� �a lista L� obtemos

H���� �
�
m � �

m

�� V �L��

ab
� Z � ��
���

��



Finalmente� para o empacotamento �
 de L
� obtido pelo algoritmo GQm��� temos
pelo Lema �
�
��

H��
� �
�
m � �

m

�� V �L
�

ab
� Z � ��
���

De ��
���� ��
��� e ��
���� segue que

H��� �
�
m � �

m

�� V �L�

ab
� �Z�

Usando o Lema �
�
� concluimos que

H��� �
�
m � �

m

��
OPT �L� � �Z �

A justeza do limite pode ser provada considerando a inst�ancia Lm�� constru��da na
prova do Teorema �
�
�


�

����� Algoritmo CQ

No caso especial em que todas as caixas a serem empacotadas t�em fundo quadrado e
B � �a� b���� n�ao necessariamente com a � b� usamos a mesma estrat�egia de dividir a
inst�ancia em mais partes para conseguir um melhor resultado


Algoritmo CQ�L�

Entrada� Lista de caixas de fundo quadrado L � Q�a� b�

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


�� Se a � b ent�ao

���� Particione a lista L � �c�� � � � � cn� em quatro sublistas� L�� L�� � � � � L� �veja a
Figura �
��


L� � L
� C


�� �  

�

�
� �
	
�a� b� �

L� � L
� C


��

�

�
 

�

�
�

�

�

	
�a� b� �

L
 � L
� C


�

�
�
�

�
 

�

�
�

�

�

	
�a� b� �

L� � L
� C


��

�

�
 ��

�

�

	
�a� b� �

��
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�
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�

b
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L� �
�

L��
�

�
�

L�

Figura �
�� Parti�c�ao da lista L efetuada pelo Algoritmo CQ


���� Gere um empacotamento �� de L�� procedendo da seguinte maneira


������ Divida a lista L� em duas sublistas L�� e L���� sendo

L�� �

�
ci � L� � xiyi �

ab



�
�

L��� � L� n L�� �

������ ���  UC�L���


������ ����  NFDHx�L����


����	� Construa um empacotamento ����� de L� da seguinte forma

����	��� Seja w�c� � x�c� e h�c� � z�c�� 	c � L� 

����	��� B  UD�L��

����	��� �����x� �c�� ����y� �c�� ����z� �c��  �Bw�c�� ��Bh�c��� 	c � L� 


������ Seja �� � f���k����� ����� g tal que H���� � minfH����k������ H������ �g

���� �i  NFDHx�Li� para i � �� �


��	� ��  GQ
�L��


���� � ��k � � � k��


�� Se a � b ent�ao construa um empacotamento an�alogo �� procedendo como no Passo �
�mudando apenas a dire�c�ao do empacotamento�


�� Retorne �


m algoritmo�

��



Teorema ������ Se L �e uma instancia do PET �a� b�� onde todas as caixas de L tem
fundo quadrado e altura no m�aximo Z� ent�ao

CQ�L� � �� ������ �OPT �L� �
��

�
Z �

Dem� Pela de	ni�c�ao de L�� duas caixas de L� n�ao podem ser colocadas lado a lado na
dire�c�ao do eixo y
 Podemos ent�ao usar o AlgoritmoUD para encontrar um empacotamento
����� de L� e conseguir uma rela�c�ao com o empacotamento �otimo de L�
 Pelo Teorema �
�
��
temos que

H������ � � �


OPT �L�� �

��

�
Z �

Como L� � L e H���� � H������ � obtemos que

H���� � �


OPT �L� �

��

�
Z �

Seja h� � H����� �


Z
 Substituindo h� na desigualdade acima temos que

h� � �


OPT �L� �

i
e
�

OPT �L� � 

�
h� � ��
���

Como a �area de fundo de cada caixa de L�� �e pelo menos ab
�

� pelo Lema �
�
�� segue
que

H����� � 
V �L���
ab

� ��
���

No empacotamento ����� temos que cada caixa de L��� tem comprimento menor que a
�



Portanto� L��� � C
h
�� �

�
 �

�
� �
i
�a� b�
 Assim� pelo Lema �
�
�� obtemos que

H������ � 
V �L����
ab

� Z � ��
���

Somando as desigualdades ��
��� e ��
����

H����k����� � H����� � H������ � 
V �L��

ab
� Z �

Claramente� H���� � H����k�����
 Este fato juntamente com a de	ni�c�ao de h�� implica que

h� � 
V �L��

ab
� Z � ��

�
Z �

��



i
e
�

h� � 
V �L��

ab
� ��
��

Note que podemos aplicar o Lema �
�
�� �a lista L� obtendo

H���� � �



V �L��

ab
� Z � ��
���

Aplicando o Lema �
�
�� �a lista L
 obtemos

H��
� � �



V �L
�

ab
� Z � ��
���

O empacotamento de �� �e gerado pelo Algoritmo GQ
� aplicado a L�
 Como L� �
Q
�a� b�� pelo Lema �
�
� temos que

H���� � �



V �L��

ab
� Z � ��
���

Somando as desigualdades ��
��� a ��
���� resulta que

�X
i��

H��i� � �



V �L� � � � � � L��

ab
� �Z �

De	na H como H �
P�

i��H��i�� �Z
 Ent�ao� da desigualdade acima temos que

H � �



V �L� � � � � � L��

ab
� ��
���

De ��
�� e ��
���� segue que

V �L�

ab
�
V �L��

ab
�
V �L� � � � � � L��

ab
� 

�
H �

h�

�

Como OPT �L� � V �L�
ab

� obtemos da desigualdade acima que

OPT �L� � h�


�


�
H � ��
���

Juntando ��
��� e ��
���� temos que

OPT �L� � max

�
h�
�
�
h�


�
H

�

�
� ��
���

�



Por outro lado�

H��� � H���� �
�X
i��

H��i� � h� �
��

�
Z � H � �Z �

i
e
�

H��� � h� � H �
��

�
Z �

Ent�ao�

H���

OPT �L�
�

h� � H

OPT �L�
�

��

�

Z

OPT �L�

� h� � H

max
n
�
�
h��

h�
�

� �
�
H
o �

��

�

Z

OPT �L�
�

i
e
�

H��� � � �OPT �L� �
��

�
Z �

onde

� �
h� � H

max
n
�
�
h��

h�
�

� �
�
H
o �

Para analisar a raz�ao � � h��H

maxf �

�
h��

h�
�
� �

�
Hg � vamos considerar dois casos


Caso �� �
�
h� � h�

�
� �

�
H 


Neste caso� H � ��
	
h�� e portanto�

� �
h� � H

�
�
h�

� h� � ��
	
h�

�
�
h�

�
���

�
� �� ������ �

Caso �� �
�
h� � h�

�
� �

�
H 


Neste caso temos que h� � 	
��
H e � � h��H

h�
�
� �

�
H




Como � �e uma fun�c�ao estritamente crescente com h�� � atinge o valor m�aximo quando
h� � 	

��
H
 Logo�

� �
h� � H
h�
�

� �
�
H
�

	
��
H � H

�
�
	
��
H � �

�
H

�
���

�
� �� ������ �

Tanto no Caso � como no Caso �� temos que � � �� ������
 Isto completa a prova do
teorema


�

��



���� Algoritmo Cm� m � �

A mesma id�eia do Algoritmo CQQ aplicada a inst�ancias L em Rm�a� b�� tamb�em nos d�a
um bom algoritmo
 Note que n�ao h�a problema em se reparametrizar o problema para que
possamos trabalhar com o PET ��� ��
 Portanto� neste exemplo vamos considerar que o
problema foi reparametrizado para o PET ��� ��


Algoritmo Cm�L�� m � �

Entrada� Lista de caixas L � �c�� � � � � cn� � Rm��� �� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���


�� Divida a lista L � �c�� � � � � cn� em tr�es sublistas�

L� � L
� C


�

m � �
�

�

m
 ��

�

m

	
��� ��

�X ��� �� �

L� � L
� C


��

�

m
 

�

m � �
�

�

m

	
��� ��

�Y��� �� �

L
 � L
� C


��

�

m � �
 ��

�

m � �

	
��� �� �

�� ��  NFDHy�L��

�� ��  NFDHx�L��

	� �
  Gm���L
�

�� � ��k��k�


�� Retorne �


m algoritmo�

Lema ������ Para qualquer instancia L � Rm��� ��� m � �� onde nenhuma caixa tem
altura maior que Z� tem�se que

Cm�L� �
�
m � �

m� �

�
V �L� � �Z �

Dem� Sejam L�� L� e L
 as sublistas de L geradas pelo Algoritmo Cm
 Aplicando o Lema
�
�
�� �as listas L� e L�� temos que

H��i� �
�
m � �

m� �

�
V �Li� � Z � i � �� � � ��
���

Pelo Lema �
�
�� temos que

H��
� �
�
m � �

m� �

�
V �L
� � Z � ��
���

��



Assim� das desigualdades ��
��� e ��
���� temos que

H��� �
�
m � �

m� �

�
V �L� � �Z �

�

Teorema ������ Para qualquer instancia L � Rm��� ��� m � �� onde nenhuma caixa
tem altura maior que Z� tem�se que

Cm�L� �
�
m � �

m� �

�
OPT �L� � �Z �

Mais ainda� este limite �e justo�

Dem� A desigualdade decorre diretamente da aplica�c�ao dos Lemas �
�
�� e �
�
�


A justeza do limite pode ser provada considerando�se a inst�ancia Lm�� da prova do
Teorema �
�
�


�

����� Algoritmo C�

m
� m � �

Apesar do Algoritmo Cm ter um bom limite de desempenho assint�otico �que melhora a
medida que m cresce�� Li e Cheng n�ao exploraram ao m�aximo a id�eia de subdividir a
inst�ancia
 Apresentamos a seguir um algoritmo que desenvolvemos� que divide a inst�ancia
em mais partes e tem um limite de desempenho assint�otico melhor


Algoritmo C�
m�L�� m � �

Entrada� Lista de caixas L � Rm��� ��

Sa��da� Empacotamento � de L em B � ��� ����


�� Particione L � �c�� � � � � cn� em sublistas L�� L�� L
� L�� assim de	nidas�

L� � L
� C


�

m � �
�

�

m
 

�

m � �
�

�

m

	
��� �� �

L� � L
� C


��

�

m � �
 

�

m � �
�

�

m

	
��� �� �

L
 � L
� C


�

m � �
�

�

m
 ��

�

m � �

	
��� �� �

L� � L
� C


��

�

m � �
 ��

�

m � �

	
��� �� �

��



�� ��  NFDH�L��

�� ��  NFDHx�L��

	� �
  NFDHy�L
�

�� ��  Cm���L��

�� � ��k��k�
k��

�� Retorne �


m algoritmo�

Lema ������ Para toda lista de caixas L � Rm��� ��� m � �� onde nenhuma caixa tem
altura maior que Z� tem�se que

C�
m�L� �

�
m � �

m

��
V �L� � �Z �

Dem� Sejam L�� L�� L
 e L� as sublistas de L geradas pelo Algoritmo C�
m
 Aplicando o

Lema �
�
�� �a lista L� e o Lema �
�
�� �as listas L� e L
� temos que

H��i� �
�
m � �

m

��
V �Li� � Z � para i � �� �� � � ��
���

Note que L� � Rm����� ��
 Como L� �e empacotada pelo Algoritmo Cm��� pelo Lema
�
�
�� temos que

H���� �
�
m � �

m

�
V �L�� � �Z �

�
m � �

m

��
V �L�� � �Z � ��
��

De ��
��� e ��
��� segue que

H��� �
�
m � �

m

��
V �L� � �Z �

Isto completa a demonstra�c�ao do lema

�

Teorema ������ Para toda lista de caixas L � Rm��� ��� m � �� onde nenhuma caixa
tem altura maior que Z� tem�se que

C�
m�L� �

�
m � �

m

��
OPT �L� � �Z �

Dem� Segue diretamente da aplica�c�ao do Lema �
�
� e do Lema �
�
��

�

��



������ Algoritmo R

Nesta se�c�ao descreveremos um algoritmo que desenvolvemos e que aproveita muitas das
t�ecnicas usadas no Algoritmo C
 Provaremos que este algoritmo tem um limite de desem�
penho assint�otico menor que ����� 


Antes de descrevermos este algoritmo� vamos descrever um outro algoritmo que recebe
como entrada duas listas de caixas satisfazendo certas condi�c�oes� e gera um empacota�
mento parcial dessas duas listas
 Este algoritmo� chamado Duas Colunas �DC�� pode
ser informalmente descrito como segue


Primeiramente o algoritmo determina qual lista de caixas tem a menor soma de alturas
e constr�oi um empacotamento da lista que tem a menor soma� colocando uma caixa em
cima da outra �formando uma pilha�� come�cando do fundo
 A seguir� vai colocando as
caixas da outra lista� uma em cima da outra� come�cando do fundo� ao lado da pilha da
primeira lista
 O empacotamento prossegue at�e que a pr�oxima caixa fa�ca com que a nova
pilha ultrapasse ou 	que com altura igual �a altura da primeira pilha
 Neste momento�
sem empacotar tal caixa� o processo termina


Note que� mesmo que as duas listas tenham alturas iguais� uma delas n�ao ser�a total�
mente empacotada
 Ou seja� o empacotamento �e parcial
 As duas pilhas geradas 	cam
uma ao lado da outra� separadas por um plano imagin�ario� que pode ser perpendicular ao
eixo x ou y
 Denotaremos por DCx �respectivamente DCy� o algoritmo Duas Colunas
que toma este plano perpendicular ao eixo x �respectivamente y�
 A �unica restri�c�ao sobre
as listas de entrada �e que estas devem permitir que tal plano possa ser colocado entre o
empacotamento
 Veja a Figura �
��


Uma descri�c�ao mais detalhada do algoritmo �e dada a seguir


Algoritmo DCx�L�� L��

Entrada� Lista de caixas L�� L� � Rm��� �� tais que x�ci� � x�cj� � � para toda caixa
ci � L� e cj � L�


Sa��da� Empacotamento parcial ���� de L��� � L� � L� em B � ��� ���� e lista de caixas
�L� � L�� n L��� 


�� Seja z�  z�L��� z�  z�L�� 

�� Se z� � z� ent�ao construa um empacotamento ���� da seguinte maneira�

��� Come�cando do fundo �da caixa B� coloque todas as caixas de L� uma sobre a
outra� dispondo�as mais �a esquerda


���� Come�cando do fundo v�a colocando as caixas de L�� uma sobre a outra� no
espa�co vago que as caixas de L� deixaram� dispondo�as mais �a direita
 Fa�ca
isto at�e que a pr�oxima caixa c a ser empacotada seja tal que a soma das alturas
das caixas empacotadas de L� mais a altura de c seja maior ou igual a z�


��
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����
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����
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����
���
����
���
�

� � �

L� parte das caixas de L�

x

y

Caixas que restaram da lista L�


z

Figura �
��� Vis�ao frontal do empacotamento gerado por DCx�L�� L��


Neste momento� sem que a caixa c seja empacotada� pare o processo
 Seja L��
a sublista de L� contendo as caixas que n�ao foram empacotadas em ����


���� Retorne ������ L
�
��


�� Se z� � z� ent�ao construa um empacotamento ���� an�alogo ao do Passo �� invertendo
os pap�eis de L� e L�


m algoritmo�

O AlgoritmoDCy �e de	nido analogamente ao AlgoritmoDCx
 Usamos a denomina�c�ao
DC para designar tanto DCx como DCy
 Dizemos que um empacotamento �e do tipo
duas colunas se ele foi gerado pelo Algoritmo DC


O seguinte lema pode ser observado sobre o Algoritmo DC


Lema ������ Se ���R� �e um par resultante da chamada do algoritmo DC�L�� L�� e R �e
uma lista vazia� ent�ao L� e L� devem ser vazias tamb�em�

Lema �����	 Sejam L� e L� duas listas de caixas que s�ao sublistas de uma lista L� e seja
� um empacotamento tipo duas colunas formadas por L� e L�� Se s� e s� s�ao constantes
tais que

S�c� � s� 	c � L��

S�c� � s� 	c � L��

��



ent�ao

H��� �
V �L� � L��

s� � s�
� Z �

onde Z � maxfz�c� � c � Lg�

Dem� �E claro que H��� � maxfz�L��� z�L��g
 Sem perda de generalidade� suponha que
z�L�� � z�L��� i
e
� H��� � z�L��
 Ent�ao

H���� Z � z�L�� � ��
���

Como z�L��� z�L�� � Z� substituindo z�L�� por H���� obtemos

H���� Z � z�L�� � ��
���

Como S�c� � s�� 	c � L�� segue que

V �L�� � z�L�� � s� �
Combinando a desigualdade ��
���� com a desigualdade acima� temos que

V �L�� � �H���� Z� � s� � ��
���

Fazendo o mesmo para a lista L�� obtemos

V �L�� � �H���� Z� � s� � ��
���

Somando as desigualdades ��
��� e ��
���� temos que

V �L�� � V �L�� � �H���� Z� � �s� � s�� �

donde segue que

H��� � V �L� � L��

s� � s�
� Z �

provando o lema

�

Descreveremos a seguir um algoritmo que desenvolvemos� denominado Algoritmo R�
que faz uso do Algoritmo DC


A estrat�egia usada para desenvolver este algoritmo foi estudar as parti�c�oes geradas
pelo Algoritmo C� constru��do por Li e Cheng ����� procurando detectar as parti�c�oes con�
sideradas gargalo do problema
 Observamos que a maioria das parti�c�oes consideradas no

��
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L� L�L
��
� L��

�
�
L�

p

��
�

L��
�



L���
L�





�
�

L��





L�

�
�
L	


�p

�

�
�

�
�

L��
�
�

L��

L���





�



p

��
�

L��

a
�p

�

a

b

a



a
�

b
�

b


b
�


�p

�

b

p

��
�

b

a
�

p

��
�

a

Figura �
��� Parti�c�ao da lista L efetuada pelo Algoritmo R


Algoritmo C� quando submetidas a este algoritmo� geravam empacotamentos com �area de
fundo de pelo menos �



� exceto uma que tinha �area de fundo de pelo menos �

�
�veja a Figura

�
��
 Notamos que muitas destas parti�c�oes podiam ser reparticionadas gerando assim em�
pacotamentos com �areas de fundo melhores
 Constatamos que o gargalo se encontrava em
apenas tr�es parti�c�oes
 Mais precisamente� nas sublistas L�� L

x
� e Ly

� �veja a Figura �
��

Assim� a estrat�egia foi usar o Algoritmo DC para combinar estas tr�es sublistas cr��ticas�
de forma a obter melhores garantias de �area nos empacotamentos destas sublistas


Algoritmo R�L�

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � R�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b��� 


�� Divida a lista L em sublistas L��� L
��
�� L

�
�� L

��
�� L

�

� L

��

� L�� L�� � � � � L�
� como segue �veja a

Figura �
���


��



L��� � L
T C h�

�
� 
�

p



�
 �

�
� 
�

p



�

i
�a� b�� L�� �

�
L
T C h�

�
� �  �

�
� �
i
�a� b�

�
n L����

L�� � L
T C hp
��

�
� �
�

 �
�
� �
i
�a� b�� L��� � L

T C h�


�
p

��
�

 �
�
� �
i
�a� b��

L� � L
T C h�

�
� �



 �
�
� �
i
�a� b�� L� � L

T C h�� �
�

 �
�
� �
i
�a� b��

L�
 � L
T C h�

�
� �  

p

��
�

� �
�

i
�a� b�� L��
 � L

T C h�
�
� �  �



�
p

��
�

i
�a� b��

L� � L
T C h�

�
� �  �

�
� �



i
�a� b�� L� � L

T C h�
�
� �  �� �

�

i
�a� b��

L � L
T C h�



� �
�

 �


� �
�

i
�a� b�� L� � L

T C h�� �



 �


� �
�

i
�a� b��

L�	 � L
T C h�



� �
�

 �� �



i
�a� b�� L�� � L

T C h�� �



 �
�
� �



i
�a� b�

TY�a� b��

L�� � L
T C h�

�
� �



 �� �



i
�a� b�

TX �a� b�� L�
 � L
T C h�� �

�
 �� �

�

i
�a� b��

�� ������ R����  DCx�L���� L
��
��
 Seja L��� a lista das caixas de ����


�� ����
� R��
�  DCx�L��� n L���� L
��

�
 Seja L��
 a lista das caixas de ���



	� Sejam

L�  �L�� � L���� n �L��� � L��
� �

L�  �L�� � L���� n L��� �

L
  �L�
 � L��
� n L��
 �

�� ��  UC�L��

�� �i  NFDHx�Li� para i � �� � �� �� �� ��

�� �i  NFDHy�Li� para i � �� �� �� ��� ��

�� ��
  G��L�
�

�� � ����k���
k��k � � � k��


��� Retorne �


m algoritmo�

Teorema ������ Para qualquer instancia L do PET �a� b�� onde nenhuma caixa tem al�
tura maior que Z� tem�se que

R�L� � �� ��� �OPT �L� � �Z �

Dem� Primeiramente observe que as listas L�� L� e L s�ao empacotadas pelo Algoritmo
NFDH
 Portanto� pelo Lema �
�
��� temos

H��i� � �

�

V �Li�

ab
� Z � para i � � � � ��
���

H��� � �



V �L�

ab
� Z � ��
��

��



Observe tamb�em que as listas L�� L� e L�� s�ao empacotadas pelo Algoritmo NFDHx

e as listas L�� L�	 e L�� s�ao empacotadas pelo Algoritmo NFDHy
 Pelo Lema �
�
��
segue que

H��i� � �

�

V �Li�

ab
� Z � para i � �� �  ��
��

H��i� � �



V �Li�

ab
� Z � para i � �� ��  ��
��

H��i� � �
V �Li�

ab
� Z � para i � ��� �� � ��
��

��
�

A lista L�
 pertence ao conjunto R��a� b� e �e empacotada pelo Algoritmo G�
 Portanto�
pelo Lema �
�
�� temos que

H���
� � �
V �L�
�

ab
� Z � ��
��

Observe que todas as caixas de L��� e L��
 t�em �area de fundo de pelo menos �
�
� e toda

caixa de L��� tem �area de fundo de pelo menos �
�

 Logo� pelo Lema �
�
��

H��i� � ��

�

V �Li�

ab
� Z � para i � f��� ��� ��� ��g � ��
��

Juntando as desigualdades ��
��� at�e ��
��� segue que

H��i� � �p
�� �

V �Li�

ab
� Z � para i � f��� ��� ��� ��� � � � � � ��g � ��
��

Daqui em diante iremos dividir a demonstra�c�ao em tr�es casos� conforme o tipo das
caixas da lista R��
 gerada no Passo �


Caso �� R��
 � � 


Pelo Lema �
�
��� temos que se a lista R��
 �e vazia� ent�ao L��� n L��� e L��
 s�ao vazias

Em particular� L��� � L���� i
e
� L��� foi totalmente consumida no empacotamento ���� e�
portanto� cada caixa da lista L� de	nida no Passo  tem �area de fundo de pelo menos

�p

�

�pois L� torna�se igual a L���


Pelo Lema �
�
��� temos que

H���� � 

��p
�

V �L��

ab
� ��
��

Note que L� � C
h
�


� �
�

 �
�
� �
i

e L
 � C
h
�
�
� �  �



� �
�

i

 Assim� aplicando o Lema �
�
��

�as listas L� e L
� temos que

H��i� � �
V �Li�

ab
� Z � i � �� � � ��
��

�



Das desigualdades ��
�� e ��
�� seque que

H��i� � �
V �Li�

ab
� Z � para i � f��� ��� ��� ��� �� �� � � � � ��g � ��
���

De	nindo H como H � H������ �H����
� �H���� � � � ��H���
�� �Z� resulta que

H � �
V �L��� � L��
 � L� � � � � � L�
�

ab
� ��
���

Seja h � H����
 Como OPT �L� � V �L�
ab

� temos pelas desigualdades ��
�� e ��
��� que

OPT �L� � H



� h
�

�p


�

�



Pelo Lema �
�
� temos tamb�em que OPT �L� � h
 Assim�

OPT �L� � max

�
h�

�
��p�



�
h �

H

�

�
�

Como H��� � H � h � �Z� temos que

R�L� � � �OPT �L� � �Z � onde � �
h � H

max
n
h�
�

�p

�

�
h � H




o �

Fazendo uma an�alise do denominador de �� concluimos que � � ��

p



�
� �� ���� � � �




Caso �� � 
� R��
 � L



Como R��
 � L
� temos que todas as caixas de L��� n L��� foram consumidas no empa�
cotamento ���

 Portanto� a lista L� de	nida no Passo  s�o tem caixas de L��� i
e
� toda

caixa de L�� tem �area de fundo de pelo menos 
�p

�


 A continua�c�ao da demonstra�c�ao para
este caso �e an�aloga �a do Caso �


Caso �� � 
� R��
 � L���


Neste caso� temos que todas as caixas de L��
 foram consumidas no empacotamento
���

 �E f�acil ver que � 
� R��� � L���� e portanto� podemos concluir tamb�em que todas as
caixas de L��� foram consumidas no empacotamento ����� i
e
� L� � L�� e L
 � L�

 Observe
que podemos aplicar o Lema �
�
�� �as listas L� e L
 obtendo

H��i� � �p
�� �

V �Li�

ab
� Z � i � �� � � ��
���

��



Juntando as desigualdades ��
�� e ��
���� temos

H��i� � �p
�� �

V �Li�

ab
� Z � para i � f�� � � � � ��� ��� ��� ��� ��g � ��
���

Como cada caixa de L�� empacotada pelo Algoritmo UC� tem �area de pelo menos �
�
� temos

pelo Lema �
�
�� que

H���� � 
V �L��

ab
� ��
��

De	nindo h e H como no Caso �� ou seja� h � H���� e H � H���� � � � �� H���
� �
H������ � H����
�� �Z� e usando ��
���� temos que

H � �p
�� �

V �L� � � � � � L�
 � L��� � L��
�

ab
� ��
���

De ��
�� e ��
��� segue que

V �L�

ab
�
V �L�� � V �L� � � � � � L�
 � L��� � L��
�

ab
� h


�

�p
�� �

�

�
H �

Como OPT �L� � V �L�
ab

e OPT �L� � h� temos que OPT �L� � max
n
h� h

�
�
�p


��
�

�
H
o




Procedendo da mesma forma como 	zemos anteriormente� concluimos que

R�L� � � �OPT �L� � �Z � onde � �
h � H

max
n
h� h

�
�
�p


��
�

�
H
o �

Analisando �� novamente obtemos que � � ��

p



�
� �� ���� � � � 


�

������ Algoritmo T

Descreveremos nesta se�c�ao um algoritmo que desenvolvemos para o PET �a� b�� denomi�
nado de Algoritmo T� cujo limite de desempenho assint�otico �e menor ou igual a �


Este algoritmo aproveita v�arias id�eias j�a anteriormente exploradas�

� Garantia de �area m��nima �como no Algoritmo C��
� Combina�c�ao de duas listas de caixas �como no Algoritmo R��
� Uso do algoritmo UD �como no Algoritmo CQ da se�c�ao anterior�


��



A id�eia deste algoritmo consiste em usar o Algoritmo DC para combinar listas com
garantias de �area de �



e �

�
de forma que uma destas seja totalmente consumida no empa�

cotamento combinado
 Depois� conforme o resultado da combina�c�ao� veri	car o melhor
empacotamento poss��vel


Sem perda de generalidade� considere o PET ��� ��


Algoritmo T �L�

Entrada� Lista de caixas L � R��� �� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � ��� ���� 


�� Divida a lista L em sublistas L��� L
��
�� L

���
� � L�� L

�

� L�� � � � � L�� L

�
�� L� � � � � L��� como

segue �veja a Figura �
����

L�� � L
T C h�


� �  �


� �
i
��� ��� L��� � L

T C h�
�
� �


 �
�
� �
i
��� ���

L���� � L
T C h �

�
� �  �

�
� �


i
��� ��� L� � L

T C h


� �
�

 �
�
� �
i
��� ���

L�
 � L
T C h�



� 



 �
�
� �
i
��� ��� L� � L

T C h�
�
� �



 �
�
� �
i
��� ���

L� � L
T C h�� �

�
 �

�
� �
i
��� ��� L� � L

T C h�
�
� �  



� �
�

i
��� ���

L�� � L
T C h�

�
� �  �



� 



i
��� ��� L � L

T C h�
�
� �  �

�
� �



i
��� ���

L� � L
T C h�

�
� �  �� �

�

i
��� ��� L�	 � L

T C h�


� �
�

 �


� �
�

i
��� ���

L�� � L
T C h�� �



 �



� �
�

i
��� ��� L�� � L

T C h�


� �
�

 �� �



i
��� ���

L�
 � L
T C h�� �



 �

�
� �



i
��� ��

TY��� ��� L�� � L
T C h�

�
� �



 �� �



i
��� ��

TX ��� ���

L�� � L
T C h�� �

�
 �� �

�

i
��� ���

�� ����
� R��
�  DCx�L���� L
�

�
 Seja L��
 a lista das caixas em ���
 


�� ������ R����  DCy�L���� n L��
� L
�
��
 Seja L��� a lista das caixas em ���� 


	� L�  �L�� � L��� � L���� � n �L��
 � L���� 

�� L
  L�
 n L��
 

�� L�  L�� n L��� 

�� ��  UC�L�� 

�� �i  NFDHx�Li� para i � �� � � � � �� ��� ��� �� 

�� �i  NFDHy�Li� para i � �� � � � � �� ��� � 

��� ���  G��L��� 


� Temos quatro casos a considerar conforme os valores de R��
 e R���


��� Caso �� Se �R��
 � L���� e �R��� � L���� � ent�ao

����� � ���
k����k��k��k��k��k��k�k � � � k��� 


��



����� V�a para o Passo ��


��� Caso �� Se �R��
 � L�
� e �R��� � L���� � ent�ao

� Gere um empacotamento ���� de L��� � L� � � � � � L� da seguinte forma�

����� Construa um empacotamento ����� de L��� da seguinte maneira�

������� Seja w�c� � x�c� e h�c� � z�c� 	c � L���
������� B  UD�L����


������� ���x����c�� �
�y
����c�� �

�z
����c��  �Bw�c�� ��Bh�c��� 	c � L��� 


����� ������  ��k � � � k�� 


����� Seja ���� � f������ ������g tal que H������ � minfH�������� H��������g 


���	� � ���
k����k����k��k � � � k��� 


����� V�a para o Passo �� 


��� Caso �� Se �R��
 � L���� e �R��� � L�� ent�ao proceda analogamente ao Caso � �de
forma sim�etrica �a reta ���� ��� ��� ���� 


�	� Caso 	� Se �R��
 � L
� e �R��� � L�� ent�ao

�	��� � ���
k����k��k � � � k��� 


��� Retorne � 


m algoritmo�

Teorema ������ Para toda lista de caixas L� onde nenhuma caixa tem altura maior que
Z� temos que

T �L� � � �OPT �L� �
��

�
Z �

Dem� Os empacotamentos ���
 e ���� foram constru��dos pelo Algoritmo DC
 Pelo Lema
�
�
��

H����
� � V �L��
�
�
�

� �
�

� Z �

e portanto�

H����
� � ��

�
V �L��
� � Z � �

�
V �L��
� � Z � ��
���

Analogamente� para ���� temos

H������ � �

�
V �L���� � Z � ��
���

��
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Figura �
��� Parti�c�ao da lista L efetuada pelo Algoritmo T 


��



Da mesma forma como visto anteriormente� valem as seguintes desigualdades�

H��i� � �V �Li� � Z para i � �� �� ��
���

H��i� � �

�
V �Li� � Z para i � �� � �� �� �� �� � � � � ��� ��
���

Vamos analisar cada um dos casos separadamente


Caso �� �R��
 � L���� e �R��� � L���� �

Como temos �R��
 � L���� e �R��� � L���� �� isto signi	ca que todas as caixas de L�
 est�ao no
empacotamento ���
 e todas as caixas de L�� est�ao em ����
 Portanto� H��
� � H���� � �


Como cada caixa de L� tem �area de fundo maior ou igual a �
�
� temos pelo Lema �
�
���

H���� � V �L�� � ��
���

Juntando as desigualdades ��
���� ��
��� e ��
���� temos

H��i� � �

�
V �Li� � Z para i � S � � f��� ��� ��� ��� �� � �� �� �� �� � � � � ��g � ��
���

Seja h � H��i� e H �
P

i�S� H��i�� �Z
 Da de	ni�c�ao de h e da desigualdade ��
���
temos que V �L�� � �

�
h
 De ��
��� e da de	ni�c�ao de H temos que

P
i�S� V �Li� � 



H


Somando estas duas �ultimas desigualdades� segue que V �L� � �
�
h � 



H
 Como

OPT �L� � V �L�� obtemos

OPT �L� � �


h �

�

�
H � ��
���

Note que s�o podemos colocar as caixas de L� uma sobre a outra
 Logo�

OPT �L� � h � ��
���

De ��
��� e ��
���� segue que OPT �L� � max
n
h� �

�
h � 



H
o


 Por outro lado� temos

que H��� � h � H � �Z
 Portanto�

H���

OPT �L�
�

h � H

OPT �L�
�

�Z

OPT �L�
� h � H

max
n
h� �

�
h � 



H
o �

�Z

OPT �L�

ou seja�
H��� � � �OPT �L� � �Z �

onde

� �
h � H

max
n
h� �

�
h � 



H
o �

Analisando a raz�ao acima n�ao �e dif��cil concluir que � � �


��



Caso �� �R��
 � L
� e �R��� � L���� �

Pelo Teorema �
�
�� para o empacotamento ����� temos que

UD�L���� � �


�OPT f�L���� �

��

�
Z �

Como as caixas n�ao podem ser rotacionadas e todas as caixas de L��� t�em largura maior
que �

�
� temos que OPT f�L���� � OPT �L���� � OPT �L�� i
e
�

H������� �
�


�OPT �L� �

��

�
Z �

Seja h � H������� �


Z
 Ent�ao h � H������� �



Z e portanto� h � �

�
OPT �L�� i
e
�

OPT �L� � 

�
h � ��
��

Como R��
 � L
� segue que todas as caixas de L��� foram consumidas no empacotamento
���
 e� portanto� cada caixa de L� tem �area maior ou igual a �

��

 Pelo Lema �
�
��� temos

que

H���� � ��

�
V �L�� � ��
���

De ��
���� ��
��� e ��
���� concluimos que

H�������� �
�X
i��

H��i� � ��

�
V �L� � � � � � L�� � Z � ��
���

Como h � H������� �


Z e H������ � H��������� segue que

h � ��

�
V �L� � � � � � L�� � Z � ��

�
Z �

e portanto�

h � ��

�
V �L� � � � � � L�� � ��
���

Seja S � � f��� ��� ��� ��� �� �� �� � � � � ��g e H �
P

i�S� H��i�� ��Z
 Ent�ao

H � X
i�S�

�

�
V �Li� �

ou seja�
�

�
H � X

i�S�
V �Li� � ��
���

��



Seja S �� � S � � f�� � � � � �g

De ��
��� e ��
���� temos que

V �L� �
X
i�S��

V �Li� � �

��
h �

�

�
H � ��
���

Como OPT �L� � V �L�� concluimos que

OPT �L� � �

��
h �

�

�
H � ��
���

As desigualdades ��
�� e ��
��� implicam que

OPT �L� � max
�



�
h�

�

��
h �

�

�
H


� ��
���

Por outro lado� H��� � H������ �
P

i�S� H��i�
 Desta desigualdade e das de	ni�c�oes
de h e H� segue que

H��� �
�
h �

��

�
Z
�

� �H � ��Z� � h � H �
��

�
Z � ��
���

Da mesma forma como procedemos no caso anterior� usando ��
��� e ��
��� obtemos
que

H��� � � �OPT �L� �
��

�
Z�

onde

� �
h � H

max
n
�
�
h� �

��
h � 



H
o �

Analisando a raz�ao que de	ne � concluimos que � � �



� ����� � �


Caso �� �R��
 � L���� e �R��� � L��

A demonstra�c�ao deste caso �e an�aloga �a do Caso �


Caso 	� �R��
 � L
� e �R��� � L��

Como �R��
 � L
� e �R��� � L��� todas as caixas de L��� e L���� foram consumidas nos
empacotamentos ���
 e ����
 Portanto� todas as caixas de L� t�em pelo menos ��

��
de �area

de fundo
 Assim� pelo Lema �
�
��� temos

H���� � �

��
V �Li� � ��
���

��



Das desigualdades ��
���� ��
��� e ��
���� concluimos que

H��i� � �V �Li� � Z para i � f��� ��� ��� ��� �� � � � � ��g � ��
��

Procedendo como na demonstra�c�ao do Caso �� �e f�acil ver que

H��� � � �OPT �L� � ��Z�

onde

� �
h � H

max
n
h� ��

��
h � �



H
o �

Neste caso tamb�em� analisando a raz�ao acima concluimos que � � �


Nos quatro casos considerados obtivemos que H��� � � � OPT �L� � ���

Z
 Podemos

assim considerar completa a prova do teorema


�

Como esta se�c�ao possui muitos algoritmos e a maioria destes partilham das mesmas
id�eias� construimos um diagrama� 	gura �
��� mostrando a evolu�c�ao dos algoritmos desta
se�c�ao
 Os ret�angulos representam as principais id�eias usadas nos algoritmos e os c��rculos
representam os algoritmos


Um arco ligando uma id�eia X a um algoritmo A indica que o algoritmo A faz uso da
id�eia X
 Um arco ligando um algoritmo A� a um algoritmo A� indica que o algoritmo A�

aproveita id�eias do algoritmo A�


Note que os algoritmos G�� Gm e GQm usam como id�eia principal a garantia de �area
em cada n��vel
 J�a o Algoritmo Cm �e uma evolu�c�ao do Algoritmo Gm e explora a divis�ao
da inst�ancia em mais partes para garantir uma melhor �area por n��vel
 Fato an�alogo ocorre
no Algoritmo CQm
 O Algoritmo C�

m usa as mesmas id�eias do Algoritmo Cm� mas divide
a inst�ancia em mais partes e garante �areas melhores por n��vel


Al�em das id�eias j�a mencionadas� os algoritmos CQQ e C tratam diferenciadamente
as caixas que d�ao pouca garantia de �area
 Os algoritmos CQ e R dividem as caixas
basicamente em tr�es grupos
 Um grupo com caixas com pouca� outro com m�edia e outro
com boa garantia de �area
 O Algoritmo CQ trata os dois primeiros grupos usando um
algoritmo de empacotamento bidimensional em faixa e o Algoritmo R trata estes grupos
usando o Algoritmo DC �Duas Colunas�
 Finalmente� o Algoritmo T usa um algoritmo
de empacotamento bidimensional em faixa e tamb�em o Algoritmo DC para tratar dos
grupos cr��ticos


��
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Figura �
��� Evolu�c�ao dos algoritmos da se�c�ao �
� 


�



��� Algoritmos com esquema de arredondamento

Em ����� Li e Cheng ���� propuseram uma classe de algoritmos de aproxima�c�ao para o
PET ��� �� chamados algoritmos level strip
 Descreveremos aqui v�arios desses algoritmos


A estrat�egia usada por esses algoritmos consiste em particionar a lista L em sublistas
L�� L�� � � �� de tal forma que em cada sublista Li as caixas tenham alturas pr�oximas
 A
partir da��� os algoritmos seguem diferentes esquemas para empacotar cada sublista Li

Mas todos eles dividem os n��veis em faixas� e para a constru�c�ao dos empacotamentos das
caixas nas faixas� usam um algoritmo de empacotamento unidimensional on�line


Esses autores usaram quatro algoritmos de empacotamento unidimensional� NF � FF �
BF e HM �vistos no Cap��tulo ��


Vamos supor que B � ��� ���� e seja T um n�umero tal que T � maxfz�c� � c � Lg

Normalize a altura T para � e todas as caixas de L na mesma propor�c�ao
 Considere L
como sendo a lista j�a normalizada


Todos os algoritmos desta se�c�ao t�em como entrada um par�ametro r� � � r � �� e um
empacotamento produzido por estes algoritmos consiste de n��veis� sendo que cada n��vel
tem altura rk� k � �� k inteiro


Toda caixa c em L� tal que rk�� � z�c� � rk� �e submetida a um arredondamento na
altura rk
 O arredondamento pode ser t�ao pequeno quanto se queira� bastando para isto
tomar r su	cientemente pr�oximo de �


Cada n��vel �e dividido em faixas de largura � e comprimentos em um conjunto pr�e�
de	nido fl�� l�� � � �g� onde � � l� � l� � � � �
 Ademais� cada caixa c em L �e submetida a
um arredondamento no comprimento para lm quando lm�� � x�c� � lm
 Uma caixa c com
rk�� � z�c� � rk e lm�� � x�c� � lm� �e empacotada em uma faixa de comprimento lm em
um n��vel de altura rk


Os algoritmos diferem entre si de acordo com

�� o esquema de arredondamento� i
e
� o conjunto de poss��veis comprimentos para as
faixas e a maneira em que um n��vel �e particionado em faixas


�� o algoritmo para empacotamento unidimensional utilizado para empacotar as caixas
na faixa correspondente


����� Um primeiro esquema de arredondamento

Veremos aqui uma classe de algoritmos cujo esquema de arredondamento considera o
conjunto de comprimentos

n
�� �

�
� �
�
� � � � � �

�m
� � � �

o

 Um n��vel de altura rk� k � �� �e chamado

um k
n��vel
 Uma faixa de comprimento �
�m

em um k�n��vel �e chamada uma �k�m�
faixa


��



Da mesma forma� uma caixa c tal que rk�� � z�c� � rk e �
�m�� � x�c� � �

�m
�e chamada

uma �k�m�
caixa
 Seja Su � fNF� FF�BF�HMg
 Para cada A � Su� de	niremos um
algoritmo chamado ALSr
 Este algoritmo empacota todas as �k�m��caixas em �k�m��
faixas usando o algoritmo unidimensional A
 Damos a seguir� uma descri�c�ao mais formal
do Algoritmo ALSr


Algoritmo ALSr�L�� A � Su� � � r � �

Entrada� Lista de caixas L � �c�� � � � � cn� � R��� �� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � ��� ���� 


�� Para cada caixa c � L� fa�ca�

���� Sejam k e m inteiros tal que c �e uma �k�m��caixa


���� Seja S o conjunto das �k�m��faixas criadas at�e o momento


���� Se o Algoritmo A consegue empacotar a caixa c em uma das faixas de S� ent�ao
empacote�a


��	� Caso n�ao consiga� procure uma �k�m���faixa tal que m� � m e m� �e o maior
poss��vel


Caso encontre� Particione a �k�m���faixa em novas faixas de comprimento
���m

����� ���m
����� � � �� ���m���� ��m e ��m e empacote a caixa c em uma

das duas �k�m��faixas criadas


Caso n�ao encontre� Crie um novo k�n��vel e particione este n��vel em novas
faixas de comprimentos �

�
� �
�
� � � � � ���m���� ��m e ��m e empacote a caixa c

em uma das duas �k�m��faixas criadas


�� Seja � o empacotamento constru��do no Passo �

�� Retorne �


m algoritmo�

As constantes UA e CA� bem como as fun�c�oes peso WA que ser�ao mencionadas a seguir�
s�ao aquelas de	nidas na Se�c�ao �
� do cap��tulo anterior


Teorema ����� Para qualquer constante r� � � r � �� e qualquer lista de caixas L na
qual nenhuma caixa tem altura maior que Z� temos que

ALSr�L� �
�UA
r

OPT �L� �
� � �CA
r��� r�

Z �

Mais ainda� o limite �UA
r

�e justo se UA �e um limite justo para o Algoritmo A�

Dem� De	na o volume de uma caixa c associada �a fun�c�ao peso WA como sendo V �c� �
z�c�x�c�WA�y�c��
 Seja V �L� �

P
c�L V �c�
 Ent�ao vale o seguinte resultado


��



� V �L� � UAOPT �L� �

De fato�

V �L� �
X
c�L

z�c�x�x�WA�y�c�� �X
c�L

z�c�x�c�UAy�c�

� UA
X
c�L

z�c�x�x�y�c� � UA � V �L� � UA �OPT �L� �

Note que enquanto o empacotamento da lista L �e gerado� L �e dividido em sublistas L	�
L�� � � � � Lk� � � �� onde Lk � fc � L � rk�� � z�c� � rkg
 Posteriormente� cada sublista Lk �e
dividida em sublistas Lk�	� Lk��� � � � � Lk�m� � � �� onde Lk�m � fc � Lk � �

�m�� � x�c� � �
�m
g�

i
e
� a lista Lk�m cont�em todas as �k�m��caixas


Seja V k � V �Lk�
 Como todas as �k�m��caixas t�em altura maior que rk�� e compri�
mento maior que �

�m�� � temos que

V k � rk��
X
c�Lk

x�c�WA�y�c��

� rk��
X
m�	

X
c�Lk�m

x�c�WA�y�c��

� rk��
X
m�	

�� �

�m��

X
c�Lk�m

WA�y�c��

�A �

Seja nk�m o n�umero de �k�m��faixas n�ao vazias em todos os k�n��veis
 Note que todas
as caixas em Lk�m s�ao empacotadas em nk�m �k�m��faixas� usando o Algoritmo A
 Pelo
Lema �
�
��

P
c�Lk�m WA�y�c�� � nk�m � CA
 Portanto�

V k �
rk��

�

X
m�	

�

�m
�nk�m � CA� �

rk��

�

��X
m�	

nk�m
�m

� �CA

�A �

Seja Nk o n�umero de k�n��veis
 Ent�ao vale a seguinte desigualdade�

� P
m�	 nk�m

�
�m

� Nk � � �

Para provar este fato� note que para qualquer k � �� todas as faixas vazias em todos os
k�n��veis s�ao de comprimentos diferentes� i
e
� h�a no m�aximo uma �k�m��faixa vazia para
cada m
 Como n�ao h�a uma �k� ���faixa vazia� o comprimento total de todas as faixas
vazias �e menor que

P
m�� ��m � �
 Como

P
m�	 nk�m��m �e o comprimento total de todas

as faixas n�ao vazias em todos os k�n��veis� o fato segue


��



Isto nos d�a

V k �
rk��

�
�Nk � �� � �CA�� �

Seja Z a altura da caixa mais alta em L e p tal que rp�� � Z � rp
 Claramente�
ALSr�L� �

P
k�p r

kNk
 Portanto� temos que

V �L� �
X
k�p

V k

�
X
k�p

rk��

�
�Nk � �� � �CA��

�
r

�

�
ALSr�L�� �� � �CA�rp

�� r

�
�

Conseq"uentemente�

ALSr�L� �
�

r
V �L� �

�� � �CA�rp

�� r
�

�UA
r

OPT �L� �
�� � �CA�

r��� r�
Z �

O seguinte exemplo demonstra a justeza do limite �UA
r

� se UA �e um limite justo para
o Algoritmo A
 Seja L� � �p�� p�� � � � � pn� uma lista de itens garantida pelo Lema �
�
�
 A
partir de L� de	na uma lista de caixas L � �c�� � � � � cn�� onde ci � ���a � ���a� pi� r � ���
� � i � n� onde a �e um inteiro grande e � �e um n�umero bem pequeno
 Claramente� no
empacotamento produzido pelo Algoritmo ALSr� h�a pelo menos A�L�� faixas de altura �
e comprimento �a��
 Denote por N � o menor n�umero de faixas usadas para empacotar L�

Como �

�a
� �

��a
�
�

�
�a
� �
�a��

i
� temos que ALSr�L� �

l
UAN

��DA

�a��

m
� UAN

��DA

�a��



Considere outro empacotamento no qual N � faixas de altura r� �� comprimento ��a �
���a e largura � s�ao empacotadas


H�a pelo menos b �
��a����a

c faixas em cada n��vel
 Como b �
��a����a

c � �
��a����a

� � �
�a���a��
����a

� a altura deste empacotamento �e no m�aximo

���� N ��
�a���a��
����a

�
���� �r � �� �

r�� � ��a�
�a � ��a � �

N � � C �

onde C �e uma constante


Portanto�

ALSr�L�

OPT �L�
� ��UAN � �DA�

r�� � ��a�N � � C��a � ��a � ��

�a � ��a � �

�a
�

��



Quando N � ��� a desigualdade se aproxima de

�UA
r

�a � ��a � �

�a�� � ��a�
�

e este valor pode ser tomado arbitrariamente pr�oximo de �UA
r

� escolhendo para a um valor
su	cientemente grande


����� Um esquema de arredondamento melhorado

O esquema de arredondamento anterior pode causar uma perda de ��! de espa�co no pior
caso
 Re	nando o esquema de arredondamento� pode�se melhorar o Algoritmo ALSr

Consideraremos aqui um esquema que permite comprimentos de faixa com valores ��m

ou �
�
��m� m � �
 Ou seja� neste caso� o conjunto de comprimentos de faixa poss��veis �e

�
��

�

�
�

�

�
�
�


�
�

�
�
�

�
�

�

��
�

�

��
� � � � �

�

�m
�

�

� � �m�� �
�

�m��
� � � �



�

Vamos denotar por ALS�r o algoritmo que usa este novo esquema de arredondamento

Neste algoritmo� como no algoritmo anterior� durante o empacotamento da lista L� esta �e
dividida em sublistas L�� L�� � � � � Lk� � � �� de acordo com as alturas das caixas
 Al�em disso�
cada lista Lk� k � �� �e posteriormente dividida em sublistas L	

k� L
�
k�m�

� m� � �� e L�
k�m�

�
m� � �� de	nidas a seguir


L	
k �

�
c � Lk � x�c� �

�

�



�

L�
k �

�
m���

L�
k�m�

� onde L�
k�m�

�
�
c � Lk �

�

� � �m��� � x�c� � �

�m�



�

L�
k �

�
m��	

L�
k�m�

� onde L�
k�m�

�
�
c � Lk �

�

�m���
� x�c� � �

� � �m�



�

Todos os k�n��veis s�ao particionados em tr�es classes� �� � e �
 Um n��vel na classe i �e
chamado �k� i�
n��vel
 Cada �k� ���n��vel tem apenas uma faixa chamada �k� ��
faixa� que
cont�em caixas de L	

k
 Faixas de comprimento ��m� �m� � ��� chamadas �k�m�� ��
faixas�
s�ao empacotadas em �k� ���n��veis e faixas de comprimento �



��m �m� � ��� chamadas

�k�m�� ��
faixas� s�ao empacotadas em �k� ���n��veis
 Caixas em L	
k �L�

k�m�
� L�

k�m�
� cha�

madas �k� ���caixas� ��k�m�� ���caixas� �k�m�� ���caixas� s�ao empacotadas em �k� ���faixas
��k�m�� ���faixas� �k�m�� ���faixas� usando o AlgoritmoA
 A descri�c�ao do algoritmoALS�r
�e dada a seguir


��



Algoritmo ALS�r �L�� A � Su� � � r � �

Entrada� Lista de caixas L � �c�� � � � � cn� � R��� �� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � ��� ���� 


�� Para cada caixa c � L� fa�ca�

���� Seja k tal que rk�� � x�c� � rk


���� Se c � L	
k ent�ao

������ Empacote a caixa c usando o Algoritmo A sobre as �k� ���faixas


������ Caso n�ao consiga� crie uma nova �k� ���faixa em um novo k�n��vel e em�
pacote a caixa c usando A sobre a nova faixa


���� Se c � L�
k ent�ao

������ Seja m� tal que �

��m���

� x�c� � �
�m�




������ Empacote a caixa c usando A sobre as �k�m�� ���faixas


������ Caso n�ao consiga� encontre uma nova �k�m�
�� ���faixa vazia �se necess�ario

crie um novo �k� ���n��vel� tal que m�
� � m�� sendo m�

� o maior poss��vel
 Di�
vida esta faixa em faixas de comprimentos ���m

�
�
���� �m

�
�
��� � � � � ���m�����

��m� e ��m� e empacote a caixa c em uma das duas �k�m�� ���faixas


��	� Se c � L�
k ent�ao

��	��� Seja m� tal que �
�m���

� x�c� � �

��m�




��	��� Empacote a caixa c usando A sobre as �k�m�� ���faixas


��	��� Caso n�ao consiga� encontre uma �k�m�
�� ���faixa vazia �se necess�ario

crie um novo �k� ���n��vel� criando inicialmente faixas de comprimento �


�

tal que m�
� � m�� sendo m�

� o maior poss��vel
 Divida esta faixa em novas
faixas de comprimentos �



���m

�
�
���� �



�m

�
�
��� � � � � �



���m����� �



��m� e �



��m�

e empacote a caixa c em uma das duas �k�m�� ���faixas


�� Seja � o empacotamento constru��do no Passo �

�� Retorne �


m algoritmo�

Teorema ����� Para qualquer constante r� � � r � �� e qualquer lista de caixas L na
qual nenhuma caixa tem altura maior que Z� temos que

ALS�r �L� �
�� ��UA

r
OPT �L� �

�
� �

�

�
CA

�
Z

r��� r�
�

Mais ainda� o limite ����UA
r

�e justo se UA �e um limite justo para o Algoritmo A�

��



Dem� Seja N i
k o n�umero de �k� i��n��veis e seja V

i

k � V �Li
k�� onde i � �� �� �
 Seja njk�nj o

n�umero de �k�mj� j��faixas para empacotar a lista Lj
k�mj

� e V
j

k�mj
� V �Lj

k�mj
�� j � �� �


Note que o n�umero de �k� ���faixas �e o mesmo que o n�umero de �k� ���n��veis
 Portanto�

V
	
k �

X
c�L�

k

z�c�x�c�WA�y�c��

�
rk��

�

X
c�L�

k

WA�y�c��

� rk��

�
�N	

k � CA� �

Para L�
k� temos que

V
�
k �

X
m���

V k�m�

�
X
m���

X
c�L�

k�m�

z�c�x�c�WA�y�c��

�
X
m���

�B�rk�� �

� � �m���
X

c�L�
k�m�

WA�y�c��

�CA
� �

�
rk��

X
m���

�
n�k�m�

� CA
�

��m� �

Como podemos colocar �m� �k�m�� ���faixas em um n��vel� segue que

V
�
k �

�

�
rk���N�

k � �� � CA�� �

Para L�
k� note que todas as faixas vazias em todos os �k� ���n��veis t�em comprimentos

diferentes� exceto quando m� � �
 Sendo m� � � pode haver duas faixas vazias� pois no
n��vel com m� � �� pode haver duas faixas de comprimento �



e a outra de �



subdividida


Portanto� o comprimento total de todas as faixas vazias em todos os �k� ���n��veis �e menor
que �



�
P

m��	
�


��m� � �� i
e
�

P
m��	 n

�
k�m�

�


��m� � N�

k � �
 Assim�

V
�
k �

X
m��	

V
�
k�m�

�
X
m��	

�B�rk�� �

�m���

X
c�L�

k�m�

WA�y�c��

�CA
� �


rk��

X
m��	

�
n�k�m�

� CA
� �

� � �m�

��



�
�


rk��


N�
k �

�
� �

�

�
CA

�	
�

�

�
rk��


N�
k �

�
� �

�

�
CA

�	
�

Portanto� se rp�� � Z � rp� usando um pouco de manipula�c�ao alg�ebrica� obtemos

UA �OPT �L� � V �L�

�
X
k�p

V k

�
X
k�p

�
V

	
k � V

�
k � V

�
k

�

�
X
k�p


r

�
rk�N	

k � CA� �
�r

�
rk�N�

k � �� � CA�� �
�r

�
rk�N�

k � �� �
�

�
CA��

	

� r
�

�

�
H� �

�

�
H�

�
�

onde

H� �
X
k�p

rk�N	
k � CA� e H� �

X
k�p

rk
�

�N�
k � �� � CA�� � �N�

k � �� �
�

�
CA��

�
�

Note que todas as caixas em L	 �
S
k�p L

	
k t�em comprimento maior que �

�

 Portanto�

n�ao podemos atravessar duas caixas de L	 com uma reta paralela �a coordenada x� no
empacotamento gerado pelo Algoritmo ALS�r 


Isto nos d�a uma nova rela�c�ao com OPT �L�� como segue


Dado L	 � �c�� � � � � ct�� construa uma lista de ret�angulos L� � �r�� � � � � rt�� onde rj
tem largura y�cj� e altura z�cj�� � � j � t
 Usando o mesmo modelo de empacotamento
usado em ���� temos que a altura do empacotamento �otimo de L	 �e igual �a altura do
empacotamento �otimo de L� em um ret�angulo de largura � e altura in	nita
 De	na a
fun�c�ao S da �area associada com a fun�c�ao peso como�

S�r� � z�r�WA�y�r�� �

Sendo S�L�� �
P

r�L� S�r�� pode�se provar que

� S�L�� � UAOPT �L��


Ent�ao� temos que

UA �OPT �L� � UA �OPT �L	� � UAOPT �L�� � S�L��

��



�
X
c�L�

z�c�WA�y�c�� �
X
k�p

X
c�L�

k

z�c�WA�y�c��

�
X
k�p

�B�rk�� X
c�L�

k

WA�y�c��

�CA � X
k�p

rk���N	
k � CA� � rH� �

Assim�

OPT �L� � r

UA
max

�
H��

�

�
H� �

�

�
H�

�
� ��
���

Por outro lado�

ALS�r �L� �
X
k�p

rkNk

�
X
k�p

rk�N	
k � N�

k � N�
k �

�
X
k�p


rk�N	

k � CA� � rk�N�
k � �� � CA�� � rk�N�

k � �� �
�

�
CA��

	

�
X
k�p

�
� �

�

�
CA

�
rk

� H� �H� �
�

� �
�

�
CA

�
Z

r��� r�
�

i
e
�

ALS�r �L� � H� �H� �
�

� �
�

�
CA

�
Z

r��� r�
� ��
���

Analisando a raz�ao

� �
H� �H�

max
�
H��

�
�
H� � �



H�

� �

concluimos que
� � �� �� � ��
���

Combinando as desigualdades ��
��� e ��
���� temos a desigualdade do teorema


A justeza do limite ����UA
r

�e ilustrada pelo exemplo dado a seguir� devido a Li e Cheng


Sejam N	 e N� dois n�umeros grandes e N� � N	
 Sejam L�i � �pi�� p
i
�� � � � � p

i
Ni

�� i � �� ��
uma lista de itens tal que OPT �L�i� � N �

i � Ni e A�L�i� � UAOPT �L�i��DA


Considere as seguintes duas listas de caixas L	 e L��

L	 � �c	�� c
	
�� � � � � c

	
N�

� � onde c	i �
�

�

�
� 	� p	i � r � �

�
� � � i � N	

L� � �c��� c
�
�� � � � � c

�
N�

� � onde c�i �
�

�

�

�

�m
� 	� p�i � r � �

�
� � � i � N� �

��



De	na L como sendo L � L	kL�
 Neste caso� temos que

ALS�r �L� � �UAN �
	 �DA�� �

�
UAN �

� �DA
�m

�
�

� UA

�
N �

	 �
N �

�

�m

�
�DA

�
� �

�

�m

�
�

Se forem escolhidos valores para N	 e N� de forma que
N �
�

N �
�

�
�

� �

�
���

� �

�
��m���

�
� ent�ao

OPT �L� � N �
	�r � ��
 Esta escolha �e poss��vel para NF � BF e FF usando o Lema

�
�
�
 Em ����� Lee e Lee provaram que isto tamb�em �e poss��vel para HM 
 Tomando�se
	 � ����m���� obt�em�se que

N �
	 �

N �
�

�m

OPT �L�
� �

r � �

�
� �

N �
�

N �
��m

�
�

�

r � �

�
� �

�



�� ���m

� � � � ���m���
� �

�m

�
�

Quando m � � e � � �� a raz�ao acima tende para ����
r


 Portanto� a raz�ao ALS�r �L�
OPT �L�

pode 	car arbitrariamente pr�oxima de ����UA
r

� escolhendo�se N	 su	cientemente grande

�

����� Um esquema de arredondamento melhor ainda

Usando a mesma id�eia dos dois algoritmos anteriores� pode�se obter melhorias para redu�
zir as perdas de arredondamento na dire�c�ao da largura
 Vimos que o primeiro algoritmo
tem um limite de desempenho esperado de

�
�
r

�
� � � UA � sendo o fator �

r
devido ao arre�

dondamento da altura� o fator � devido ao uso da pot�encia de �
�

no comprimento e UA
pelo uso do Algoritmo A na dire�c�ao da largura
 Vimos tamb�em que o segundo algoritmo
tem limite de desempenho esperado de

�
�
r

�
� �� �� � UA �e semelhante ao primeiro s�o que

utiliza uma heur��stica mais so	sticada na dire�c�ao do comprimento
 Al�em disso� as faixas
t�em comprimentos da forma �

�m
e �



�
�m

� sendo que o valor �� �� pode ser considerado como
uma m�edia pelo uso das duas formas de comprimentos de faixa usadas


Intuitivamente� um esquema de arredondamento mais re	nado� que faz uso de uma
pot�encia de s� � � s � �� na dire�c�ao do comprimento� com s pr�oximo de �� permiti�
ria reduzir as perdas devido ao arredondamento
 Entretanto� uma di	culdade em usar
s � �

�
�e que �

s
n�ao �e mais um inteiro� e portanto� uma faixa de comprimento sm n�ao

pode ser dividida em �
s

faixas de comprimento sm��
 Assim� ao inv�es de usar a divis�ao
bin�aria para criar faixas em um n��vel� cada n��vel �e preenchido com faixas usando a mesma
t�ecnica dos algoritmos de empacotamento unidimensional
 Em particular� Li e Cheng
provaram que usando a t�ecnica do Algoritmo FF � pode�se ter um limite de desempenho

�



assint�otico melhor
 Denominaremos este algoritmo de FFLSr�s� First Fit Level Strip
com par�ametros r� s� �� � r� s � ��


Da mesma forma como de	nido anteriormente� os n��veis ter�ao altura rk� k � �� sendo
este chamado de k
n��vel
 As faixas ter�ao comprimento sm� m � �
 Uma faixa de
comprimento sm em um k�n��vel �e denominado de �k�m�
faixa


De	ne�se �k�m�
caixas analogamente
 Para empacotar uma �k�m��caixa� o Algoritmo
FFLSr�s aplica o Algoritmo FF para empacotar esta caixa em uma das �k�m��faixas
existentes
 Caso n�ao consiga� empacota esta caixa em uma nova �k�m��faixa e aplica o
Algoritmo FF novamente para empacotar a faixa em um dos k�n��veis existentes


Mais formalmente� temos�

Algoritmo FFLSr�s�L�� � � r � s � �

Entrada� Lista de caixas L � �c�� � � � � cn� � R��� ��

Sa��da� Empacotamento � de L para o PET ��� ��

�� Para cada caixa c � L� fa�ca�

���� Sejam k e m inteiros tais que c seja uma �k�m��caixa


���� Seja Fk�m o conjunto das �k�m��faixas


���� Aplique o Algoritmo FF sobre o conjunto Fk�m para empacotar a caixa c


��	� Se uma nova faixa f foi criada contendo apenas a caixa c� ent�ao

��	��� Seja Nk o conjunto dos k�n��veis


��	��� Aplique o Algoritmo FF sobre Nk para empacotar na faixa f 


�� Seja � o empacotamento constru��do no Passo �

�� Retorne �


m algoritmo�

O prov�avel limite de desempenho assint�otico deste algoritmo �e �
r

�
���
s

�
��� �� � ���

r�s 
 O

fator �
r

�e devido ao arredondamento na altura da caixa na pot�encia de �
r
� o fator �

s
�e

devido ao arredondamento no comprimento em uma pot�encia de �
s

e um dos fatores ���
�e devido �a aplica�c�ao do Algoritmo FF para empacotar a caixa na faixa� e o �ultimo fator
��� �e devido �a aplica�c�ao do Algoritmo FF para empacotar as faixas nos n��veis
 Assim�
para r � �� s � �� temos que a raz�ao se aproxima de ����
 Li e Cheng mostraram que
este limite �e realmente v�alido� mas n�ao para todos os valores de s� mas somente aqueles
onde st � �

�
para algum t � �� t inteiro� como provado no lema abaixo


��



Lema ����� Se st 
� �
�
para qualquer inteiro t � �� ent�ao h�a uma instancia L para o

Algoritmo FFLSr�s tal que a raz�ao FFLSr�s�L�
OPT �L�

pode chegar t�ao pr�oxima de 
��
r

quanto se
queira�

Dem� Assuma que st�� � �
�
� st
 Seja L� � �p�� p�� � � � � pn� uma lista de itens tal que

OPT b�L�� � K e FF �L�� � �� �K��� onde K �e um inteiro par grande
 Considere um lista
de caixas L � �c�� c�� � � � � cn�� constru��da a partir de L�� tal que ci � �r � �� st�� � �� pi��
� � i � n
 Claramente� no empacotamento gerado pelo Algoritmo FFLSr�s� cada n��vel
tem altura �� contendo apenas uma faixa de comprimento st
 Portanto� FFLSr�s�L� �
�� �K � �
 Por outro lado� se escolhermos � bem pequeno� tal que st�� � � � �

�
� ent�ao

pode�se ter duas faixas por n��vel� e neste caso� OPT �L� �
�
K
�

�
�r � ��
 Quando K ��

e �� �� a raz�ao FFLSr�s�L�
OPT �L�

pode se aproximar de 
��
r

tanto quanto se queira


�

Os dois lemas seguintes� provados em ���� s�ao usados na demonstra�c�ao do limite de
desempenho assint�otico do algoritmo FFLSr�s quando st � �

�
para algum t � �


Lema ����	 Seja L � �c�� c�� � � � � cn� uma lista de caixas� Seja L� � �c��� c
�
�� � � �� c

�
n� outra

lista de caixas� onde z�c�i� � z�ci�� x�ci� e y�c�i� � WFF �y�ci��� � � i � n� Se L pode ser
empacotada em uma caixa B de altura h� comprimento k� largura �� ent�ao L� pode ser
empacotada em uma caixa B� de altura h� comprimento k e largura ����

Para � � s � �� de	na fs�x� � sblogs�x�c� � � x � �� i
e
� se sm�� � x � sm� ent�ao
fs�x� � sm
 Para � � a � �� de	na WFF�s�a� � WFF �fs�a��
 Seja I � fI � �p�� � � � � pn� �
pi � ��� �� e

Pn
i�� pi � �g e �s� � supI�I�WFF�s�I�� e ��s� �

P
m�	WFF �sm�


Lema ����� Seja L � �c�� � � � � cn� uma lista de caixas� Seja L� � �c��� c
�
�� � � �� c

�
n� outra

lista de caixas� onde z�c�i� � z�ci�� x�c�i� � WFF�s�x�ci�� e y�c�i� � y�ci�� � � i � n� Se L
pode ser empacotada em uma caixa B de altura h� comprimento � e largura w� ent�ao L�

pode ser empacotada em uma caixa B� de altura h� comprimento �s� e largura w�

Teorema ����� Para quaisquer constantes r e s� � � r� s � �� st � �
�
para algum t � ��

e qualquer lista de caixas L na qual nenhuma caixa tem altura superior a Z� temos que

FFLSr�s�L� �
�� ��s�

r
OPT �L� �

�
� � ���s�

r��� r�

�
Z �

onde limt�� �s� � �� � e ��s� � O���� ������

��



Dem� De	na uma nova fun�c�ao V � correspondente ao volume associado �a fun�c�ao peso� da
seguinte forma�

V s�c� � z�c�WFF�s�x�c��WFF �y�c�� �

Vamos provar que
V s�L� � �� ��s�OPT �L� �

Suponha que L possa ser empacotada em uma caixa de altura h� comprimento � e
largura �
 Seja L� � �c��� c

�
�� � � � c

�
n� uma lista de caixas� onde z�c�i� � z�ci�� x�c�i� � x�ci�

e y�c�i� � WFF �y�ci��� � � i � n
 Pelo Lema �
�
� temos que L� pode ser empacotada
em uma caixa B� de altura h� comprimento � e largura ���
 Seja L�� � �c���� c

��
�� � � � � c

��
n�

outra lista de caixas onde z�c��i � � z�c�i�� x�c��i � � WFF�s�x�c�i�� e y�c��i � � y�c�i�� � � i � n

Pelo Lema �
�
�� temos que L�� pode ser empacotada em uma caixa B�� de altura h�
comprimento �s� e largura ���
 Assim� V s�L� � �� ��s�h
 Colocando h � OPT �L�� o
fato segue


Seja V k�s � V s�Lk�
 Observe que

V k�s �
X
c�Lk

z�c�WFF�s�x�c��WFF �y�c��

� rk��
X
m�	

��WFF �sm�
X

c�Lk�m
WFF �y�c��

�A
� rk��

X
m�	

WFF �sm��nk�m � ��

� rk��

��X
m�	

WFF �sm�nk�m � �
X
m�	

WFF �sm�

�A �

Seja Sk o conjunto das faixas n�ao vazias em todos os k�n��veis
 Como as faixas de Sk
tamb�em s�ao empacotadas nos k�n��veis usando o Algoritmo FF � temos que WFF �Sk� �
Nk � �
 Como WFF �Sk� �

P
m�	WFF �sm�nk�m� obtemos que

V s�L� �
X
k�p

V k�s

� r
X
k�p

rk�Nk � �� ���s��

� r
�
FFLSr�s�L�� �� � ���s��

rp

�� r

�
�

Pelo fato anteriormente provado� temos que �� ��s�OPT �L� � V s�L�
 Esta desigual�
dade juntamente com a desigualdade acima nos fornece desigualdade desejada
 Por 	m�
falta provar que limt�� �s� � �� � e ��s� � O��� � s����
 N�ao reproduziremos aqui a
demonstra�c�ao desses resultados que pode ser encontrada em ���


�

��



Vale aqui chamar a aten�c�ao do leitor� quanto ao fato de que os algoritmos apresen�
tados nesta se�c�ao diferem substancialmente dos algoritmos vistos na se�c�ao anterior
 Os
algoritmos desta se�c�ao s�ao baseados numa primeira parti�c�ao da inst�ancia em fun�c�ao da
altura das caixas� enquanto os algoritmos da se�c�ao �
� particionam a inst�ancia quanto ao
fundo das caixas


��� Coment�arios

Neste cap��tulo� vimos v�arios algoritmos para o PET 
 O algoritmo com melhor limite de
desempenho assint�otico �e o Algoritmo FFLSr�s� � � r� s � �
 Vimos que FFLSr�s�L� � ��
OPT �L��� �Z� onde � pode chegar t�ao pr�oximo de �� �� quanto se queira� sendo que para
isto basta colocar r� s � �
 Infelizmente� a constante aditiva � do limite de desempenho
assint�otico �e demasiadamente grande� como referido por seus autores em ����
 Isto ocorre

pois a constante aditiva inclui o produto de dois n�umeros grandes
�

�
r���r� � �

s���s�
�

 A raz�ao

disto �e que �a medida que r e s se aproximam de �� as caixas tendem a ser empacotadas
em diferentes n��veis e diferentes faixas
 Isto faz com que aumente o n�umero de faixas e
n��veis incompletos


Outro algoritmo com limite de desempenho assint�otico um pouco maior� �e o Algoritmo
ALS�r � A � fNF� FF�BF�HMg
 Calculando a constante aditiva � para quando A � FF �
e 	xando valores para �� obtemos os seguintes resultados�

� � �� �� e � � ��
� � �� ��� e � � ����
� � � e � � ����

Como podemos ver� quando � � � a constante � possui um valor relativamente grande


Cabe aqui notar que� no caso do Algoritmo T � apresentado na Se�c�ao �
�
��� vimos que

T �L� � � �OPT �L� �
��

�
Z�

Ou seja� o limite de desempenho assint�otico do Algoritmo T �e menor ou igual a � e a
constante aditiva � �e menor que ��


Estas observa�c�oes devem ser levadas em conta ao re$etirmos sobre as vantagens e as
desvantagens de cada algoritmo
 Note ainda que� al�em da garantia de desempenho� h�a que
se considerar ainda os aspectos relativos �a sua implementa�c�ao
 N�ao discutiremos aqui estes
aspectos� j�a que a descri�c�ao de cada algoritmo permite concluir quando a implementa�c�ao
�e mais simples ou mais trabalhosa


��



Cap��tulo �

Algoritmos para o Problema do

Empacotamento Tridimensional

Ortogonal Orientado na Dimens�ao z

Neste cap��tulo trataremos do Problema do Empacotamento Tridimensional Ortogonal e
Orientado na Dimens�ao z� PETR
 Este problema foi estudado por Li e Cheng ����� que
desenvolveram algoritmos usando t�ecnicas semelhantes �as do algoritmo G�� descrito no
Cap��tulo �
 Os limites de desempenho assint�otico desses algoritmos n�ao se mostraram�
por�em� melhores que os do Algoritmo G�
 Lembramos aqui que o limite de desempenho
assint�otico do Algoritmo G� �e �

�



Apresentaremos aqui tr�es algoritmos que desenvolvemos
 Um deles �e para o PETR

e tem um limite de desempenho assint�otico menor que �� ��� 
 Os dois outros s�ao
para o PETR restrito a inst�ancias especiais
 Nesses dois casos exibiremos algoritmos com
limites de desempenho assint�otico melhores
 Esses resultados n�ao foram encontrados na
literatura


No Ap�endice C� mencionamos uma aplica�c�ao interessante do PETR


��� De	ni�c�ao do PETR

O Problema do Empacotamento Tridimensional Ortogonal e Orientado na Di

mens�ao z� denotado por PETR� �e semelhante ao PET 


A principal diferen�ca entre ambos� �e que no PET n�ao �e permitido fazer rota�c�oes das
caixas� enquanto que no PETR �e permitido fazer um tipo de rota�c�ao
 Mais precisamente�
no PETR as caixas a serem empacotadas podem sofrer rota�c�oes ortogonais sobre o fundo
�veja Figura 
��
 Veremos a seguir uma de	ni�c�ao mais formal do PETR


��
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x x

Figura 
�� Rota�c�ao ortogonal do fundo� orientado na dimens�ao z

Seja L � �c�� c�� � � � � cn� uma lista de caixas� onde ci � �xi� yi� zi�
 Para cada caixa ci
de	nimos ��ci� como sendo a caixa ��ci� � �yi� xi� zi�
 Dada uma lista L� seja ��L� �
f�d�� d�� � � � � dn� � di � fci� ��ci�gg


O Problema do Empacotamento Tridimensional Ortogonal e Orientado na
Dimens�ao z� PETR� pode ser assim de	nido�

Dados uma caixa B � �a� b��� e uma lista de caixas L � �c�� c�� � � � � cn�� encontrar uma
lista L� � %�L� e um empacotamento � de L� em B tal que H��� �e m��nimo
 Ou seja�
H��� � minfH���� � �� �e um empacotamento de L� em B� L� � %�L�g


Neste problema� cada caixa em L � �c�� � � � � cn� pode ser rotacionada ou n�ao
 Para
indicar como cada caixa ci � L foi empacotada por um dado empacotamento � de uma
lista �d�� � � � � dn� � %�L�� usaremos o vetor �� � f�� �gn� onde ���di� � � se di � ci� e
���di� � � se di � ��ci�


Como no caso do PET � a nota�c�ao PETR�a�b� ser�a usada para denotarmos o PETR

cuja caixa B �e da forma �a� b���


Analogamente� se L �e uma inst�ancia do PETR� ent�ao denotaremos por OPTR�L� a
altura do empacotamento �otimo da lista L


Denotaremos tamb�em por RR�a�b� o conjunto de inst�ancias poss��veis para o
PETR�a� b�
 Este conjunto cont�em listas cujas caixas ci � �xi� yi� zi� s�ao tais que xi � a
e yi � b ou xi � b e yi � a


���



��� PET � PETR 
 resultados em comum

Nesta se�c�ao� mostraremos que o PET pode ser reduzido ao PETR
 Al�em disso� veremos
que se existe um algoritmo AR para o PETR com um limite de desempenho assint�otico
�� ent�ao existe um algoritmo A para o PET com um limite de desempenho assint�otico �


Teorema 	���� O PET pode ser polinomialmente reduzido ao PETR� Mais ainda� se
AR �e um algoritmo para o PETR� tal que

AR�L� � � �OPTR�L� � � � Z
para toda lista L onde nenhuma caixa tem altura superior a Z� ent�ao existe um algoritmo
A para o PET � tal que

A�L� � � �OPT �L� � � � Z�
para toda lista L onde nenhuma caixa tem altura superior a Z�

Dem� Seja L uma inst�ancia do PET �a� b�
 Considere o seguinte algoritmo A
 Este
algoritmo faz primeiramente a reparametriza�c�ao de B para B� � �a�� b��� e L para L��
na mesma propor�c�ao� de forma que minfx�c� � c � L�g � b
 A seguir� comporta�
se como o algoritmo AR� recebendo �L�� a�� b� como entrada
 Finalmente� ap�os obter um
empacotamento �� de L� em B� � �a�� b���� retorna �� �a parametriza�c�ao original� obtendo
�
 Claramente� A�L� � � � OPT �L� � �Z� se � �e o limite de desempenho assint�otico do
algoritmo AR


�

Uma primeira id�eia para resolver o PETR �e tentar aproveitar os algoritmos do PET 

Por�em surge um problema quanto �a orienta�c�ao das caixas� pois os algoritmos do PET
j�a sup�oem que todas as caixas t�em uma orienta�c�ao 	xa segundo a qual todas as caixas
podem ser empacotadas nesta orienta�c�ao inicial


Uma redu�c�ao natural que surge �e construir para cada inst�ancia L � �c�� c�� � � � � cn� �
RR�a� b� uma nova inst�ancia ��L� � R�a� b� tal que

��L� � �d�� d�� � � � � dn� �

onde di �

�
ci se xi � a e yi � b�
��ci� caso contr�ario �

Feito isto� aplicar um algoritmo do PET sobre ��L�


Assim� para cada algoritmo A do PET � de	nimos bA como sendo o seguinte algoritmo
para o PETR� para toda inst�ancia L do PETR�a� b�� bA aplica o algoritmo A sobre a lista
��L�


���



Apesar da constru�c�ao acima gerar algoritmos perfeitamente vi�aveis para o PETR� esta
transforma�c�ao n�ao garante que os algoritmos assim concebidos continuem tendo o mesmo
limite de desempenho assint�otico do algoritmo original


No lema abaixo� mostramos que nenhum algoritmo bA para o PETR� constru��do a
partir de um algoritmo A do PET � conforme descrevemos� tem limite de desempenho
assint�otico menor que �


Lema 	���� Se bA �e um algoritmo para o PETR constru��do a partir de um algoritmo A
do PET � conforme a constru�c�ao acima� ent�ao

r� bA� � ��

Dem� Para ver isto� considere a seguinte inst�ancia L � �c�� c�� � � � � c
k� do PETR� �
��� ��� onde c� � c� � � � � � c
k � ��� � � �� �� e k �e um inteiro positivo


Primeiramente� observe que �e poss��vel empacotar L em k n��veis� i
e
� OPTR�L� � k

Para veri	car isto� rotacione cada caixa de L previamente e construa um empacotamento
colocando tr�es caixas por n��vel
 Note tamb�em que L � ��L�


Por outro lado� qualquer algoritmo A do PET �e tal que bA�L� � �k� j�a que qualquer
algoritmo do PET empacota cada caixa de L em apenas um n��vel
 Assim�

r�A� � lim
k��

sup
L

A�L�

OPT �L�
� ��

Isto 	naliza a demonstra�c�ao do lema

�

��� Algoritmo RR
 modi	ca�c�ao do Algoritmo R

Nesta se�c�ao mostraremos como o Algoritmo R desenvolvido para o PET �veja a Se�c�ao
�
�
��� pode ser modi	cado de modo que sirva para o PETR� e continue apresentando o
mesmo limite de desempenho assint�otico


Primeiramente observamos que o Lema �
�
� �e v�alido para o PETR� i
e
� OPTR�L� �
V �L�
ab


 Assim� todas as opera�c�oes envolvendo o volume das caixas se mant�em v�alidas no
caso do PETR
 Note por�em que as opera�c�oes que fazem uso das desigualdades dadas pelo
Lema �
�
� n�ao s�ao v�alidas para o PETR
 Observe que se LA � �c�� c�� � � � � cn� �e uma
sublista de L onde xi �

a
�

e yi �
b
�

�i � �� �� � � � � n� ent�ao no PET duas caixas de LA n�ao
podem ser empacotadas em um mesmo n��vel� enquanto no PETR pode haver casos em
que se pode empacotar duas caixas de LA no mesmo n��vel
 Portanto� antes de executar o

���
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�

a

b
�

a
�

b

LB

b

P

Q

Figura 
�� Sublistas de LA


Algoritmo R� devemos remover todas as caixas de LA que podem ser empacotadas duas
a duas em um mesmo n��vel
 Feito isto� o Lema �
�
� �e v�alido para as caixas restantes

Assim� a demonstra�c�ao do Teorema �
�
�� poder�a ser aproveitada desde que consigamos
provar a validade do Lema �
�
� para as caixas em LA


Vamos supor que a caixa B � �a� b��� �e tal que a � b �para a � b o caso �e an�alogo�


Seja LA � L tal que LA � fc � L � x�c� � a
�

e y�c� � b
�
g e seja LB � LA tal que

LB � fc � LA � x�c� � b e y�c� � a
�
g
 Suponha que a � �b� pois caso contr�ario� LB �e

vazio� e o Lema �
�
� �e v�alido para LA� como veremos adiante


Seja LB � �c�� c�� � � � � cnB�
 Rotacione as caixas de LB� gerando outra lista L�B �
�c��� c

�
�� � � � � c

�
nB

� onde c�i � ��ci�� i � �� �� � � � � nB
 Aplique o Algoritmo NFDHx a L�B e
gere um empacotamento �B
 Feito isto� aplique o Algoritmo R a L n LB� obtenha um
empacotamento desta lista e concatene�o com �B� obtendo assim um empacotamento de
L


Note que L�B � C
h
b
�a
� �
�

 a
�b
� �
i
�a� b�� e portanto pelo Lema �
�
���

H��B� � �
V �LB�

ab
� Z� �
��

���



Observe tamb�em que n�ao podemos colocar duas caixas de LAnLB em um mesmo n��vel

Para veri	car isto� note que a lista LA n LB pode ser particionada em duas sublistas� P e
Q� onde P � fc � LA nLB � x�c� � bg e Q � fc � LA nLB � x�c� � bg �veja a Figura 
��

As caixas de Q n�ao podem ser rotacionadas� e portanto n�ao �e poss��vel colocar duas caixas
de Q em um mesmo n��vel
 Duas caixas de P tamb�em n�ao podem estar em um mesmo
n��vel� pois tanto x�c� como x���c�� s�ao maiores que a

�
� para toda caixa c de P 
 Finalmente�

n�ao pode haver uma caixa de P e outra de Q em um mesmo n��vel� pois dado cP � P e
cQ � Q� tanto y�cP � � y�cQ� � b como y���cP �� � y�cQ� � b e tanto x�cP � � x�cQ� � a
como x���cP �� � x�cQ� � a
 Logo� o Lema �
�
� �e v�alido para um empacotamento ��

gerado pelo algoritmo UC quando aplicado a LA n LB


Pelo acima exposto 	ca justi	cado o Algoritmo RR� descrito a seguir


Algoritmo RR�L�

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � RR�a� b� 

Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b��� 


�� L ��L� 

�� Se a � b ent�ao

���� Construa a sublista LA� tomando

LA � fc � L � x�c� �
a

�
e y�c� �

b

�
g �

���� Construa a sublista LB � LA� tomando

LB � fc � LA � x�c� � b e y�c� � a

�
g �

���� Suponha que LB � �c�� c�� � � � � cnB�� LB 
� �
 Seja L�B � ���c��� ��c��� � � � � ��cn��

�B  NFDHx�L�B�


��	� ��  R�L n LB�


���� Se LB 
� � ent�ao � �Bk��� sen�ao � ��


�� Se a � b ent�ao construa um empacotamento � an�alogo ao de	nido no Passo � �permu�
tando o papel de x e y�


	� Retorne �


m algoritmo�

��



Teorema 	���� Para qualquer instancia L do PETR tal que nenhuma caixa tem altura
maior que Z� tem�se que

H��� � �� ��� �OPTR�L� � ��Z�

Dem� Segue analogamente �a demonstra�c�ao do Teorema �
�
��� usando adicionalmente a
desigualdade �
��


�

No caso de outros algoritmos vistos no Cap��tulo �� se as demonstra�c�oes dos limites de
desempenho usam o mesmo esquema de compara�c�ao com volume e compara�c�ao da altura
�otima �como feito para a lista LA� ent�ao fazendo uma modi	ca�c�ao na prova an�aloga �a que
	zemos para o Algoritmo R� obtemos resultados an�alogos


��� Algoritmo PR
 para caixas pequenas

Em muitos problemas� o fundo da caixa B tem dimens�oes bem maiores que as caixas a
serem empacotadas� permitindo que todas as caixas possam ser rotacionadas
 Mostra�
remos nesta se�c�ao que �e poss��vel obter um algoritmo com limite de desempenho melhor
para este caso
 Assumiremos aqui que a lista de entrada L � �c�� � � � � cn� para o PETR

satisfaz a condi�c�ao

max
i�������n

fxi� yig � min fa� bg �

O algoritmo que apresentaremos nesta se�c�ao usa as mesmas estrat�egias usadas no
algoritmo R do cap��tulo �
 Este algoritmo combina duas sublistas da inst�ancia inicial�
que isoladamente garantem pouca �area por n��vel �em rela�c�ao ao Lema �
�
��� combinando�
as �e poss��vel eliminar uma delas e garantir um empacotamento 	nal melhor


Vimos que no Algoritmo C as sublistas que constituem o gargalo do empacotamento
s�ao aquelas que garantem ab



e ab

�
de �area por n��vel
 Vimos tamb�em que algumas das

listas que garantem ab



de �area podem ser redivididas garantindo dessa forma uma �area
melhor �isto foi feito no Algoritmo R�
 Como maxfxi� yigi�������n � minfa� bg� podemos
rotacionar as caixas de forma a 	car com apenas duas sublistas com pouca garantia de
�area
 Feito isto� combinamos estas duas listas de modo que todas as caixas de uma delas
sejam consumidas no empacotamento combinado


���



Algoritmo PR�L�

Entrada� Constantes a e b e lista de caixas L � �c�� � � � � cn� para o PETR�a� b� que satisfaz
maxi�������nfxi� yig � minfa� bg 


Sa��da� Empacotamento � de L em B � �a� b���

�� Se a � b ent�ao

���� Rotacione as caixas de L e obtenha uma nova lista com caixas c tais que
x�c� � y�c�
 Chame de L a nova lista


���� Divida a lista L em sublistas L��� L
��
�� L

�
�� L

��
�� L
� � � � � L como segue �veja a Fi�

gura 
��


L�� � L
T C h�

�
� �


 �
�
� �
i
�a� b�� L��� � L

T C h�

� �  �


� �
i
�a� b��

L�� � L
T C h�



� 



 �
�
� �
i
�a� b�� L��� � L

T C h


� �
�

 �
�
� �
i
�a� b��

L
 � L
T C h�

�
� �



 �
�
� �
i
�a� b�� L� � L

T C h�� �
�

 �
�
� �
i
�a� b��

L� � L
T C h�



� �
�

 �


� �
�

i
�a� b�� L� � L

T C h�� �



 �


� �
�

i
�a� b��

L� � L
T C h�� �



 �

�
� �



i
�a� b�� L � L

T C h�� �
�

 �� �
�

i
�a� b��

���� ������ R����  DCx�L��� L
�
�� Seja L��� as caixas de ���� 


��	� L�  �L�� � L���� n L��� 


���� L�  �L�� � L���� n L��� 


���� ��  UC�L�� 


���� �i  NFDHx�Li�� i � �� � � � � � 


���� �  G��L� 


���� � ����k��k � � �k� 


�� Se a � b ent�ao construa um empacotamento � an�alogo ao de	nido no Passo � �permu�
tando o papel de x e y�


�� Retorne � 


m algoritmo�

Teorema 	�	�� Se L � �c�� � � � � cn� �e uma instancia do PETR�a� b�� tal que minfa� bg �
maxi�������nfxi� yig ent�ao

PR�L� � � �OPTR�L� � �Z �

onde Z � maxfzi � zi � Lg�

���
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Figura 
�� Parti�c�ao da lista L efetuada pelo Algoritmo PR


Dem� Note que n�ao existe lista LB � L tal que LB � fci � L � a
�
� xi � b e b

�
� yi �

a
�
g
 Portanto� o Lema �
�
� �e aplic�avel �a lista L�


O empacotamento ����� gerado pelo algoritmo DCx aplicado �as listas L�� e L��� faz com
que uma destas duas listas seja totalmente consumida no empacotamento ����


Como S�c� � ab
�

para toda caixa c � L�� e S�c� � ab
�

para toda caixa c � L��� temos
pelo Lema �
�
� que

H������ � ��

�

V �L����

ab
� Z

� �

�

V �L����

ab
� Z� �
��

Note que as listas L
� � � � � L� s�ao empacotadas pelo algoritmo NFDHx� pelos Lemas
�
�
�� e �
�
�� temos que

H��
� � �

�

V �L
�

ab
� Z� �
��

H���� � �

�

V �L��

ab
� Z� �
�

H���� � �



V �L��

ab
� Z

� �

�

V �L��

ab
� Z� �
��

���



H���� � �



V �L��

ab
� Z

� �

�

V �L��

ab
� Z� �
��

H���� � �
V �L��

ab
� Z

� �

�

V �L��

ab
� Z� �
��

J�a o empacotamento � �e gerado pelo Algoritmo G�
 Como L � R��a� b�� pelo Lema
�
�
��

H��� � �
V �L��

ab
� Z

� �

�

V �L��

ab
� Z� �
��

Temos dois casos a considerar conforme o resultado da combina�c�ao das listas L�� e L��


Caso �� L�� � L���

Neste caso� todas as caixas de L�� foram consumidas no empacotamento ����
 Logo�

L� � C
h



� �
�

 �
�
� �
i
�a� b� e portanto�

H���� � �

�

V �L��

ab
� Z� �
��

Juntando as desigualdades �
�� a �
�� temos que

H��i� � �

�

V �Li�

ab
� Z� i � f��� ��� �� � � � � �g� �
���

Por outro lado� como S�c� � ab
�
� 	c � L�� temos pelo Lema �
�
��

H���� � 
V �L��

ab
� �
���

Como o Lema �
�
� pode ser aplicado �a lista L�� temos que OPTR�L� � H����

Prosseguindo analogamente como foi feito na demonstra�c�ao do Teorema �
�
��� temos
que

H��� � �� �OPTR�L� � �Z�

onde �� � h�H
maxfh�h

�
� �

�
Hg 
 Calculando ��� temos que �� � �


���



Caso �� L�� � L���

Neste caso temos que L� � C
h
�


� �
�

 �
�
� �
i
�a� b� e portanto�

H���� � �
V �L��

ab
� Z� �
���

Juntando as desigualdades �
�� a �
�� e �
��� temos

H��i� � �
V �Li�

ab
� Z� i � f��� ��� �� � � � � �g� �
���

Como L� � L���� temos que S�c� � ��
��
ab� 	c � L�
 Pelo Lema �
�
��� temos que

H���� � �

��

V �L��

ab
� �
��

Assim� da mesma forma que no Caso ��

H��� � �� �OPTR�L� � �Z�

onde �� � h�H
maxfh� ��

	�
h� �

�
Hg 
 Calculando ��� temos que �� � �


Dos casos � e �� o teorema segue

�

��� Algoritmo QR
 para empacotar em caixa de fundo

quadrado

No Cap��tulo � vimos o Algoritmo CQQ para o PET que empacota uma lista de caixas
de fundo quadrado em uma caixa B tamb�em com fundo quadrado
 Este algoritmo possui
um limite de desempenho assint�otico igual a ������


Apresentamos nesta se�c�ao um algoritmo para o PETR que desenvolvemos� chamado
Algoritmo QR� que generaliza o resultado do algoritmo CQQ
 O Algoritmo QR empacota
uma lista de caixas L qualquer em uma caixa B de fundo quadrado e tem um limite
de desempenho assint�otico ������
 Este algoritmo usa a mesma id�eia do Algoritmo C
do Cap��tulo �� i
e
� divide a lista L em sublistas e empacota cada uma delas com um
algoritmo espec��	co


Antes de apresentar o algoritmo QR� de	niremos outra nota�c�ao que ser�a conveniente
para especi	car a parti�c�ao da lista L efetuada pelo Algoritmo QR
 Denote por X � o
conjunto de caixas em RR�a� b� da seguinte maneira

X ��a� b� �

�
ci � �xi� yi� zi� � yi � b� b

a
xi

�
�

���



Algoritmo QR�L�

Entrada� Lista de caixas L para o PETR��� ��

Sa��da� Empacotamento � de L em B � ��� ����


�� Rotacione as caixas de L e obtenha uma nova lista de caixas c tais que x�c� � y�c�

Chame de L a nova lista


�� Divida L nas sublistas L�� � � � � L�	 � conforme indicado a seguir �veja a Figura 
�


L� � L
T C h�

�
� �  �

�
� �
i
��� ��� L� �

�
L
T C h �



� �
�

 �
�
� �
i
��� ��

�
n X ���� ���

L
 � L
T C h�

�
� �



 �


� �
i
��� ��� L� � L

T C h�� �
�

 ��
��
� �
i
��� ���

L� � L
T C h�



� �
�

 �
�
� �



i
��� ��

TX ���� ��� L� � L
T C h�

�
� �



 �
�
� �



i
��� ���

L� � L
T C h�� �

�
 �

�
� ��
��

i
��� ��� L � L

T C h�


� �
�

 �


� �
�

i
��� ���

L� � L
T C h�� �

�
 �



� �
�

i
��� ��� L�	 � L

T C h�� �



 �
�
� �



i
��� ���

L�� � L
T C h�� �

�
 �� �

�

i
��� ��� �

�� ��  UC�L�� 

	� �i  NFDHx�Li�� i � �� �� � �� �� �� 

�� Obtenha um empacotamento �� de L� da seguinte maneira 


���� Ordene L� em ordem n�ao�crescente de altura 


���� Particione L� em sublistas L�
�� L

�
�� � � � � L

n�
� tais que

L� � L�
�kL�

�k � � � kLn�
� �

jLi
�j � �� i � �� � � � � n� � ��

jLn�
� j � ��

���� Construa um empacotamento �i� da lista Li
�� i � �� � � � � n� como segue 


������ Se Li
� tiver uma ou duas caixas� empacote essas caixas em um s�o n��vel


Seja �i� este empacotamento


������ Caso contr�ario�
������� Escolha c � Li

�� tal que x�c� �e m��nimo 

������� Empacote as duas caixas de Li

� n fcg nas posi�c�oes ��� �� e ��
�
� �� 


Empacote ��c� na posi�c�ao ��� �� x�c�� 

������� Seja �i� o empacotamento obtido 


��	� � ��
�k � � �k�n�� 


���



�� Construa um empacotamento �� da seguinte maneira 


���� Ordene L� em ordem n�ao�crescente de altura 


���� Particione L� em sublistas L�
�� L

�
�� � � � � L

n	
� tal que

L� � L�
�kL�

�k � � �kLn	
� �

jLi
�j � � i � �� � � � � n� � � �

jLn	
� j �  �

���� Construa um empacotamento �i� da lista Li
�� i � �� � � � � n� como segue 


������ Empacote tr�es caixas de Li
� nas posi�c�oes ��� ��� ��



� �� e ��



� �� 
 Seja c a

caixa de Li
� ainda n�ao empacotada
 Empacote ��c� na posi�c�ao ��� �



� 


������ Seja �i� o empacotamento gerado no passo anterior


��	� ��  ��
�k � � � k�n	� 


�� Construa um empacotamento �� da seguinte maneira


���� Ordene L� em ordem n�ao�crescente de altura


���� Construa os empacotamentos ��
�� �

�
�� � � �� nesta ordem� como segue


��� Fa�ca i � 


������ Construa um empacotamento �i� como segue

�������� Usando o Algoritmo NFDHx� v�a empacotando caixas de L�

�ainda n�ao empacotadas�� enquanto for poss��vel colocar caixas em um
�unico n��vel


�������� Continue empacotando as caixas restantes com o Algoritmo
NFDHy� come�cando na posi�c�ao ��� ��

��
�� rotacionando cada caixa antes

de empacotar� at�e que n�ao seja mais poss��vel empacotar novas caixas
no mesmo n��vel ou n�ao haja mais caixas a serem empacotadas


�������� Seja �i� o empacotamento gerado nos passos �
�
�
� e �
�
�
� 

������	� Fa�ca i i � � e repita o passo �
�
� para o restante das caixas


���� ��  ��
�k��

�k � � � 


�� ���  G��L��� 

�� � ��k � � �k��� 

��� Retorne �


m algoritmo�

Teorema 	���� Para qualquer instancia L do PETR��� ��� onde nenhuma caixa tem al�
tura maior do que Z temos que

QR�L� � �� ���� �OPTR�L� � ��Z�

���



��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
�
��
��

��
��
�
��
��
�
��
��
�
��
�
��
��
�
��
��
�
��
��
�
��
�
��
��
�
��
��
�
��
��
�
��
�
��
��
�
��
��
�
��
��
�
��
�
��
��
�
��
��
�
��
��
�
��
�
��
��
�
��
��
�
��
��
�
��
��
�
��
�
�

�

�
�

�
�
�

�
�

�
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L�

�
�

�
�

L� L� L�

��
��

L�

�
�

�
�

�
�
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�
�

�

�



L��
�
��

�

�



�
�
L��

L� L�
��
�	

L	

L�
�
�

Figura 
� Parti�c�ao da lista L efetuada pelo Algoritmo QR


Dem� Pelos mesmos processos vistos antes� pode�se provar as seguintes desigualdades�

H���� � V �L�� � �
���

H��i� � �


V �Li� � Z� i � �� �� � �� �� ��� �� � �
���

Analisaremos os empacotamentos ��� �� e �� separadamente


No empacotamento ��� temos que a �area garantida por n��vel� exceto talvez o �ultimo�
�e de � � �

�
� �

�

 Portanto� pelo Lema �
�
� concluimos que

H���� � �V �L�� � Z

� �


V �L�� � Z� �
���

Note que se c �e uma caixa de Li
� escolhida no Passo �
�
�� ent�ao todas as outras caixas

de Li
� t�em largura menor que �� x�c�


No empacotamento ��� �e claro que �e poss��vel colocar quatro caixas por n��vel
 Logo� a
�area garantida por n��vel� exceto talvez o �ultimo� �e de  � �

�
� �
�

� �
�

 Novamente pelo Lema

�
�
�� concluimos que

���



H���� � �V �L�� � Z

� �


V �L�� � Z � �
���

Finalmente� o empacotamento �� �e a concatena�c�ao de um ou mais empacotamentos�
cada qual constru��do em duas fases �cf
 Passos �
�
�
� e �
�
�
��


Primeiramente �e aplicado o Algoritmo NFDHx� que empacota as caixas at�e que n�ao
se consiga colocar mais caixas em um mesmo n��vel
 Assim� nesta primeira fase �e garantida
neste n��vel uma �area de pelo menos 






Em seguida� �e aplicado o Algoritmo NFDHy na regi�ao ��� ��� ���
��
� ��
 �E f�acil ver que

a �area garantida �e de pelo menos ���
��
� �

�
� � �

�
� ��

���

 Assim� a �area garantida em cada n��vel

de ��� exceto talvez o �ultimo� �e de pelo menos ��
���

� 



� ��
�	


 Portanto� pelo Lema �
�
��
temos

H���� � ���

�
V �L�� � Z

� �


V �L�� � Z� �
���

Procedendo da mesma forma como nas demonstra�c�oes anteriores� obtemos que

Q�L� � � �OPTR�L� � ��Z�

onde � � h�H
maxfh�h

�
� �

�
Hg � �� ����


�

���



Ap�endice A

Complexidade do Problema do

Empacotamento Tridimensional

Neste ap�endice veremos alguns resultados relativos �a complexidade computacional do
Problema do Empacotamento Tridimensional


Complexidade no caso bidimensional

Mencionaremos nesta se�c�ao alguns resultados relativos ao caso bidimensional que ser�ao
usados para provar a complexidade computacional do PET e de seus casos especiais


�E f�acil ver que o problema do empacotamento de ret�angulos em um ret�angulo �e NP�
completo� j�a que este �e uma generaliza�c�ao do caso unidimensional
 O resultado para o
caso unidimensional est�a provado em ����


Lema A���� O problema do empacotamento de retangulos em em retangulo �e
NP�completo�

Mais ainda� Leung et al ���� provaram que o problema continua NP�completo mesmo
no caso especial em que todos os ret�angulos s�ao quadrados


Lema A���� O problema do empacotamento de quadrados em um quadrado �e
NP�completo�

Em ����� Li e Cheng ���� provaram que mesmo quando os ret�angulos da lista s�ao
pequenos e quadrados� o problema continua NP�completo


���



Lema A���	 Para qualquer constante m � �� o problema do empacotamento de uma
lista de quadrados ��x�� x��� � � � � �xn� xn�� em um retangulo �a� b� tal que xi � a

m
� xi � b

m

�e NP�completo�

Complexidade do PET

Como j�a visto no 	m do Cap��tulo �� o PET �e NP�dif��cil� j�a que este �e uma generaliza�c�ao
do caso bidimensional
 Usando os resultados da se�c�ao anterior� podemos provar a com�
plexidade do PET para os casos particulares vistos nesta disserta�c�ao
 Os seguintes lemas
podem ser provados usando os lemas da se�c�ao anterior


Lema A���� O Problema do Empacotamento Tridimensional �e NP�dif��cil�

Lema A���� O PET �e NP�dif��cil mesmo no caso especial em que as instancias �L� a� b�
do PET satisfazem as seguintes condi�c�oes�
�C�	 a � b�
�C�	 L � Q�a� b��

Lema A���� Qualquer que seja a constante m � �� o PET �e NP�dif��cil mesmo no
caso especial em que as instancias L � �c�� � � � � cn� do PET �a� b� satisfazem as seguintes
condi�c�oes�
�C�	 xi � a

m
para i � �� � � � � n �

�C�	 yi � b
m

para i � �� � � � � n �
�C�	 xi � yi para i � �� � � � � n �

Mais ainda� Li e Cheng ���� mostraram que � �e o limite inferior de desempenho absoluto
de um algoritmo polinomial para os correspondentes problemas� a menos que P � NP


Teorema A���� Nenhum algoritmo polinomial para o PET tem limite de desempenho
absoluto � � �� a menos que P � NP�

Dem� Vamos mostrar que se existir um algoritmo polinomial para o PET com tal limite
de desempenho� ent�ao poderemos resolver em tempo polinomial o problema de decidir se
uma dada lista de ret�angulos pode ser empacotada em um ret�angulo


Suponha que exista um algoritmo polinomial A para o PET � com limite de desempe�
nho absoluto � � �� i
e
�

A�L� � � �OPT �L�� para toda inst�ancia L do PET�

���



Seja L� � ��x�� y��� �x�� y��� � � � � �xn� yn�� uma inst�ancia qualquer do problema do em�
pacotamento de ret�angulos em um ret�angulo �a� b�
 A partir de L� constru��mos uma
inst�ancia L do PET �a� b� tomando L � ��x�� y�� ��� �x�� y�� ��� � � � � �xn� yn� ���
 Provare�
mos que L� �e empacot�avel em �a� b� se e s�o se A�L� � �
 Se L� �e empacot�avel em �a� b��
ent�ao temos que OPT �L� � �
 Como A�L� � � � OPT �L�� segue que A�L� � �
 Por
outro lado� suponha que L� n�ao �e empacot�avel em �a� b�
 Ent�ao temos que� em qualquer
empacotamento de L em �a� b���� pelo menos uma caixa de L deve 	car acima de outra
e portanto OPT �L� � �
 Como A�L� � OPT �L�� temos que A�L� � �


Como a redu�c�ao feita �e polinomial e o algoritmo A �e polinomial� pelo Lema A
�
��
podemos concluir que P � NP


�

Usando constru�c�oes an�alogas �as apresentadas na demonstra�c�ao do Teorema A
�
��
podem�se demonstrar os seguintes teoremas


Teorema A���� Nenhum algoritmo polinomial para o PET tem limite de desempenho
absoluto � � �� a menos que P � NP� mesmo no caso especial em que as instancias
�L� a� b� do PET satisfazem as seguintes condi�c�oes�
�C�	 a � b�
�C�	 L � Q�a� b��

Dem� A demonstra�c�ao deste teorema pode ser feita analogamente �a demonstra�c�ao do
Teorema A
�
�� bastando para isso usar o Lema A
�
�


�

Teorema A����� Qualquer que seja a constante m � �� nenhum algoritmo polinomial
para o PET �a� b� tem limite de desempenho absoluto � � �� a menos que P � NP�
mesmo no caso especial em que as instancias L � �c�� � � � � cn� satisfazem as seguintes
condi�c�oes�
�C�	 xi � a

m
para i � �� � � � � n �

�C�	 yi � b
m

para i � �� � � � � n �
�C�	 xi � yi para i � �� � � � � n �

Dem� Pode ser feita analogamente �a demonstra�c�ao do Teorema A
�
�� desta vez usando
o Lema A
�



�
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Ap�endice B

Problema do Empacotamento

Tridimensional em Caixas

Neste ap�endice apresentaremos um problema muito parecido com o PET � chamado Pro

blema do Empacotamento Tridimensional em Caixas
 Este problema pode ser
assim de	nido�

Dados uma lista de caixas L � �c�� � � � � cn� e uma cole�c�ao de caixas B � �a� b� c�� empaco�
tar L em caixas B de forma a minimizar o n�umero de caixas B usadas no empacotamento

A inten�c�ao aqui �e apenas a de fazer um breve coment�ario a respeito deste problema�
devido �a sua forte rela�c�ao com o problema estudado nesta disserta�c�ao


Veremos a seguir que as principais abordagens para este problema se d�ao em duas
dire�c�oes� abordagem combinatorial e abordagem experimental


Abordagem Combinatorial

O estudo dos algoritmos que utilizam a abordagem combinatorial� onde as an�alises de de�
sempenho dos algoritmos s�ao semelhantes �as estudadas nesta disserta�c�ao� ainda �e recente
e os limites de desempenho conhecidos s�ao muito altos


Em ����� Coppersmith e Raghavan ���� desenvolveram um algoritmo on�line com li�
mite de desempenho assint�otico igual a ����
 Este algoritmo usa o mesmo esquema de
arredondamento de	nido para o algoritmo ALS�r visto no Cap��tulo �


Em ���� Li e Cheng ��� usaram o mesmo esquema de arredondamento do algoritmo
FFLSr�s �visto tamb�em no Cap��tulo �� e obtiveram um algoritmo com limite de desem�
penho assint�otico que pode se tornar t�ao pr�oximo de ���� quanto se queira
 Assim como

���



ocorreu no caso do algoritmo FFLSr�s� o algoritmo desenvolvido apresenta alto valor para
a constante aditiva do desempenho assint�otico


Em ����� Li e Cheng generalizaram o algoritmo HM �visto no Cap��tulo �� usando os
mesmos esquemas de arredondamentos do algoritmo FFLSr�s conseguindo um algoritmo
on�line com limite de desempenho assint�otico que pode se tornar t�ao pr�oximo de ��
quanto se queira
 Este algoritmo tamb�em apresenta alto valor para a constante aditiva
do desempenho assint�otico


Abordagem Experimental

Os algoritmos que fazem uso desta abordagem� usam em geral m�etodos de programa�c�ao
linear e s�ao comumente chamados de corte de estoque �cutting stock�


Vejamos como o Problema do Empacotamento Tridimensional em Caixas pode ser
formulado como um problema de programa�c�ao linear inteira


Dados uma lista de caixas distintas L � �c�� � � � � cn�� inteiros b�� � � � � bn� onde cada bi
representa o n�umero de caixas ci a serem empacotadas� e uma caixa B � �a� b� c�� considere
padr�oes P�� � � � �Pm� onde cada padr�ao Pj representa uma forma de dispor caixas de L em
B


Dado um padr�ao Pj� sejam a�j� a�j� � � � � anj inteiros� onde cada aij representa o n�umero
de caixas ci no padr�ao Pj
 Seja xj a vari�avel que indica quantas vezes o padr�ao Pj �e usado
no empacotamento
 Assim� o problema do Empacotamento Tridimensional em Caixas
pode ser formulado como segue


minimizar
Pm

j�� xj

mX
j��

aijxj � bi para i � �� � � � � n �

xj � �� xj inteiro j � �� � � � � m �

Entretanto� h�a duas di	culdades�

� O problema acima �e um problema de programa�c�ao linear inteira� que �e sabidamente
NP�dif��cil �veja Garey e Johnson �����


Um m�etodo que pode gerar resultados satisfat�orios� �e achar uma solu�c�ao �otima
x � �x�� � � � � xm�� n�ao necessariamente inteira� e arredondar os valores xj �para cima
ou para baixo� de forma a suprir a necessidade de caixas a serem empacotadas


� Outra di	culdade �e o fato de que mesmo que o n�umero de caixas distintas seja
pequeno� a quantidade de padr�oes diferentes pode se tornar muito grande� de tal
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forma que a quantidade de tempo e espa�co necess�arios para tabular �sem mencionar
a resolu�c�ao do problema de programa�c�ao linear� pode ser simplesmente invi�avel


Uma forma engenhosa de contornar esta di	culdade foi sugerida por Gilmore e Go�
mory ����
 A t�ecnica consiste em trabalhar com um n�umero reduzido de padr�oes e
gerar novos padr�oes somente quando estes forem necess�arios
 Este m�etodo �e cha�
mado de gera�c�ao de colunas ��


O n�umero de padr�oes poss��veis tamb�em pode ser reduzido� eliminando�se padr�oes
equivalentes ou restringindo�se os padr�oes para padr�oes do tipo guilhotina ���� �um
padr�ao P �e do tipo guilhotina se as caixas de P podem ser agrupadas de forma que
sejam necess�arios apenas cortes paralelos �a alguma face da caixa B�


Uma vers�ao diferente foi tratada por Mor�abito e Arenales ����� na qual considera�
se uma �unica caixa B objetivando maximizar o volume total das caixas empacotadas

Estes autores prop�oem uma abordagem que usa �grafos�E�OU �
 Segundo os autores�
os resultados obtidos com esta abordagem produzem melhores solu�c�oes do que outros
m�etodos conhecidos� demandando por�em� maiores esfor�cos computacionais
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Ap�endice C

Aplica�c�oes

Empacotamento Unidimensional

� Aloca�c�ao de comerciais em TV�

Tem�se n comerciais para televis�ao p�� p�� � � � � pn� tendo cada comercial pi uma
dura�c�ao de si segundos
 Esses comerciais devem ser apresentados em intervalos
de um programa de televis�ao� onde cada intervalo possui C segundos
 Deseja�se
alocar esses comerciais de modo a diminuir o n�umero de intervalos necess�arios para
apresentar esses comerciais


� Aloca�c�ao de programas em discos e �tas magn�eticas�

Programas de computador de tamanhos p�� p�� � � � � pn� cada programa pi com tama�
nho si bytes� devem ser colocados em trilhas �ou setores� de discos magn�eticos� de
forma a usar o menor n�umero de trilhas para gravar os n programas


� Carregamento de ve��culos�

Carregar n cargas com peso si� �i � �� � � � � n�� em ve��culos com limite de peso C�
de maneira a n�ao violar a restri�c�ao de lota�c�ao de cada ve��culo� com o objetivo de
minimizar o n�umero de ve��culos necess�arios


� Escalonamento de tarefas�

Minimizar o n�umero de m�aquinas necess�arias para completar n tarefas p�� p�� � � � � pn�
em um dado limite de tempo C
 Sabe�se que cada tarefa pi requer um tempo si
para ser executada


� Problema da programa�c�ao de ve��culos�

Cargas �por ex
� jornais� devem ser transportadas por ve��culos� a partir de um
dep�osito at�e os pontos de entrega� em no m�aximo C horas
 Cada ve��culo pode fazer
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v�arias viagens
 Programar n viagens com tempo de dura�c�ao si horas �i � �� � � � � n��
de maneira a n�ao atrasar a entrega das cargas e com o objetivo de minimizar o
n�umero de ve��culos necess�arios


� Corte de bobinas �papel� a�co� ���	�

Bobinas �por ex
� papel�� de comprimento C s�ao produzidas por uma f�abrica e devem
ser cortadas em diversos rolos de comprimentos s�� � � � � sn� de forma a minimizar o
n�umero de bobinas necess�arias


� Corte de vigas �em madeireiras� constru�c�ao civil� ���	�

Barras �por ex
� ferro�� de comprimento C� devem ser cortados em diversas barras
menores de comprimentos s�� � � � � sn
 O objetivo �e cortar o menor n�umero poss��vel
de barras de comprimento C


� Pr�e�pagina�c�ao�

Fra�c�oes de p�aginas de mem�oria �de computador� de tamanhos s�� � � � � sn devem ser
alocadas em p�aginas de tamanho C bytes �fra�c�oes de p�agina s�ao requeridas por
segmentos de programas e estes devem aparecer em um menor n�umero poss��vel de
p�aginas� por ex
� loops internos� arrays�
 Encontrar um aloca�c�ao que minimize o
n�umero de p�aginas de tamanho C


Empacotamento Bidimensional em Placas

� Corte de placas �vidro� chapas� madeira� ���	�

Placas R de tamanho �a� b� devem ser cortadas em placas menores de v�arios tama�
nhos �r�� � � � � rn�
 O objetivo �e minimizar o n�umero de placas R necess�arias para
cortar as placas menores


Empacotamento Bidimensional em Faixa

� Corte de retalhos em f�abrica de tecidos� ou em confec�c�ao de roupas�

Retalhos de tecidos retangulares r�� � � � � rn devem ser cortados em um rolo de tecido
de largura a� objetivando�se minimizar o comprimento do rolo de tecido a ser cortado


� Corte de pel��culas de �lme �foto	�

Uma pel��cula de 	lme de largura a deve ser cortada em n fotos de tamanhos retan�
gulares� objetivando�se minimizar o comprimento da pel��cula de 	lme usada


��



� Escalonamento de tarefas em sistemas paralelos�

Um conjunto de n programas r�� � � � � rn devem ser executados dispondo se de uma
quantidade de recurso a
 Cada programa ri � �wi� hi� necessita de wi unidades do
recurso e leva hi unidades de tempo para ser executado
 O objetivo �e minimizar o
tempo necess�ario para executar os n programas


Empacotamento Tridimensional �PET �

� Empacotamento de caixas em galp�oes�

Caixas c�� � � � � cn devem ser armazenadas em um galp�ao com fundo a� b� de forma
a minimizar a altura da disposi�c�ao 	nal das caixas


Empacotamento Tridimensional com Rota�c�ao �PETR�

� Escalonamento de tarefas em sistemas particion�aveis de malha conexa �job schedu�
ling in partitionable mesh connected systems	�

Um computador paralelo com uma con	gura�c�ao que forma uma malha de processa�
dores de forma retangular �em geral quadrada� deve executar n processos c�� � � � � cn�
onde cada processo ci � �xi� yi� zi� usa uma submalha de tamanho �xi� yi� gastando
zi unidades de tempo
 O objetivo aqui �e alocar os processos de modo a minimizar
o tempo total para que o computador execute os n processos


Empacotamento Tridimensional em Caixas

� Empacotamento de conteineres�

Caixas c�� � � � � cn devem ser empacotadas em containers de tamanho �a� b� c�
 O
objetivo �e fazer o empacotamento de modo a minimizar o n�umero de containers
usados


� Carregamento de cargas em furg�oes�

Carregar cargas c�� � � � � cn em ve��culos de transporte com dimens�oes de �a� b� c�
 O
objetivo aqui �e minimizar o n�umero de ve��culos necess�arios para transportar as n
cargas
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Ap�endice D

Tabela dos algoritmos e seus limites

de desempenho assint�otico

Nas tabelas apresentadas a seguir indicamos os algoritmos mencionados nesta disserta�c�ao e os

valores � e � relativos aos limites de desempenho assint�otico desses algoritmos� Para cada

algoritmo A� temos que � e � s�ao tais que A�L� � � � OPT �L� � �Z para toda lista L onde

nenhuma caixa tem altura maior que Z�

Os algoritmos que desenvolvemos est�ao precedidos do s��mbolo ��

Algoritmos para o PET �a� b�

Caso Geral

Algoritmo � � P�agina

G� � �� � �
NFLSr limr�� � �  


r���r� ��

NFLS�r limr�� � � �� � ��



�
r���r� ��

FFLSr � BFLSr limr�� � � ��  �
r���r� ��

HMLSr limr���M�� � � �� ��� ����M���
r���r� ��

C �� �� � �
� R �� ��� � ��
� T � ���


��

FFLS�r � BFLS
�
r limr�� � � �� ��� ��



�

r���r� ��

HMLS
�
r limr���M�� � � �� �����

�� �

�
�M���

r���r� ��

FFLSr�s limr���s�� � � �� �� O
�

�
r���r�

�
s���s�

�
�

���



Para caixas pequenas �L � Rm�a� b��

Algoritmo � � Condi�c�ao P�agina

Gm
m

m�� � m � � �

Cm
m��
m�� � m � � ��

� C�
m

�
m��
m

��
� m � � ��

Para caixas com fundo quadrado �L � Q�a� b��

Algoritmo � � P�agina

GQ�  � �
� CQ �� ������ ��


��

Para caixas com fundo pequeno e quadrado �L � Qm�a� b��

Algoritmo � � Condi�c�ao P�agina

GQm

�
m

m��
��

� m � � �

CQm

�
m��
m

��
� m � � ��

Para a 	 b e caixas com fundo quadrado �L � Q�a� a��

Algoritmo � � P�agina

CQQ �� ���� � ��

Algoritmos para o PETR�a� b�

Algoritmo � � Condi�c�ao P�agina

� RR �� ��� �� ���
� PR � � maxfxi� yig � minfa� bg ���
� QR �� ���� �� a � b ���
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Considera�c�oes 	nais

Chegamos ao 	nal desta disserta�c�ao� mas a sensa�c�ao que temos �e de que h�a muito ainda
o que explorar a respeito dos t�opicos aqui abordados
 O Problema do Empacotamento
Tridimensional # tanto na vers�ao orientada como na vers�ao com rota�c�ao do fundo # s�o
passou a ser investigado recentemente� raz�ao pela qual n�ao se pode considerar exauridas
as abordagens a serem tentadas


Vimos no Cap��tulo � que a id�eia b�asica das estrat�egias desenvolvidas por Li e Cheng
���� reside na parti�c�ao da lista dada em sublistas� de modo que algoritmos apropriados
para cada uma destas sublistas possam ser usados
 Vimos tamb�em que �e poss��vel obter
algoritmos com limites de desempenho melhores quando combinamos as sublistas mais
�cr��ticas�� de modo a obter uma melhor garantia de �area ocupada
 Parece�nos que esta
estrat�egia de combinar sublistas cr��ticas pode ser melhor explorada� fazendo uma an�alise
mais cuidadosa das poss��veis combina�c�oes de sublistas


Notamos tamb�em que muitos algoritmos para o caso tridimensional foram constru��dos
a partir de generaliza�c�oes dos casos unidimensional e bidimensional
 Assim� uma pergunta
que surge �e se outros algoritmos dos casos unidimensional e bidimensional poderiam ser
generalizados para o caso tridimensional� garantindo limites de desempenho assint�otico
melhores


Para o c�alculo dos limites de desempenho assint�otico dos algoritmos apresentados�
foram utilizadas rela�c�oes entre a altura do empacotamento de uma dada sublista e a
altura do empacotamento �otimo da lista
 Para fazer isso� v�arias abordagens foram usa�
das� algumas usando compara�c�oes com volume e outras usando resultados de algoritmos
unidimensionais
 Apresentamos tamb�em uma nova abordagem usando um algoritmo de
empacotamento bidimensional
 Assim� uma outra pergunta que surge �e se existem novas
abordagens para obter alguma informa�c�ao sobre a altura de um empacotamento �otimo de
uma dada lista


Os estudos que realizamos at�e o momento culminaram nesta disserta�c�ao� mas continu�
amos buscando respostas para estas e outras perguntas
 Esperamos que o conhecimento
adquirido ao elaborar esta disserta�c�ao possa ser usado na busca de outros resultados
melhores
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Lista de s��mbolos

x�c� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
y�c� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
z�c� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
B � �a� b��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�x�c� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�y�c� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
�z�c� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��c� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
H��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
PET � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
PET �a� b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
L�kL� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
��k��k � � �k�v � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
S�c� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
V �c� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
R�a� b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
Q�a� b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
Rm�a� b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
Qm�a� b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
X �a� b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
Y�a� b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
C �p��� p�  q��� q���a� b� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
OPT �L� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
r�A� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
PEU � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
OPT b � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
PEB � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��
PEBf � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
PEBf�a� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
B � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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