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Algoritmos de Aproxima�~ao para Problemas de EmpaotamentoFl�avio Keidi MiyazawaResumo da tese apresentada ao IME-USP omo parte dosrequisitos neess�arios para a obten�~ao do t��tulo de Doutor em Ciênias.ResumoProblemas de empaotamento onsistem em oloar, de uma forma eonômia, uma ole�~ao de objetosdentro de reipientes. Esses problemas podem diferir em duas linhas onforme o objetivo do problemade otimiza�~ao em quest~ao. Em uma destas linhas, o objetivo �e minimizar o n�umero de reipientes usadospara empaotar os objetos. Em outra linha, os objetos devem ser empaotados em apenas um reipiente,sendo que este reipiente tem apenas uma dimens~ao ilimitada e todas as outras s~ao limitadas. Neste aso,o objetivo �e minimizar o `tamanho' do empaotamento om rela�~ao �a dimens~ao ilimitada do reipiente.Nesta tese investigamos as vers~oes em que os objetos e os reipientes s~ao bi- ou tridimensionais, e de`formas ortogonais'. Assim, os objetos s~ao retângulos ou aixas retangulares e os reipientes s~ao faixas,plaas, aixas de altura ilimitada ou aixas de dimens~oes �nitas (ontêineres). Al�em disso, todos osempaotamentos devem ser ortogonais. Abordamos os seguintes problemas: o problema de empaotamentoem faixa, o problema de empaotamento em plaas, o problema de empaotamento tridimensional e oproblema de empaotamento em ontêineres. Esses problemas s~ao NP-dif��eis, n~ao aproxim�aveis |em termos absolutos| al�em de ertas onstantes. Apresentamos algoritmos de aproxima�~ao para essesproblemas e estudamos o seu desempenho assint�otio. Desrevemos algoritmos on-line e o�-line tantopara o aso orientado omo para o aso em que rota�~oes ortogonais s~ao permitidas.Para o problema de empaotamento em faixa, apresentamos um algoritmo om limite de desempenhoassint�otio n~ao maior que 1;62 e outro, on-line, ujo limite de desempenho assint�otio �e 1;75. Ambospara o aso onde rota�~oes s~ao permitidas. Para o problema de empaotamento em plaas, apresentamosum algoritmo om limite de desempenho assint�otio n~ao maior que 2;64 e outro, on-line, om limite dedesempenho assint�otio n~ao maior que 3;25. Ambos tamb�em para o aso onde rota�~oes ortogonais s~aopermitidas. Para o problema de empaotamento tridimensional para o aso orientado, apresentamos umalgoritmo om limite de desempenho assint�otio n~ao maior que 2;67. Para o aso onde rota�~oes em tornodo eixo da altura s~ao permitidas, apresentamos um algoritmo om um limite de desempenho assint�otio2;67 e outro, on-line, om um limite de desempenho assint�otio 3;25. Para o problema de empaotamentoem ontêineres onde rota�~oes s~ao permitidas, apresentamos um algoritmo om um limite de desempenhoassint�otio 4;89 e para o aso on-line, um algoritmo om limite de desempenho assint�otio n~ao maior que6;25.Os limites aima ou s~ao novos ou s~ao melhores que os enontrados na literatura. Al�em disso, apresentamosresultados que relaionam a omplexidade dos problemas da vers~ao orientada om a vers~ao em querota�~oes ortogonais s~ao permitidas. Tamb�em apresentamos v�arios algoritmos de aproxima�~ao para asospartiulares destes problemas: empaotamento de quadrados, de ubos e de objetos `pequenos'. Paraesses asos, os algoritmos que obtivemos têm limites de desempenho melhores que os aima menionados.Palavras-have: problemas de empaotamento, algoritmos de aproxima�~ao, limite de desempenhoassint�otio.Orientadora de tese: Yoshiko Wakabayashi.





Approximation Algorithms for Paking ProblemsFl�avio Keidi MiyazawaAbstrat of the thesis presented to IME-USP as partialful�llment for the requirements for the degree of Dotor of Siene.AbstratPaking problems onsist in plaing a olletion of objets inside reipients in an eonomial way. Theseproblems an be of two types depending on the objetive under onsideration. In the �rst ase, theobjetive is to minimize the number of reipients used to pak the objets. In the seond ase, theobjets must be paked into only one reipient|whose dimensions are all bounded, exept one|and theobjetive is to minimize the `size' of the paking, measured with respet to the unbounded dimension ofthe reipient.In this thesis we onsider paking problems where the objets and reipients are 2- or 3-dimensional, andof `orthogonal shape'. Thus, the objets are retangles or retangular boxes and the reipients are ret-angular strips, retangular bins, retangular boxes of unbounded height or retangular boxes of boundeddimensions (ontainers). Furthermore, all pakings must be orthogonal. We onsider the following prob-lems: the strip paking problem, the two-dimensional bin paking problem, the three dimensional pakingproblem and the ontainer paking problem. These problems are NP-hard, not approximable|in theabsolute sense|within ertain onstants. We present (polynomial) approximation algorithms for theseproblems and study their asymptoti performane. We desribe on-line and o�-line algorithms for theoriented ase and for the ase where orthogonal rotations are allowed.For the strip paking problem, we present an algorithm with asymptoti performane bound at most1:62 and an on-line algorithm with asymptoti performane bound 1:75. Both algorithms are for thease where orthogonal rotations are allowed. For the two-dimensional bin paking problem allowingorthogonal rotations, we present an algorithm with asymptoti performane bound at most 2:64 and anon-line algorithm with an asymptoti performane bound of 3:25. For the three-dimensional pakingproblem, we present an algorithm for the oriented ase, with asymptoti performane bound at most2:67. For the ase where orthogonal rotations around the height axis are allowed, we present an algorithmwhose asymptoti performane bound is at most 2:67 and another on-line algorithm with an asymptotiperformane bound of 3:25. For the ontainer paking problem where orthogonal rotations are allowed,we present an algorithm with asymptoti performane bound at most 4:89 and an on-line algorithm withasymptoti performane bound at most 6:25.All the bounds above are either new or are improvements of the existing ones in the literature. Moreover,we present results relating the omplexity of these problems in the oriented version with the versionwhere orthogonal rotations are allowed. We also present several approximation algorithms for speialases of these problems: paking of squares, of ubes and of `small' objets. For these ases, we desribealgorithms whose asymptoti performane bounds are better than those mentioned above.Keywords: paking problems, approximation algorithms, asymptoti performane bound.Thesis supervisor: Yoshiko Wakabayashi.
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�Indie xv4.5.1 Algoritmo BIk;� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 844.5.2 Empaotamento On-Line em Plaas Quadradas, om Rota�~oes Ortogonais 964.5.3 Algoritmo OBI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1034.6 Resumo dos Algoritmos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1065 Problema de Empaotamento Tridimensional 1095.1 Introdu�~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1095.2 De�ni�~oes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1105.3 Caso Orientado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1135.3.1 Estrat�egias Next Fit (NF), First Fit (FF) e Outros . . . . . . . . . . . . . 1135.3.2 Empaotamento de Caixas om Fundo Pequeno . . . . . . . . . . . . . . . 1155.3.3 Empaotamento On-Line de Caixas om Fundo Pequeno . . . . . . . . . . 1175.3.4 Algoritmo TRIk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1195.3.5 Empaotamento de Caixas de Fundo Quadrado . . . . . . . . . . . . . . . 1345.3.6 Empaotamento de Caixas om Fundo Quadrado em Caixa om FundoQuadrado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1405.4 Caso om Rota�~ao em Torno do Eixo z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1405.4.1 Algoritmo Rk . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1415.4.2 Empaotamento em Caixa de Fundo Quadrado . . . . . . . . . . . . . . . 1485.4.3 Empaotamento On-Line em Caixa de Fundo Quadrado . . . . . . . . . . 1515.4.4 Algoritmo OTRI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1535.5 Resumo dos Algoritmos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1556 Problema de Empaotamento em Contêineres 1576.1 Introdu�~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1576.2 De�ni�~oes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1586.3 Caso Orientado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1596.3.1 Algoritmo H3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1596.3.2 Empaotamento de Caixas Pequenas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1606.3.3 Empaotamento On-Line de Caixas Pequenas . . . . . . . . . . . . . . . . 1636.3.4 Empaotamento de ubos em ubos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1676.4 Caso Com Rota�~oes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1716.4.1 Algoritmo BOXk;� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1726.4.2 Algoritmo OBOXp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 180
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Introdu�~ao
Os problemas abordados nesta tese, omo muitos de natureza ombinat�oria, podem ser fail-mente formulados e ompreendidos, esondendo atr�as de sua aparente simpliidade, a sua realomplexidade. S~ao problemas NP-dif��eis n~ao aproxim�aveis |em termos absolutos| al�em deertas onstantes. Esse ar�ater omplexo em termos de aproximabilidade absoluta, justi�a oestudo desses problemas quanto �a sua aproximabilidade em termos assint�otios. Este �e o temaentral desta tese.Consideramos aqui diversos problemas de empaotamento bi- e tridimensional, muitos delesj�a investigados sob essa abordagem, e desrevemos para esses problemas algoritmos de aprox-ima�~ao ujos limites de desempenho assint�otio s~ao melhores do que os enontrados na literatura.Antes de desrevermos formalmente os problemas e menionarmos a nossa ontribui�~ao,vamos introduzir o leitor a ada um dos problemas abordados nesta tese, ilustrando a oorrêniade v�arios deles no proesso de onstru�~ao de um pr�edio.Primeiro, onsidere a estrutura de onreto armado de um pr�edio. Mais preisamente, on-sidere as olunas de onreto ontendo barras de a�o em seu interior. Estas olunas podem terdiferentes omprimentos e onseq�uentemente ada uma delas requer barras om erto ompri-mento. Em geral, a f�abria que produz estas barras somente as produz om um omprimentoespe���o, digamos 12 metros. Assim, a onstrutora deve omprar estas barras grandes e ort�a-las onforme sua neessidade. Claramente, para minimizar os ustos, o seu objetivo �e ompraro menor n�umero de barras neess�ario na onstru�~ao. Este �e um problema muito omum quetamb�em aparee em problemas de orte de vigas, estruturas met�alias, anos, esquadrias, et.Trata-se de um problema de empaotamento unidimensional.Prosseguindo na onstru�~ao do pr�edio, onsidere agora as janelas e divis�orias de vidro re-tangulares, neess�arias em quantidade e tamanhos diferentes. A onstrutora faz o pedido deompra a uma vidra�aria, espei�ando as dimens~oes e quantidades de ada item. A vidra�ariadeve ortar estes peda�os a partir de plaas de vidro de tamanhos �xos, digamos 3 metros por 31



2 Introdu�~aometros, que s~ao forneidas pelo fabriante de vidro. Novamente, para minimizar os ustos, o ob-jetivo da vidra�aria �e usar o menor n�umero destas plaas 3� 3. Este problema tamb�em apareeno orte de hapas, divis�orias, ompensados, et. Temos aqui um problema de empaotamento(bidimensional) em plaas.Considere agora o seguinte problema. A onstrutora, tendo terminada a onstru�~ao dopr�edio, ontrata uma empresa de publiidade para fazer bandeiras, faixas, bon�es e amisetasom a propaganda do pr�edio. Para fazer todo este material publiit�ario, a empresa preisaomprar uma erta quantidade de teido. As teelagens produzem teidos om uma largura�xa e om omprimento vari�avel, sendo que seu usto �e proporional ao omprimento. Assim,para minimizar os seus gastos o objetivo da empresa de publiidade �e omprar o menor om-primento de teido neess�ario para ortar todos os itens requisitados. Este �e um problema deempaotamento (bidimensional) em faixa.Um outro problema que oorre est�a relaionado ao transporte de produtos e argas para oloal de onstru�~ao do pr�edio. V�arios produtos (omo vidros, pisos, azulejos) devem ser enaixo-tados e ent~ao transportados em furg~oes de dimens~oes �xas. Para minimizar os ustos o objetivoaqui �e fazer o menor n�umero de viagens da loja de materiais para o loal de onstru�~ao. O prob-lema onsiste em empaotar as aixas no menor n�umero de furg~oes e onseq�uentemente, mini-mizar o n�umero de viagens. Trata-se aqui de um problema de empaotamento em ontêineres.Uma vez que os produtos s~ao transportados para o loal da onstru�~ao, estes devem serarmazenados em um galp~ao (de forma retangular), de forma a �arem protegidos at�e seu uso.Surge aqui o problema de empaotar estas aixas dentro do galp~ao. O objetivo �e enontrar umempaotamento uja altura seja a menor poss��vel.Os problemas envolvidos nos exemplos aima s~ao hamados de problemas de orte e/ouproblemas de empaotamento. N�os os hamamos de problemas de empaotamento. Segundo ade�ni�~ao de empaotamento que apresentamos, os problemas de orte de barras, vidros, teidosou outros materiais podem ser vistos omo problemas de empaotamento (de peda�os de barrasem barras, de moldes em vidros ou teidos).De uma forma geral, os problemas de empaotamento que abordamos nesta tese onsistemem empaotar uma lista de itens em reipientes. Dependendo da natureza dos itens sendoempaotados dizemos que os problemas s~ao uni-, bi- ou tridimensionais. N~ao onsideramos oaso em que os itens e reipientes têm forma arbitr�aria, mas apenas ângulos retos (ou seja,retângulos, paralelep��pedos, et). Os termos que usamos para os reipientes s~ao barras, faixas,plaas, aixas e ontêineres. Os problemas abordados podem diferir em duas linhas onformea fun�~ao objetivo do problema de otimiza�~ao em quest~ao. Em uma destas linhas, o objetivo �eminimizar o n�umero de reipientes usados para empaotar os itens da lista. Em outra linha, ositens devem ser empaotados em apenas um reipiente, sendo que este reipiente tem apenas



Introdu�~ao 3uma dimens~ao ilimitada e todas as outras s~ao limitadas (por exemplo, uma aixa om fundolimitado e altura ilimitada). Neste aso, o objetivo �e minimizar o `tamanho' do empaotamentoom rela�~ao �a dimens~ao ilimitada do reipiente. Nos referimos a este tamanho omo sendo aaltura do empaotamento.Listamos a seguir os problemas de empaotamento que ser~ao objeto de nosso estudo, olo-ando entre parênteses os respetivos exemplos menionados anteriormente na onstru�~ao deum pr�edio. Problema de Empaotamento Unidimensional (orte de barras de a�o), Problemade Empaotamento em Faixa (orte de teido), Problema de Empaotamento em Plaas (ortede plaas de vidro), Problema de Empaotamento Tridimensional (armazenamento em galp~oes)e Problema de Empaotamento em Contêineres (empaotamento em furg~oes).Diferentes abordagens têm sido usadas no desenvolvimento de algoritmos para problemasde empaotamento. Uma destas abordagens �e a abordagem exata. Nesta abordagem �e feita abusa de uma solu�~ao �otima do problema. �E em geral uma abordagem usada para instâniaspartiulares ou mesmo para instânias pequenas, j�a que o esfor�o omputaional exigido poressas abordagens torna invi�avel o tratamento de instânias de m�edio porte. Devido a estaintratabilidade, uma outra abordagem onsiste em desenvolver algoritmos polinomiais, n~ao ne-essariamente busando solu�~oes �otimas.Ao onsiderar o desenvolvimento de algoritmos polinomiais para estes problemas a prinipalpreoupa�~ao est�a na qualidade da solu�~ao produzida pelo algoritmo, isto �e, no desempenho doalgoritmo. Surge ent~ao uma nova di�uldade: omo omparar estes algoritmos. Uma maneirade fazer isso �e exeutar v�arios algoritmos sobre diversas instânias, vindas de asos pr�atios oumesmo te�orios (benhmark), e omparar os resultados gerados por estes algoritmos: a abor-dagem experimental. �E uma abordagem que pode ser boa quando fazemos o estudo de asos(partiulares) pr�atios [19, 58℄. Por outro lado, a sua prinipal desvantagem �e que �a um tantorestrita aos exemplos testados. Al�em do mais, melhorias obtidas sobre um onjunto de instâniasn~ao s~ao garantias de que onduzem a melhorias sobre os asos gerais. Essa abordagem podelevar a algoritmos que geram resultados muito aqu�em do �otimo, sem nenhuma garantia quantoao seu desempenho. A quest~ao que surge �e omo fazer uma melhor an�alise dos desempenhos dosalgoritmos.Observamos que muitas heur��stias om bons desempenhos emp��rios tiveram seu ompor-tamento analisado mais formalmente e, n~ao surpreendentemente, tamb�em apresentaram bonsdesempenhos sob outros tipos de an�alise. Como abordagens mais formais podemos itar a abor-dagem de algoritmos de aproxima�~ao e a abordagem probabil��stia.Na abordagem de algoritmos de aproxima�~ao, busa-se desenvolver algoritmos para os quaiss~ao garantidos (para qualquer instânia) um limitante superior para a raz~ao entre o valor doempaotamento gerado pelo algoritmo e o valor de um empaotamento �otimo. Comparando



4 Introdu�~aoalgoritmos desta forma, podemos dizer qual algoritmo tem um limitante melhor para esta raz~ao.Como esse limite �e v�alido para qualquer instânia do problema, podem existir algoritmos omlimites superiores n~ao t~ao pequenos, mas que na pr�atia apresentam desempenho melhor.A abordagem probabil��stia onsiste em se tomar uma distribui�~ao mais ou menos realista dosdados de entrada e alular a esperan�a do resultado gerado pelo algoritmo. Uma di�uldadedesta abordagem est�a em ahar esta distribui�~ao realista, muitas vezes dependente das aplia�~oesde ada problema. �E em geral uma abordagem dif��il, espeialmente se onsiderada na an�alisede algoritmos mais e�ientes e ompliados (f. Co�man e Shor [10℄).Optamos pela abordagem de algoritmos de aproxima�~ao, a qual referiremos apenas omoAlgoritmos de Aproxima�~ao (embora este termo seja tamb�em usado para a abordagem proba-bil��stia). Esta abordagem tem sido estudada antes mesmo da publia�~ao dos artigos de Cook [11℄e de Karp [36℄ que, no in��io dos anos 70 introduziram a teoria de omplexidade omputaional,dando um tratamento formal a quest~oes referentes �a e�iênia de algoritmos, e lassi�a�~ao deproblemas quanto �a existênia ou (prov�avel) inexistênia de algoritmos e�ientes para se resolvê-los. O primeiro algoritmo de aproxima�~ao para um problema NP-dif��il foi desenvolvido porGraham [26℄, para um problema de esalonamento de tarefas em omputadores, onheido omoMultiproessor Sheduling. Este problema pode ser formulado da seguinte maneira.S~ao dados uma lista de n tarefas T1; : : : ; Tn, e m m�aquinas idêntias, M1; : : : ;Mm. Cadatarefa Tj deve ser proessada sem interrup�~ao, por um tempo tj, por uma das m m�aquinas, adauma das quais pode proessar no m�aximo uma tarefa por vez. O objetivo onsiste em aharuma atribui�~ao das tarefas �as m�aquinas, de modo a minimizar o tempo total para proessar asn tarefas.Os primeiros algoritmos de aproxima�~ao para problemas de empaotamento foram desen-volvidos no in��io da d�eada de 70. Na tese de doutorado de David S. Johnson [30℄, de 1973, s~aoapresentados v�arios algoritmos para o aso unidimensional. Antes disso, em 1972 o problemade empaotamento unidimensional foi estudado omo um problema de aloa�~ao de mem�oriapor Garey, Graham e Ullman [23℄, que apresentaram as primeiras an�alises n~ao triviais para osalgoritmos de aproxima�~ao desenvolvidos.Cabe aqui ressaltar que o desenvolvimento de algoritmos de aproxima�~ao para problemas deempaotamento est�a intimamente relaionado om a origem da teoria de algoritmos de aprox-ima�~ao. Notamos que at�e mesmo o problema investigado por Graham, enuniado aima, temsua vers~ao de deis~ao igual �a vers~ao de deis~ao do problema de empaotamento unidimensional.Em um artigo de 1974, Johnson [31℄ introduziu o termo approximation algorithm usando-opara o problema de empaotamento unidimensional, o problema da mohila, o problema dasatisfatibilidade m�axima, o problema da obertura de onjuntos, o problema da olora�~ao dev�erties e o problema do lique m�aximo (f. Johnson [32℄). Neste artigo, Johnson sugeriu que



Introdu�~ao 5a abordagem de algoritmos de aproxima�~ao anteriormente usada para o problema de empaota-mento unidimensional fosse apliada aos demais problemas itados. Vale lembrar tamb�em queos primeiros estudos sobre limitantes inferiores para os limites de desempenho assint�otios dealgoritmos on-line foram feitos para problemas de empaotamento. Mais ainda, os primeiros al-goritmos om esquema de aproxima�~ao assint�otio para um problema fortemente NP-ompleto(NP-omplete in strong sense) foram desenvolvidos para o problema de empaotamento unidi-mensional. Vega e Lueker [16℄ apresentaram em 1981 um esquema PAAS (Polynomial TimeAsymptoti Approximation Sheme) e Karmarkar e Karp apresentaram, em 1982, um esquemaFPAAS (Fully Polynomial Time Asymptoti Approximation Sheme). Estes dois resultadosausaram um hoque na teoria de algoritmos de aproxima�~ao, pois muitos ahavam que n~ao ex-istissem esquemas de aproxima�~ao assint�otios PAAS/FPAAS para problemas fortemente NP-ompletos (f. Motwani [51℄).At�e a d�eada de 80 as publia�~oes sobre algoritmos de aproxima�~ao para problemas deempaotamento se onentraram nos asos unidimensional e bidimensional [30, 31, 34, 6, 1,2℄. Uma resenha sobre esses dois asos pode ser enontrada em [7℄. Um texto reentementepubliado [28℄, que trata s�o de algoritmos de aproxima�~ao, traz um ap��tulo dediado ao asounidimensional [8℄, onstituindo-se em uma resenha bem atualizada.O objetivo prinipal desta tese �e o de desenvolver algoritmos de aproxima�~ao para proble-mas de empaotamento e investigar aspetos relativos a este tipo de enfoque. Dediamos adaap��tulo a um problema distinto e analisamos o desempenho dos algoritmos propostos.Muitos dos algoritmos que desenvolvemos usam (omo subrotinas) outros algoritmos j�a men-ionados na literatura. Alguns desses �ultimos s~ao apresentados aqui, visando failitar o entendi-mento dos nossos algoritmos ou visando tornar este trabalho mais auto-ontido. Ressaltamosque, para o entendimento da an�alise do desempenho dos algoritmos que desenvolvemos, �e su�-iente que o leitor saiba (ou assuma omo verdadeiro) o fato de que um erto algoritmo paraum erto subproblema tem determinada garantia de desempenho. Assim, apenas apresentamosos prinipais resultados relaionados a esses algoritmos, mas n~ao provamos esses resultados, j�aque podem ser enontrados na literatura.No Primeiro Cap��tulo, Preliminares, estabeleemos a nota�~ao e de�nimos informalmentetodos os problemas em quest~ao (Problema de Empaotamento Unidimensional, Problema deEmpaotamento em Faixa, Problema de Empaotamento em Plaas, Problema de Empaota-mento Tridimensional e Problema de Empaotamento em Contêineres). Menionamos tamb�emas medidas de desempenho dos algoritmos. Al�em disso, disutimos e apresentamos resultadosreferentes �as vers~oes destes problemas quando rota�~oes ortogonais podem ser feitas.No Segundo Cap��tulo abordamos o Problema de Empaotamento Unidimensional. Apre-sentamos alguns algoritmos usados omo subrotinas de outros, bem omo alguns outros onsider-



6 Introdu�~aoados importantes na literatura. Estes algoritmos s~ao importantes para que o leitor se familiarizeom o modo omo ertos empaotamentos s~ao onstru��dos. Ao �m do ap��tulo, apresentamosbrevemente algumas das t�enias de empaotamento (algumas desenvolvidas nesta tese paraproblemas bi- e tridimensionais) apliadas ao problema de empaotamento unidimensional.O Tereiro Cap��tulo �e sobre o Problema de Empaotamento em Faixa. Neste ap��tuloapresentamos um algoritmo om limite de desempenho assint�otio 1;613 e outro, on-line, omlimite de desempenho assint�otio 1;75, para o aso onde rota�~oes ortogonais podem ser feitas.Al�em disso, introduzimos um resultado relaionado a um algoritmo usado omo subrotina parao problema do empaotamento tridimensional.No Quarto Cap��tulo estudamos o Problema de Empaotamento em Plaas. Apresentamosdois algoritmos onheidos para o aso orientado deste problema, e dois novos algoritmos |para a vers~ao onde rota�~oes s~ao permitidas| um om limite de desempenho n~ao maior que2;64 e outro, on-line, om limite de desempenho assint�otio 3;25. Tamb�em apresentamos outrosalgoritmos para asos partiulares envolvendo restri�~oes sobre o tamanho dos itens da instânia,e restringindo o empaotamento a plaas quadradas.O Problema de Empaotamento Tridimensional �e estudado no Quinto Cap��tulo. Abor-damos duas vers~oes para este problema. Uma onde todos os itens s~ao orientados, e outra onderota�~oes em torno de um dos eixos �e permitida. Apresentamos algoritmos para estas duas vers~oesom limite de desempenho assint�otio n~ao maior que 2;67, e alguns algoritmos para asos es-peiais quando restri�~oes quanto �a forma do fundo das aixas s~ao inseridas. Para o problemaon-line, apresentamos um algoritmo om limite de desempenho assint�otio que pode se tornart~ao pr�oximo de 3;25 quanto se queira.O �ultimo problema abordado nesta tese, o Problema de Empaotamento em Contêineres,�e investigado no Sexto Cap��tulo. Apresentamos algoritmos para o aso geral onde qualquertipo de rota�~ao ortogonal �e permitida. Um dos algoritmos, o�-line, om limite de desempenhoassint�otio n~ao maior que 4;89 e outro, on-line, om limite de desempenho assint�otio 6;25. Al�emdisso, apresentamos algoritmos para asos partiulares quando h�a restri�~oes quanto ao tamanhodos itens a serem empaotados, e tamb�em quando todos os itens e ontêineres s~ao ubos.No S�etimo Cap��tulo apresentamos algumas Considera�~oes Finais. Comentamos breve-mente nossos resultados, omentamos aspetos relativos �a implementa�~ao e apresentamos algu-mas quest~oes em aberto sobre os problemas de empaotamento.Apresentamos tamb�em dois apêndies. No Apêndie A, apresentamos algumas Tabelasmostrando alguns dos melhores limites de desempenho assint�otios de algoritmos para os proble-mas estudados nesta tese. No Apêndie B, apresentamos v�arias Aplia�~oes para os problemasde empaotamento disutidos nesta tese. Justamente por abordar uma variante pouo estu-dada para problemas de empaotamento |a possibilidade de rota�~oes ortogonais| sentimos



Introdu�~ao 7neessidade de frisar esta importânia ressaltando as aplia�~oes onde rota�~oes ortogonais s~aopermitidas.A organiza�~ao dos ap��tulos de ada problema �e feita do seguinte modo. Primeiramenteapresentamos uma breve introdu�~ao onde desrevemos alguns resultados de aproxima�~ao on-heidos. Apresentamos algumas de�ni�~oes. Em seguida dividimos o ap��tulo em duas se�~oes:abordamos primeiro o aso orientado, e depois o aso om rota�~oes. Esta divis~ao s�o n~ao �e feitapara o ap��tulo do problema de empaotamento unidimensional (onde rota�~oes n~ao fazem sen-tido); e neste aso, dividimos o ap��tulo em se�~oes sobre algoritmos on-line, algoritmos o�-linee algumas t�enias. Ao �m de ada um dos ap��tulos apresentamos uma tabela que inlui todosos algoritmos itados para o problema.Quando o algoritmo apresentado em um ap��tulo �e para o aso geral damos o mesmo nomedo algoritmo para a se�~ao orrespondente. Para as se�~oes onde apresentamos asos partiularesdo problema, o nome da se�~ao orrespondente desreve o aso partiular onsiderado (e n~ao onome do algoritmo).





Cap��tulo 1Preliminares
1.1 Introdu�~aoNeste ap��tulo, estabeleemos a nota�~ao e de�nimos informalmente todos os problemas que s~aotratados nesta tese. Menionamos a omplexidade omputaional destes problemas, bem omoas medidas padr~oes usadas para espei�ar o desempenho dos algoritmos de aproxima�~ao.Al�em disso, disutimos e apresentamos resultados referentes �as vers~oes desses problemas, nasquais rota�~oes ortogonais podem ser feitas. Mostramos que essas vers~oes, no aso geral, s~ao t~aodif��eis quanto o aso om orienta�~ao �xa.1.2 Problemas de EmpaotamentoNesta se�~ao, desrevemos informalmente todos os problemas que ser~ao objeto de nosso estudo.Lembramos que esses mesmos problemas ser~ao formalmente de�nidos nos respetivos ap��tulos.A nota�~ao bem omo a de�ni�~ao de alguns termos aqui utilizados s~ao apresentados na se�~aoseguinte.O Problema de Empaotamento Unidimensional (PEU), tamb�em onheido omo bin pakingproblem, �e o seguinte. Dados uma lista de barras L = (e1; : : : ; en), ada qual om omprimentox(ei) (se estivermos trabalhando sobre o eixo x); e barras B (reipientes) de omprimento C, oproblema onsiste em empaotar as barras de L em barras B de forma a usar o menor n�umeroposs��vel de barras B.O Problema de Empaotamento em Faixa, onheido omo strip paking problem, onsiste em:dados uma lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn), onde ri = (xi; yi), e um retângulo R = (a;1),empaotar os retângulos de L em R de forma que nenhum retângulo se sobreponha a outro eada retângulo de L n~ao esteja fora dos limites de R, minimizando o tamanho do empaotamento9



10 Preliminaresna dire�~ao ilimitada do reipiente R. Mais ainda, o empaotamento deve ser ortogonal, i.e., asarestas dos retângulos de L devem ser paralelas ou ortogonais �as arestas de R. Consideramosuma vers~ao om orienta�~ao �xa e outra onde rota�~oes ortogonais s~ao permitidas. Nesta �ultimavers~ao, ada retângulo ri pode ser empaotado tratando-o omo sendo da forma ri = (xi; yi) ouda forma (yi; xi). A vers~ao om orienta�~ao �xa ser�a denotada omo PEF; e a vers~ao que permiterota�~ao ser�a denotada por PEFr.O Problema de Empaotamento em Plaas, tamb�em onheido omo two dimensional binpaking problem, onsiste em: dados uma lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn), onde ri = (xi; yi),e plaas da forma R = (a; b), empaotar os retângulos de L em plaas R de forma a usar omenor n�umero destas plaas. O empaotamento deve ser de modo que nenhum retângulo sesobreponha a outro e nem esteja fora dos limites da plaa onde este foi empaotado. Mais ainda,o empaotamento deve ser ortogonal. A vers~ao totalmente orientada ser�a refereniada omoPEP, e a vers~ao permitindo rota�~ao, omo PEPr.O Problema de Empaotamento Tridimensional, tamb�em onheido omo tridimensionalpaking problem, onsiste em: dados uma lista de aixas L = (b1; : : : ; bn), onde bi = (xi; yi; zi),e uma aixa B = (a; b;1), empaotar as aixas de L em B de forma ortogonal e minimizandoo tamanho do empaotamento na dire�~ao ilimitada do reipiente. Consideramos uma vers~ao to-talmente orientada (PET) e outra orientada no eixo z (PETr). Na vers~ao totalmente orientada,uma aixa s�o pode ser empaotada na orienta�~ao dada iniialmente. Na vers~ao orientada noeixo z, �e permitido fazer rota�~oes em torno do eixo z. Isto �e, uma aixa bi = (xi; yi; zi) pode serempaotada tratando-a omo sendo da forma (xi; yi; zi) ou da forma (yi; xi; zi).O Problema de Empaotamento em Contêineres, onheido omo box paking problem, on-siste em: dados uma lista de aixas L = (b1; : : : ; bn), onde bi = (xi; yi; zi), e aixas B = (a; b; ),o problema onsiste em empaotar as aixas de L dentro de aixas B, usando o menor n�umerodestas aixas. Novamente, este empaotamento deve ser ortogonal. Consideramos a vers~ao ori-entada (PEC), e a vers~ao permitindo rota�~oes (PECr), em que ada aixa bi = (xi; yi; zi) podeser empaotada tratando-a omo sendo de uma das formas seguintes: (xi; yi; zi), (xi; zi; yi),(yi; xi; zi), (yi; zi; xi), (zi; xi; yi) e (zi; yi; xi).Nesta tese, ao nos referirmos a problemas de empaotamento estamos nos referindo a qualquerum dos problemas aima. Mais ainda, diversas vezes nos referimos a um empaotamento deuma lista de itens (para um dos problemas aima) em determinada dimens~ao, sem espei�arse rota�~oes s~ao permitidas ou n~ao, deixando que o ontexto de�na a qual dos problemas esteempaotamento se refere.



1.3 Nota�~ao e De�ni�~oes 111.3 Nota�~ao e De�ni�~oesNosso espa�o de trabalho �e o espa�o eulideano R3 , om o sistema de oordenadas xyz. Para oproblema de empaotamento unidimensional, este espa�o se reduz a uma das dimens~oes x ou you z. Para o aso bidimensional, usamos os planos xy ou yz ou zx; e �nalmente, onsideramostodo o espa�o xyz para os problemas de empaotamento tridimensional.Um item e a ser empaotado tem suas dimens~oes de�nidas por x(e), y(e) e z(e), onde adauma dessas dimens~oes �e a medida no orrespondente eixo do sistema xyz. Para os asos uni ebidimensional alguns destes valores n~ao estar~ao de�nidos. Quando o item e �e unidimensional,este �e referido omo uma barra; quando �e bidimensional, �e hamado de retângulo ou quadrado;e quando �e tridimensional �e hamado de aixa.No aso dos reipientes, suas dimens~oes s~ao espei�adas analogamente; sendo que quandouma delas �e ilimitada, indiamos isso por 1, omo por exemplo em B = (a; b;1). Quando oreipiente �e unidimensional, este �e referido omo uma barra; quando �e bidimensional �e referidoomo plaa, se �e da forma (a; b); e omo faixa, se �e da forma (a;1). Reipientes tridimensionaisda forma (a; b; ) s~ao hamados ontêineres e os da forma (a; b;1) s~ao hamados aixas (dealtura ilimitada).Quando abordamos o problema de empaotamento unidimensional no espa�o x, o ompri-mento de um objeto da instânia (item ou reipiente) �e a sua dimens~ao no eixo x. Quandoabordamos o problema de empaotamento em faixa, no plano xy, dizemos que um objeto dainstânia tem largura de�nida pela dimens~ao do objeto no eixo x e altura de�nida pela dimens~aodo objeto no eixo y; no exemplo apresentado na introdu�~ao desta tese (orte de teido), apesarde usarmos omprimento em vez de altura, preferimos apresentar este problema omo sendo deminimiza�~ao de altura dado que esta �e a forma omumente enontrada na literatura. No aso doproblema de empaotamento em plaas, assoiamos o omprimento �a dimens~ao do objeto no eixox e a largura �a dimens~ao do objeto no eixo y. Para o problema de empaotamento tridimensionale em ontêineres, assoiamos o omprimento de um objeto da instânia �a sua dimens~ao no eixox, sua largura �a sua dimens~ao no eixo y e sua altura �a sua dimens~ao no eixo z.Quando onsideramos o problema de empaotamento em faixa ou o problema de empaota-mento tridimensional, hamamos de altura do empaotamento a medida do empaotamento nadire�~ao ilimitada do reipiente. Tal medida tamb�em �e hamada de tamanho.Muitas vezes um item om duas ou três dimens~oes, pode ser visto omo um item de dimens~oesmenores. Assim, uma aixa bi = (xi; yi; zi), no sistema de oordenadas xyz, pode ser visto omoum retângulo r0i = (xi; yi) no plano bidimensional xy, ou mesmo omo um item de omprimentop0i = (xi) em rela�~ao ao eixo x.Quando nos referimos a um retângulo ri = (xi; yi), denotamos por S(ri) a �area deste



12 Preliminaresretângulo. Quando nos referimos a uma aixa, digamos bi = (xi; yi; zi), denotamos por S(bi)a �area de fundo da aixa bi, sendo que o fundo depende de omo esta aixa est�a sendo vista,i.e., qual �e o eixo que est�a sendo onsiderado omo orrespondente �a altura. Quando o eixoorrespondente �a altura n~ao estiver muito �obvio, usamos ��ndies sobresritos para identi�arqual o plano de fundo. Assim, Sxy(bi) refere-se a x(bi)y(bi).O volume de uma aixa bi = (xi; yi; zi), �e denotado por V (bi) := xi � yi � zi.Dada uma fun�~ao f : C ! R e um subonjunto C 0 � C, denotamos por f(C 0) a somaPe2C0 f(e).Embora uma lista om n elementos seja dada omo uma n-upla, quando a ordem dos itens�e irrelevante, a lista orrespondente pode ser vista omo um onjunto. Se L �e uma lista deaixas, ent~ao a soma dos volumes das aixas de L �e denotada por V (L). Denotamos por �rst(L)o primeiro elemento da lista L, se L 6= ;; aso L = ; ent~ao de�nimos �rst(L) omo sendo ;.Dadas listas L1; L2; : : : ; Lk, onde Li = (e1i ; e2i ; : : : ; enii ), de�nimos a onatena�~ao dessas listas,denotada por L1kL2k : : : kLk, omo sendo a lista (e11; : : : ; en11 ; e12; : : : ; en22 ; : : : ; e1k; : : : ; enkk ).A seguir, apresentamos uma nota�~ao onveniente para espei�ar tipos espeiais de itens.Aqui, estamos onsiderando que as dimens~oes m�aximas de ada um dos itens da lista de entradaL, em rela�~ao aos eixos x, y e z, �e a, b e , respetivamente.X [p; q℄ := fe : p � a < x(e) � q � ag ;Y [p; q℄ := fe : p � b < y(e) � q � bg ;Z [p; q℄ := fe : p �  < z(e) � q � g ;Qxy[p; q℄ := fe : p � a < x(e) = y(e) � q � ag ;Qyz[p; q℄ := fe : p � a < y(e) = z(e) � q � ag ;Cxy [p1; q1 ; p2; q2℄ := X [p1; q1℄ \ Y [p2; q2℄;Cyz [p1; q1 ; p2; q2℄ := Y [p1; q1℄ \ Z [p2; q2℄;Czx [p1; q1 ; p2; q2℄ := Z [p1; q1℄ \ X [p2; q2℄;Cxyz [p1; q1 ; p2; q2 ; p3; q3℄ := X [p1; q1℄ \ Y [p2; q2℄ \ Z [p3; q3℄;Cm := Cxy �0; 1m ; 0; 1m�; Qm := Qxy �0; 1m�;}1 := Cxy �0; 12 ; 0; 12�; }2 := Cxy �0; 12 ; 12 ; 1�;}3 := Cxy �12 ; 1 ; 0; 12�; }4 := Cxy �12 ; 1 ; 12 ; 1�;



1.3 Nota�~ao e De�ni�~oes 13Cxy [p; q℄ := fe : x(e) � y(e) � ab g; Cyx[p; q℄ := fe : x(e) < y(e) � ab g:Dizemos que um item s tem dimens~ao pequena no eixo x se x(s) � am , para m � 2 inteiro.Esta mesma de�ni�~ao �e usada para os demais eixos. Dizemos que um item �e pequeno se estetem dimens~oes pequenas em rela�~ao a todos os eixos. O valor de m �ar�a em aberto, sendoque os algoritmos desenvolvidos para este tipo de instânia ter~ao m omo um dos parâmetrosde espei�a�~ao do algoritmo. Em geral, estes algoritmos ser~ao importantes na onstru�~ao dealgoritmos mais gen�erios.Dados uma lista de itens L = (e1; e2; : : : ; en) e um algoritmo A para empaotar L, dizemosque A �e um algoritmo on-line se1. A empaota os itens na ordem dada por L;2. A empaota ada item ei sem levar em onta qualquer item ej , j > i; e3. A nuna move um item j�a empaotado.Os algoritmos de empaotamento que n~ao s~ao on-line, s~ao hamados de algoritmos o�-line.Muitas vezes, usamos v�arios algoritmos on-line omo subrotinas na onstru�~ao de um outroalgoritmo on-line. Nesses asos, para simpli�ar podemos desrever o novo algoritmo omosendo o�-line. Notamos por�em que um tal algoritmo pode ser transformado em um on-lineequivalente. A seguir, damos um exemplo de omo isto pode ser feito.Suponha que temos algoritmos on-line Alg1, Alg2 e Alg3 para empaotar itens de onjuntosT1, T2 e T3, respetivamente. Considere que Ti \ Tj = ; para 1 � i 6= j � 3. Agora onsidere oseguinte algoritmo, hamado Alg4, que usa os algoritmos Algi, i = 1; 2; 3, omo subrotinas.Algoritmo Alg4Entrada: Lista de retângulos L.Sa��da: Empaotamento de L em plaas R.1 Partiione L em sublistas L1, L2 e L3 da seguinte maneira.Li  L \ Ti, i = 1; 2; 3.2 Pi  Algi(Li), i = 1; 2; 3.3 P  P1kP2kP3.4 Retorne P.Fim algoritmo.



14 PreliminaresO algoritmo Alg4 �e o�-line, mas pode ser failmente transformado em on-line. O seguintealgoritmo �e uma desri�~ao on-line equivalente do algoritmo Alg4.Algoritmo Alg04Entrada: Lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn).Sa��da: Empaotamento de L em plaas R.1 P  ;.2 Para i = 1 at�e n fa�a2.1 Seja Pj o empaotamento em plaas de P, que foram geradas pelo algoritmo Algj,j = 1; 2; 3.2.2 Seja k tal que ri 2 Tk, k 2 f1; 2; 3g.2.3 Empaote ri nas plaas de Pk usando o algoritmo Algk. Caso neess�ario, empaote riem uma nova plaa em P.3 Retorne P.Fim algoritmo.Desta forma, temos que o algoritmo Alg04 �e on-line e o empaotamento gerado por essealgoritmo �e igual ao empaotamento gerado pelo algoritmo Alg4.Dado um empaotamento P, denotamos por H(P) a altura do empaotamento P e por #(P)o n�umero de reipientes usado pelo empaotamento P.Dada uma lista de itens L = (e1; e2; : : : ; en), onde ada item ei �e uma t-upla, denotamospor �(L) o onjunto de listas fL0 = (e01; e02; : : : ; e0n) : e0i �e uma permuta�~ao de eig. Dado umitem e, de�nido por uma t-upla, denotamos por �(e) a t-upla onde todas as entradas s~ao iguais�as de e, exeto nos eixos x e y, onde elas estar~ao troadas. Assim, se ei = (xi; yi; zi) ent~ao�(ei) = (yi; xi; zi); e se ei = (xi; yi) ent~ao �(ei) = (yi; xi). Tamb�em denotamos por �z(L) oonjunto de listas fL0 = (e01; e02; : : : ; e0n) : e0i 2 fei; �(ei)gg.Na desri�~ao de alguns algoritmos, usamos as fun�~oes ftype(L;S) (�xed type), rtype(L;S)(rotatable type) e xy-type(L;S) (xy-rotatable type), ujas imagens s~ao os seguintes onjuntos:ftype(L;S) := fe 2 L : e 2 Sg;xy-type(L;S) := fe 2 L : e 2 S ou �(e) 2 Sg;rtype(L;S) := fe 2 L : alguma permuta�~ao de e pertene a Sg:



1.4 Medidas de Desempenho dos Algoritmos 151.4 Medidas de Desempenho dos Algoritmos\The asymptoti ratios seem to be the more important ones for bin paking, althoughfor other problems the absolute ratios may be more appropriate"Garey e Johnson [25℄ p�ag. 128.S~ao duas as medidas padr~oes usadas para espei�ar o desempenho dos algoritmos de aprox-ima�~ao: o limite de desempenho absoluto e o limite de desempenho assint�otio.Dada uma lista L de itens a serem empaotados, e um algoritmo A, denotamos por A(L)a solu�~ao gerada pelo algoritmo A quando apliada �a lista L. Tal solu�~ao tanto pode ser aaltura do empaotamento ou o n�umero de reipientes usados pelo empaotamento, onforme oproblema em quest~ao. Denotamos por OPT(L) o valor orrespondente a um empaotamento�otimo de L. Apesar de OPT ser usado da mesma forma para problemas distintos, esperamosque seu signi�ado e uso esteja laro pelo ontexto.Consideramos que as dimens~oes de todos os itens a serem empaotados s~ao limitados poruma onstante.Dizemos que um algoritmo A tem um limite de desempenho absoluto � seA(L)OPT(L) � �; para toda lista de entrada L:Dizemos que um algoritmo A tem um limite de desempenho assint�otio � se existe umaonstante � tal queA(L) � � �OPT(L) + �; para toda lista de entrada L:Mais ainda, se para todo � pequeno e todo N grande, ambos positivos, existe uma instâniaL tal que A(L) > (�� �) �OPT(L) e OPT(L) > N;ent~ao dizemos que � �e um limite justo. Neste aso, tamb�em dizemos que o limite de desempenhoassint�otio de A, denotado por r(A), �e igual a �.Se para todo M > 1, h�a uma instânia L tal queA(L) > M �OPT(L);ent~ao dizemos que A tem um desempenho de pior aso ilimitado. Neste aso, laramente A n~ao�e um bom algoritmo, do ponto de vista da teoria de algoritmos de aproxima�~ao.



16 Preliminares1.5 Complexidade dos Problemas de EmpaotamentoO Problema de Empaotamento Unidimensional �e um problema NP-dif��il [25℄. Como esteproblema �e um aso partiular dos problemas de empaotamento em faixa, plaas e ontêineres,todos esses problemas s~ao tamb�em NP-dif��eis. Um aso bem mais restrito do Problema deEmpaotamento Unidimensional, que j�a �e NP-ompleto, �e deidir se 3k itens s1; s2; : : : ; s3konde ada item si tem omprimento 14 < x(si) < 12 , podem ser empaotados em barras deomprimento 1. Este problema �e onheido omo Problema da 3-Parti�~ao e foi provado serNP-ompleto por Garey e Johnson [24℄. Um outro aso que �e bem restrito e tamb�em �e NP-ompleto, �e deidir se uma lista L de itens om x(L) = 2C pode ser empaotada em duasbarras de omprimento C. Este problema �e onheido omo problema da parti�~ao e foi um dosproblemas NP-ompletos apresentados por Karp em 1972 [36℄. Note que este �ultimo problemamostra que o limite de desempenho absoluto do problema de empaotamento unidimensionaldeve ser pelo menos 32 , a menos que P = NP. Caso exista um algoritmo polinomial om limitede desempenho absoluto � < 32 , podemos us�a-lo para deidir se uma lista L, om x(L) = 2Cpode ser empaotada em 2 barras de omprimento C. Assim, vale o seguinte teorema (f. Gareye Johnson [25℄).Teorema 1.5.1. O Problema de Empaotamento Unidimensional n~ao �e aproxim�avel dentro de32 � �, para qualquer � > 0, a menos que P = NP.1.6 Problema de Corte � Problema de EmpaotamentoMuitas aplia�~oes pr�atias s~ao vistas omo problemas de orte, em vez de problemas de empa-otamentos. Assim, em vez de um item ser empaotado em um reipiente, este �e ortado de ummaterial (reipiente). Basiamente estes problemas podem ser onsiderados da mesma forma.Mas muitas vezes os problemas de orte têm restri�~oes de omo os itens devem ser ortados.Uma destas restri�~oes �e a de usar apenas orte-guilhotina.Dizemos que um orte �e do tipo guilhotina, ou simplesmente orte-guilhotina se este orte �erepresentado por um plano que orta o reipiente de ponta a ponta e �e ortogonal a algum doseixos do empaotamento. Um orte guilhotina divide o reipiente em duas partes que podem sernovamente submetidas a ortes-guilhotina. Um empaotamento �e dito guilhotin�avel se todos ositens empaotados podem ser separados um dos outros a partir de uma seq�uênia de um ou maisortes-guilhotina. Este tipo de orte �e muito omum em problemas de orte de vidros, espumasou isopor.O leitor pode enontrar outras restri�~oes pr�atias na resenha de Yanasse, Furtado, Lorena,Arenales, Soma, Maulan e Mor�abito [60℄.



1.7 Considera�~oes sobre Rota�~oes Ortogonais 171.7 Considera�~oes sobre Rota�~oes OrtogonaisMuitos dos problemas aqui tratados têm vers~oes em que os itens podem sofrer rota�~oes quantoa alguns dos eixos. Consideramos apenas rota�~oes ortogonais (i.e., de 90Æ). Como pode ser ver-i�ado no Apêndie B, h�a muitas aplia�~oes relativas a essas vers~oes. Na literatura enontramospouos resultados a respeito dessas vers~oes, no que onerne ao desenvolvimento de algoritmosde aproxima�~ao. A maior parte dos resultados relativos a algoritmos de aproxima�~ao �e referenteao aso om orienta�~ao �xa. Ao longo desta tese, apresentamos v�arios algoritmos para problemasom rota�~oes.Quando onsideramos itens pequenos em um problema permitindo rota�~oes, onsideramosque os itens s~ao pequenos em rela�~ao a uma dada orienta�~ao iniial.Uma primeira id�eia para resolver os problemas que permitem rota�~ao �e adaptar algoritmosdo aso orientado para o aso om rota�~ao. Considere PROB um dos problemas desritosanteriormente, para o aso orientado, e PROBr para o aso om rota�~ao. Dizemos que umitem e tem orienta�~ao vi�avel se x(e) � a, y(e) � b e z(e) � , onde a, b e  s~ao as dimens~oesm�aximas que um item pode ter nas respetivas dimens~oes. Uma abordagem natural, �e gerarpara ada instânia L = (e1; e2; : : : ; en) de PROBr, uma nova instânia L0 de PROB, tal queL0 2 �(L) = (d1; d2; : : : ; dn), ondedi = ( ei; se ei tem orienta�~ao vi�avel;e0i aso ontr�ario, onde e0i �e uma permuta�~ao de ei que tem orienta�~ao vi�avel;e ent~ao apliar um algoritmo de PROB sobre L0. Desta maneira, obtemos tamb�em um empao-tamento para PROBr.Para ada algoritmo A para o aso orientado, denote por bA um orrespondente algoritmopara PROBr, omo desrito aima. Isto �e, para toda instânia L do PROBr, o algoritmo bA apliao algoritmo A sobre uma lista de �(L). �E f�ail ver que este algoritmo bA pode n~ao preservar olimite de desempenho assint�otio original de A.Vamos exempli�ar isto para o PEPr. O pr�oximo resultado, �e uma adapta�~ao de um resultadoprovado em [46℄ do PETr para o problema de empaotamento em plaas. O resultado mostraque n~ao existe algoritmo bA para o PEPr, obtido de um algoritmo A para o PEP |omo desritoanteriormente|, que tem um limite de desempenho assint�otio menor que 3.Proposi�~ao 1.7.1. Se bA �e um algoritmo para PEPr obtido de um algoritmo A para o PEP,omo desrito aima, ent~ao o limite de desempenho assint�otio de bA �e pelo menos 3.Prova. Para ver isto, onsidere a seguinte instânia L = (r1; r2; : : : ; r3k) do PEPr para em-paotamento em plaas (3;75 ; 2), onde r1 = r2 = : : : = r3k = (2 ; 1;25) e k �e um inteiropositivo.



18 PreliminaresPrimeiramente, observe que �e poss��vel empaotar L em k n��veis, i.e., OPT(L) = k. Paraveri�ar isto, gire ada retângulo de L previamente e onstrua um empaotamento oloandotrês retângulos por plaa.
Figura 1.1: Um retângulo por plaa no em-paotamento de L gerado por bA. Figura 1.2: Três retângulos por plaa noempaotamento �otimo de L.Por outro lado, note que �(L) = fLg e qualquer algoritmo A do PEP �e tal que bA(L) � 3k, j�aque qualquer algoritmo do PEP empaota ada retângulo de L em apenas uma plaa. Portanto,o limite de desempenho assint�otio de bA �e pelo menos 3.Para todos os pr�oximos algoritmos apresentados nesta tese, onsideramos sem perda degeneralidade que L 2 �(L).Em [7℄, Co�man, Garey e Johnson (1984) disutem a possibilidade de que, ao se permitirrota�~oes ortogonais, algoritmos om limites de desempenho melhores do que aos onheidos parao problema om orienta�~ao �xa possam ser enontrados. O seguinte texto, onde �e disutido oProblema de Empaotamento em Plaas e Faixa, justi�a esta a�rma�~ao:\Having introdued the ase where ninety degree rotations are allowed, we shouldmention that some of the worst ase results mentioned above also apply to this ase,in that the values of RA and R1A are unhanged if suh rotations are allowed inthe onstrution of optimal pakings. This holds true in partiular for NFDH andBLDW, sine the proofs of the bounds for these algorithms are based on pure areaarguments. So far no algorithm has been found that attains improved guarantees byatually using suh rotations itself ..."E. G. Co�man, M. R. Garey e D. S. Johnson [7℄.Na disuss~ao aima, RA e R1A s~ao os limites de desempenho absoluto e assint�otio, respeti-vamente. O seguinte treho foi extra��do de outro artigo [6℄, sobre o Problema de Empaotamentoem Plaas.



1.7 Considera�~oes sobre Rota�~oes Ortogonais 19\4. Diretions for further researh [...℄ A seond line of attak would be to designand analyse algorithms whih ould make use of the fat that, in some appliations,90Æ rotations of retangles might be allowable.Algorithms whih onsider the possibility of rotations might well yield improvements.Can one prove worst ase bounds that reet these improvementes ?"F. R. Chung, M. R. Garey e D. S. Johnson [6℄.No ontexto aima, \worst ase bounds" s~ao relativos aos limites de desempenho omo de�nimos.Em [9℄ Co�man et al. tamb�em questionam sobre rota�~oes ortogonais.As onsidera�~oes aima nos levam a pensar que os autores destes artigos ahavam que apossibilidade de girar os itens poderia levar a algoritmos om melhores limites de desempenho.Apesar de esses artigos serem do in��io da d�eada de 80, desde ent~ao pouo foi feito sobre asvers~oes onde rota�~oes s~ao permitidas.Veremos a seguir que, para qualquer um dos asos gerais dos problemas desritos na se�~ao1.2, o problema de empaotamento om rota�~ao �e t~ao dif��il (no sentido de NP-dif��il) quantoo problema totalmente orientado. Mais ainda, se Ar �e um algoritmo para um dos problemaspermitindo rota�~oes, ent~ao este algoritmo pode ser usado por um outro algoritmo A0, para oproblema equivalente totalmente orientado, de forma a manter o mesmo limite de desempenho.Ou seja, suponha que Ar tem limite de desempenho assint�otio do tipo:Ar(L) � � �OPT(L) + �; para toda instânia L (do aso om rota�~ao).Ent~ao �e poss��vel usar este algoritmo, para obter um outro algoritmo A0, para o problema total-mente orientado, om o mesmo limite de desempenho assint�otio. Ou seja,A0(L) � � �OPT(L) + �; para toda instânia L (do aso orientado).A prova da a�rma�~ao aima �e relativamente simples. Considere por exemplo o Problemade Empaotamento Bidimensional em Plaas orientado (onde rota�~oes n~ao s~ao permitidas) e avers~ao em que rota�~oes ortogonais (de 90Æ) s~ao permitidas.Dada uma instânia I para a vers~ao orientada, que onsiste de uma lista L = (r1; : : : ; rn)e plaas R = (a; b), redimensione uma das dimens~oes das plaas R = (a; b) e dos retângulosde L na mesma propor�~ao, obtendo plaas R0 e lista L0, de forma que nenhum retângulo danova lista L0 possa ser empaotado nas plaas R0 se sofrer uma rota�~ao ortogonal (f. Figura1.3). A seguir, use um algoritmo (digamos Ar) da vers~ao permitindo rota�~ao sobre a instâniaredimensionada.�E f�ail ver que este novo algoritmo resolve o problema totalmente orientado (j�a que nenhumretângulo sofre rota�~ao).
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.......................................... REPARAMETRIZAC� ~AO........................ ........................ LISTA L'

LISTA L PLACAS Rr2 r3r1 r4xy
r01 r02 r03 r04 R0 = (a; b0)PLACAS R'0 R = (a; b)

Figura 1.3: Reparametriza�~ao de instânia (no eixo x) para desabilitar rota�~oes ortogonais.Este mesmo raio��nio pode ser usado para todos os problemas listados que onsideramvers~oes om rota�~ao. Assim, se tivermos um algoritmo para o problema tridimensional per-mitindo rota�~ao em torno dos eixos x, y e z, ent~ao usando o proedimento aima este algoritmomant�em o limite de desempenho, tanto para o problema totalmente orientado quanto para oproblema em que permitimos rota�~oes em torno de apenas um eixo. Assim, vale o seguinteresultado.Teorema 1.7.2. Seja PROBr um dos problemas de�nidos anteriormente, � e � onstantes, eAr um algoritmo onsiderando rota�~oes de 90Æ em torno de algum dos eixos x ou y ou z (podendoser em v�arios eixos) tal que,Ar(L) � � �OPT(L) + � para toda instânia L de PROBr:Ent~ao, podemos adaptar este algoritmo para um algoritmo A para a variante de PROBr, hamadode PROB, onde �xamos a orienta�~ao dos itens sobre alguns dos eixos, de tal modo que a seguinterela�~ao �e v�alida para esta variante:A(L) � � �OPT(L) + � para toda instânia L de PROB:O resultado aima refere-se aos asos gerais dos problemas em quest~ao. Note que o proed-imento desrito onduz a um algoritmo o�-line, pois para poder ahar um redimensionamentoda instânia, �xando-a (orientando) em alguns dos eixos, foi neess�ario enontrar o tamanhodo menor item neste eixo e redimensionar a instânia de forma que todos os itens �assemorientados neste eixo.A redu�~ao aima �e polinomial (onsiderando uma representa�~ao onveniente para as instânias),donde segue que PROB �e NP-dif��il.Observamos que, aso o algoritmo para PROBr seja on-line, �e poss��vel onstruir um algoritmopara PROB usando esta onstru�~ao e ainda mantendo o algoritmo on-line. Para isso, basta



1.7 Considera�~oes sobre Rota�~oes Ortogonais 21manter dois empaotamentos em onstru�~ao, digamos P e Pr. O empaotamento P ser�a oempaotamento gerado pelo algoritmo propriamente dito, e Pr ser�a um empaotamento auxiliarde uso interno do algoritmo para PROBr. Os empaotamentos P e Pr ser~ao os mesmos, diferindoapenas em uma reparametriza�~ao de seus dados. O empaotamento P ter�a os valores omo dadosna entrada.Iniialmente, P e Pr s~ao empaotamentos vazios. Como sabemos, um algoritmo on-line deveempaotar os itens na ordem em que oorrem na lista de entrada L. Para empaotar o pr�oximoitem, digamos e da lista L, primeiramente �e feita uma �opia, er, de e, reparametrizada nas mes-mas propor�~oes de Pr. Se este item er permite ainda ser girado no problema de empaotamentoligado a Pr, de forma a �ar invi�avel para PROB, ent~ao reparametrize Pr e er nas mesmaspropor�~oes de forma que as poss��veis rota�~oes n~ao permitidas em PROB n~ao mais existam. Comisto, er �e empaotado em Pr usando o algoritmo de PROBr e em seguida o item e �e empaotadoem P em posi�~ao equivalente �a de er em Pr. Desta forma, este algoritmo ainda se mant�emon-line e o mesmo resultado do Teorema 1.7.2 �e v�alido para o aso on-line.Teorema 1.7.3. Se existe um algoritmo (on-line) para um dos problemas de empaotamento noaso geral, onsiderando rota�~oes ortogonais sobre alguns dos eixos e om limite de desempenho�, ent~ao existe algoritmo (on-line) para a vers~ao deste problema orientando o empaotamento emalgum dos eixos (ou mesmo totalmente orientado) om o mesmo limite de desempenho assint�otio�.Prova. Segue usando os mesmos argumentos usados aima.Ainda que as vers~oes dos problemas de empaotamento onsiderando rota�~oes ortogonaispare�am t~ao dif��eis quanto suas respetivas vers~oes orientadas, isto n~ao quer dizer que esta di�-uldade sempre v�a oorrer. H�a asos onde restringimos o problema, onsiderando asos espeiais,e tiramos proveito das rota�~oes ortogonais. Isto ser�a visto em algoritmos para asos espeiaisdo Problema de Empaotamento em Plaas e o Problema de Empaotamento Tridimensional,onde realmente onseguimos tirar proveito das rota�~oes ortogonais para obter um melhor limitede desempenho assint�otio.O que nos paree tamb�em �e que se onsiderarmos os asos gerais, o problema permitindorota�~oes ortogonais �e mais ompliado que sua vers~ao orientada. Observamos que ertos asosespeiais s~ao extremamente f�aeis se onsiderados na vers~ao totalmente orientada, mas �amompliadas na vers~ao onde rota�~oes ortogonais s~ao permitidas. Um exemplo disso s~ao os prob-lemas de arregamento de paletes (pallet loading), que desrevemos a seguir.Dados uma lista L de retângulos iguais e um reipiente retangular, o objetivo �e empaotar omaior n�umero poss��vel de retângulos de L no reipiente, permitindo-se que os itens de L soframrota�~oes ortogonais.



22 PreliminaresClaramente, se os retângulos n~ao pudessem sofrer rota�~oes seria f�ail onseguir um algoritmo�otimo para este empaotamento: bastaria oloar os retângulos um ao lado do outro, obtendoassim um empaotamento homogêneo. Por outro lado, permitindo-se rota�~oes ortogonais umasolu�~ao �otima n~ao �e nada �obvia. Algumas pesquisas têm sido onduzidas sobre este tema [17,18, 50, 56℄, mas n~ao onheemos nenhuma prova de que este problema �e realmente NP-dif��il.Na mesma linha, em [29℄, Ho�man apresenta um problema espeial de empaotamento tridi-mensional onde rota�~oes ortogonais podem ser feitas. O problema onsiste em enontrar umempaotamento de um onjunto de aixas idêntias em um ontêiner de dimens~oes espei�adas,de modo a minimizar o n�umero de ontêineres. Ho�man apresenta algumas ondi�~oes sobre osdados da instânia, de forma a tornar a busa do empaotamento �otimo mais ompliada1.Muitas vezes, usaremos os algoritmos desenvolvidos para o aso orientado em problemas onderota�~oes em torno de alguns eixos s~ao permitidas. A �unia onsidera�~ao a ser feita �e que os itensa serem empaotados devem estar em orienta�~ao vi�avel para a onstru�~ao do empaotamentopor estes algoritmos.

1Ho�man diz ter apresentado este problema �a David Klarner, que onstruiu 27 aixas de dimens~oes 7� 8� 10para serem empaotadas dentro de uma aixa de dimens~ao 25� 25 � 25, obtendo assim um belo quebra-abe�a.



Cap��tulo 2Problema de EmpaotamentoUnidimensional
2.1 Introdu�~aoNeste ap��tulo desrevemos v�arios algoritmos de empaotamento unidimensional. Apresentamosal�em daqueles que ser~ao utilizados nos algoritmos desenvolvidos nesta tese (para asos bi- etridimensionais) alguns outros devido a sua importânia no desenvolvimento de outros algoritmosde aproxima�~ao que ser~ao menionados aqui.As id�eias presentes nos algoritmos de empaotamentos unidimensionais têm sido bastanteusadas em algoritmos de empaotamentos para problemas bi-, tri- e at�e multi-dimensionais.Muitos desses algoritmos s~ao bastante simples e elegantes. E muitas vezes, esta simpliidaden~ao deixa de estar assoiada a bons limites de desempenho assint�otios e absolutos. Os resultadosrelativos a tais limites de desempenho n~ao ser~ao provados (indiamos as referênias onde podemser enontradas as provas destes resultados).Desrevemos resultados referentes aos algoritmos NF (Next Fit), FF (First Fit), BF (BestFit), HM (Harmoni M), FFD (First Fit Dereasing) e VL� (Vega and Luker algorithm). Ao�nal, apresentamos algumas t�enias usadas para os problemas bidimensionais e tridimensionaisapliadas ao aso unidimensional.Os algoritmos NF, FF, BF, HM s~ao algoritmos on-line. Os limites de desempenho assint�otiodos algoritmos NF, FF e BF s~ao 2 (f. Johnson [30℄); 1;7 (f. Garey, Graham e Ullman [23℄)e 1;7 (f. Johnson, Demers, Ullman, Garey e Graham [33℄), respetivamente. O Algoritmo HM|que depende do parâmetro M| pode ter seu limite de desempenho assint�otio t~ao pr�oximode 1;6910 : : : quanto se queira (f. Lee e Lee [37℄), bastando para isto esolher um valor bemgrande para M . H�a que se notar, por�em, que o valor da onstante aditiva �, assoiado a estelimite, rese �a medida que o valor de M rese. O Algoritmo HM �e de grande importânia neste23



24 Problema de Empaotamento Unidimensionalontexto, pois todos os melhores limites de desempenho assint�otios de algoritmos on-line parao aso geral, para a maioria dos problemas estudados nesta tese, se baseiam neste algoritmo ouem alguma variante deste.Os algoritmos FFD e VL� s~ao o�-line. O Algoritmo FFD tem limite de desempenho assint�otioigual a 119 = 1;222 : : : e o Algoritmo VL� pode ter seu limite de desempenho assint�otio t~aopr�oximo de 1 quanto se queira, bastando para isto tomar o valor de � t~ao pr�oximo de 0 quantose queira. Aqui tamb�em, �a medida que � diminui, o valor de �, a onstante aditiva assoiada aolimite, rese.Em [55℄, Simhi-Levi provou que os algoritmos FF e BF têm limites de desempenho absolutoiguais a 1;75. Neste mesmo artigo o autor tamb�em prova que o limite de desempenho absolutodo algoritmo FFD �e 1;5. Observamos que este �ultimo resultado �e o melhor poss��vel, no sentidoque n~ao h�a algoritmo para o PEU om limite de desempenho absoluto menor que 1;5, a menosque P = NP [25℄.Al�em destes algoritmos, existem outros om limites de desempenho assint�otio muito bons,pelo menos do ponto de vista te�orio. Para empaotamentos on-line, Rihey [52℄, desenvolveuum algoritmo om um limite de desempenho assint�otio 1;5888. Por outro lado, van Vliet [59℄mostrou que todo algoritmo deste tipo deve ter limite de desempenho assint�otio pelo menos1;5401.Considerando itens pequenos, (L � X [0; 1m ℄), Johnson et al. [33℄ mostraram que o lim-ite de desempenho do Algoritmo FF �e de m+1m e Csirik [13℄ mostrou que o Algoritmo FFDtem limite de desempenho assint�otio de (m+ 3)=(m+ 2) � 2=(m(m+ 1)(m+ 2)) para m pare de (m+ 3)=(m+ 2) � 1=(m(m + 1)(m+ 2)) para m ��mpar. Em [5℄, Brown, Baker e Kat-se� mostraram que m3m3�m+1 �e um limite inferior para o limite de desempenho assint�otio paraqualquer algoritmo on-line do PEU om itens de L ordenados de forma n~ao resente.Karmarkar e Karp [35℄ desenvolveram um algoritmo que garante um empaotamento quen~ao usa mais do que OPT(L) +O(log2OPT(L)) barras.Uma resenha dos prinipais resultados sobre os problemas de empaotamento unidimensionalpode ser enontrada em [7℄ e [8℄.N~ao menionamos os autores de alguns algoritmos que desrevemos aqui, mas quando poss��vel,menionamos os autores dos resultados relaionados a estes algoritmos. O motivo disto �e quemuitos algoritmos para o aso unidimensional j�a eram usados na pr�atia muito antes de apare-erem em artigos ient���os. Muitos destes eram usados ditados pela intui�~ao de um bom de-sempenho, mas faltava ainda uma an�alise mais formal que omprovasse os resultados da pr�atia.Mostraremos neste ap��tulo algoritmos l�assios para o problema unidimensional, indiandoseus limites de desempenho assint�otio. Os algoritmos apresentados ser~ao divididos em on-line



2.2 De�ni�~oes 25e o�-line.Vamos desrever primeiro os algoritmos on-line e em seguida os algoritmos o�-line. A de-sri�~ao destes algoritmos �e feita apenas informalmente, uma vez que eles s~ao bem simples.2.2 De�ni�~oesA seguir, de�nimos o problema de empaotamento unidimensional.Problema. Problema de Empaotamento Unidimensional (PEU): Dados uma onstante C euma lista de itens L = (p1; p2; : : : ; pn), onde a ada item pi est�a assoiado um valor (ou om-primento) x(pi) satisfazendo 0 < x(pi) < C, enontrar o menor inteiro m tal que L pode serpartiionado em m listas L1; L2; : : : ; Lm, onde ada Li satisfaz x(Li) := Pj2Li x(pj) � C; i =1; : : : ;m.Um empaotamento P de uma lista de itens L = (p1; p2; : : : ; pn), satisfazendo as ondi�~oesaima, �e uma fun�~ao P : L ! (Z+; [0; C)). Denotamos por (Pb(p);Px(p)) o par assoiadoa P(p), onde p �e um item a ser empaotado. P deve ser tal que se fL1; L2; : : : ; Lmg �e umaparti�~ao de L vi�avel para o PEU, ent~ao Pb(p) = k se p 2 Lk, e Px(pkj ) = Pj�1i=1 x(pki ), sendoLk = (pk1 ; pk2 ; : : : ; pknk), k = 1; : : : ;m.Cada lista Lk india quais s~ao os itens que ser~ao empaotados em uma mesma barra vistaomo sendo o onte�udo de uma barra de apaidade C, e o objetivo do problema �e minimizar on�umero de barras neess�arias para empaotar L.Na Figura 2.1 ilustramos uma instânia para o PEU e na Figura 2.2 ilustramos um empao-tamento de barras.
..., ,

L=( , , , ... )

BarrasFigura 2.1: Instânia para o PEU.Figura 2.2: Empaotamento para o PEU.Usamos a nota�~ao PEU(C) para nos referirmos ao problema PEU om parâmetro de entradaC.



26 Problema de Empaotamento Unidimensional2.3 Algoritmos On-Line2.3.1 Algoritmo NFProvavelmente o primeiro a usar o termo Next Fit foi Johnson [30℄ (f. Co�man et al. [8℄).Este talvez seja o algoritmo de aproxima�~ao mais simples para o problema de empaotamentounidimensional. Este algoritmo pode ser desrito da seguinte forma.Dada uma lista de itens L = (p1; : : : ; pn), o Algoritmo NF onsidera para ada item a serempaotado apenas uma barra, a barra orrente, e gera uma parti�~ao de L, gerando primeirouma sublista L1, depois uma sublista L2, e assim por diante. Cada lista Li onter�a os itens queser~ao empaotados em uma mesma barra. O algoritmo sempre testa ada item (na ordem queoorre em L), veri�ando se o mesmo pode ser empaotado na lista orrente Li. Enquanto isto �eposs��vel, os itens s~ao empaotados em Li. Quando um item p n~ao pode ser empaotado em Li, oalgoritmo empaota p em uma nova lista Li+1, que passa a ser a nova lista orrente. O algoritmop�ara quando todos os itens tiverem sido empaotados, e retorna a parti�~ao (L1; : : : ; Lm), ondeLm �e a �ultima lista gerada pelo algoritmo.O seguinte resultado �e v�alido para este algoritmo [30, 8℄.Teorema 2.3.1. Para toda lista de itens L, tem-se que NF(L) � 2 �OPT(L)� 1. Mais ainda,o limite de desempenho assint�otio do Algoritmo NF �e justo.2.3.2 Algoritmo FFO Algoritmo NF, sempre que vai empaotar um item na barra orrente, nuna testa nas barrasanteriores. Neste aspeto os algoritmos FF e BF podem ser onsiderados omo melhorias doAlgoritmo NF, j�a que estes testam se um item pode ser empaotado nas barras anteriormenteriadas. O Algoritmo FF pode ser desrito da seguinte forma.Seja fL1; L2; : : : ; Lkg a parti�~ao gerada pelo Algoritmo FF at�e um erto momento. Paraada item pj de uma lista de itens L = (p1; : : : ; pn) a ser empaotada o algoritmo proura a listaLi om o menor ��ndie i tal que x(Li) + x(pj) � C. Caso enontre, insere pj na lista Li. Casoontr�ario, uma nova lista Lk+1 �e inserida na parti�~ao ontendo o item pj. Este proedimento �erepetido at�e que todos os itens sejam empaotados.Em 1972, Garey et al. [23℄, mostraram que o limite de desempenho assint�otio do AlgoritmoFF �e 1;7.Teorema 2.3.2. Para toda lista de itens L, tem-se que FF(L) � 1;7 �OPT(L) + 2. Mais ainda,o limite de desempenho assint�otio 1;7 do Algoritmo FF �e justo.



2.3 Algoritmos On-Line 27E em 1976, Garey et al. [22℄ mostraram que o resultado aima pode ser melhorado paraFF(L) � d1;7 �OPT(L)e.2.3.3 Algoritmo BFO Algoritmo BF se assemelha ao Algoritmo FF. A diferen�a est�a no modo omo a lista Li,esolhida para reeber o novo item pj, �e determinada. O Algoritmo BF proura uma lista Li talque x(Li) + x(pj) � C e x(Li) �e m�aximo entre as listas Li da parti�~ao orrente. Caso haja duasou mais listas da parti�~ao onde as duas ondi�~oes sejam satisfeitas �e esolhida a lista de menor��ndie.Em [33℄ Johnson et al. provaram o seguinte resultado sobre o Algoritmo BF.Teorema 2.3.3. Para toda lista de itens L, tem-se que BF(L) � 1;7 �OPT(L)+ 2. Mais ainda,o limite de desempenho assint�otio 1;7 do Algoritmo BF �e justo.2.3.4 Algoritmo HMO Algoritmo HM foi desenvolvido por Lee e Lee [37℄ e pode ser desrito da seguinte forma.Para ada inteiro positivo M � 2 de�nimos um algoritmo denotado por HM .O Algoritmo HM divide o intervalo (0; C℄ em M subintervalos Ik; k = 1; : : : M , [0; C) =[Mk=1Ik, onde Ik = 8>><>>: � Ck+1 ; Ck i para k = 1; : : : ;M � 1�0; CM � para k =M :Um item pi �e hamado um Ik-item se x(pi) 2 Ik; k = 1; : : : ;M . O Algoritmo HM empaotaos itens na ordem dada por L. Dado um item p, o Algoritmo HM toma o valor k tal que p�e um Ik-item. Em seguida o algoritmo tenta empaotar p na �ultima barra onde um Ik-itemfoi empaotado. Caso isto n~ao seja poss��vel, o algoritmo empaota p em uma nova barra. Oalgoritmo termina quando todos os itens de L tiverem sido empaotados.Lee e Lee mostraram o seguinte resultado sobre o limite de desempenho assint�otio destealgoritmo.Teorema 2.3.4. Para toda lista de itens L, tem-se queHM (L) � �M �OPT(L) +M � 1;onde �M = Pij=1 1j + Mi+1(M�1) , e om i < M � i+1 para algum i � 1, sendo 1; 2; : : :de�nidos omo 1 = 1 e i = i�1(i�1 + 1) para i � 2. Mais ainda, o limite de desempenhoassint�otio �M do Algoritmo HM �e justo. Al�em disso, limM!1 �M = 1;691 : : :



28 Problema de Empaotamento Unidimensional2.4 Algoritmos O�-LineA seguir, onsideramos os algoritmos FFD e VL�.2.4.1 Algoritmo FFDO Algoritmo FFD, �e bem simples, elegante e tem um limite de desempenho assint�otio bastantebom. Pode ser desrito omo segue.Algoritmo FFDEntrada: Lista L = (p1; : : : ; pn) e onstante C.Sa��da: Parti�~ao fL1; : : : ; Lmg de L onde ada Li (1 � i � m) satisfaz Pp2Li x(p) � C.1. Fa�a uma ordena�~ao n~ao-resente da lista L.2. Aplique o Algoritmo FF �a nova lista.3. Retorne a solu�~ao enontrada.Fim algoritmo.Em 1973, Johnson [30℄ mostrou que o Algoritmo FFD tem limite de desempenho assint�otiode 11=9. Mais preisamente,Teorema 2.4.1. Para toda lista de itens L,FFD(L) � 119 OPT(L) + 4 :Em 1991, Yue [61℄ mostrou que a onstante 4, dada no teorema aima, pode ser troada por1.2.4.2 Algoritmo VL�O Algoritmo VL� que ser�a usado, mas n~ao ser�a apresentado, foi desenvolvido por Fernandezde la Vega e Luker [16℄ e onstitui um esquema de aproxima�~ao assint�otio para o problemade empaotamento unidimensional. O leitor interessado pode enontrar sua desri�~ao em [16℄.Este algoritmo depende de um valor positivo � que pode ser tomado t~ao pr�oximo de 0 quanto sequeira. Estes autores provaram o seguinte resultado para este algoritmo.Teorema 2.4.2. Para todo � > 0, existe um algoritmo linear VL� tal que VL�(L) � (1 + �) �OPT(L) + �1� �2.



2.5 Algumas T�enias 29Em [8℄, Co�man et al. mostram que o Algoritmo VL� pode ser implementado de forma a�ar om omplexidade de tempo O(n logn), onde n �e o n�umero de itens na lista L; al�em disso,abaixando a onstante aditiva para 1� .Teorema 2.4.3. Para todo � > 0, o Algoritmo VL� pode ser implementado em tempo polinomial,om garantia VL�(L) � (1 + �) �OPT(L) + �1� �.Este algoritmo, VL�, �e um FPAS (Fully Polynomial Approximate Sheme [25℄) e tem om-plexidade de tempo O(��n logn) para uma onstante positiva . Usando t�enias mais so�sti-adas, Karmarkar e Karp desenvolveram um algoritmo polinomial A tal que A(L) � OPT(L) +O �log2(OPT(L))=OPT(L)�.2.5 Algumas T�eniasPara introduzir o leitor �as t�enias e id�eias presentes nos algoritmos para os problemas deempaotamento bi- e tridimensionais, vejamos algumas das id�eias que usamos (algumas delasdesenvolvidas nesta tese) nos algoritmos para o PEU. Estas t�enias apliadas a estes exemplosn~ao melhoram nenhum limite de desempenho j�a existente para o PEU, mas ilustram o uso dasmesmas assim omo as suas an�alises para algoritmos simples do PEU. Assim, �e importanteentender estas t�enias uma vez que elas ser~ao muito usadas nos ap��tulos seguintes. Sem perdade generalidade, vamos onsiderar nesta se�~ao o PEU(1).2.5.1 Usando Garantia de ComprimentoUma das t�enias mais usadas na an�alise de limites de desempenho, �e garantir um m��nimo deomprimento usado pelos itens empaotados em ada barra.Um exemplo simples disto pode ser observado no Algoritmo NF. Seja P o empaotamentode uma lista de itens L gerado pelo Algoritmo NF; B1; B2; : : : ; Bk, k � 1, as barras usadas peloAlgoritmo NF, nesta ordem, e x(Bi) a soma dos omprimentos dos itens empaotados em Bi.Considere a soma Si := x(B2i�1)+x(B2i), i = 1; : : : ; bk2 . Seja s o item que o Algoritmo NFn~ao onseguiu empaotar na barra B2i�1, e que foi empaotada na barra B2i. Neste aso, temosque x(B2i�1) + x(s) > 1, e portanto, Si > 1.Assim, se onsiderarmos o empaotamento P omo um todo, o omprimento de ada barraBi que �e oupada pelos itens �e pelo menos 12 . Somando todos os valores de Si, i = 1; : : : ; �k2�temos que x(L) � bk=2Xi=1 Si > �k2�;



30 Problema de Empaotamento Unidimensionalou seja, x(L) � �k2� � k � 12 :Substituindo k por NF(L), obtemos NF(L) � 11=2x(L) + 1: (2.1)Como x(L) � OPT(L), NF(L) � 2 �OPT(L) + 1:A fra�~ao 12 na inequa�~ao (2.1) �e onsiderada uma garantia de omprimento do empaotamentogerado pelo Algoritmo NF e representa omo um todo, a oupa�~ao m��nima dos itens nas barras(em rela�~ao ao omprimento). Assim, temos que 2 �e um limite de desempenho assint�otio doAlgoritmo NF. O leitor pode failmente mostrar que 2 �e um limite de desempenho absolutodo Algoritmo NF. Mais ainda, este limite �e justo quando onsideramos uma lista om itensdos seguintes valores (12 ; �; 12 ; �; : : : ; 12). Coloando � pequeno, �e f�ail ver que em ada barra oomprimento oupado pelos itens �e pr�oximo de 12 .Por outro lado, n~ao podemos ter garantia de omprimento melhor que 12 . Considere listas deitens onde todos os itens têm valor 12 +�. Coloando � bem pequeno, isto mostra que a oupa�~aodos itens em ada barra n~ao pode ter garantia maior que 12 . Por outro lado, o leitor pode estarpensando: \Por que olhar para a garantia de omprimento, deste exemplo, se oloar um itempor barra j�a nos d�a um empaotamento �otimo deste tipo de itens ?" De fato, esta instânia empartiular mostra bem que n~ao devemos onsiderar apenas o omprimento garantido pelos itensem ada barra. Em alguns asos podemos obter um empaotamento �otimo ou pr�oximo do �otimopara algumas instânias.A seguinte subse�~ao mostra omo analisar empaotamentos onsiderando tanto a garantiade omprimento omo a an�alise de instânias partiulares que failmente geram empaotamento�otimo.2.5.2 �Otimo � Garantia de ComprimentoEm 1989, Coppersmith e Raghavan [12℄ analisaram o limite de desempenho assint�otio de umempaotamento onsiderando duas partes. Uma parte pela garantia de espa�o (omo na garantiade omprimento usada na subse�~ao anterior) e na outra parte usaram a informa�~ao de que emalguns empaotamentos �e poss��vel onseguir um empaotamento �otimo. Eles apresentaram estaid�eia para o problema de empaotamento em plaas e em ontêineres. A seguir, adaptamos estaid�eia para o problema de empaotamento unidimensional.Considerando que o valor da garantia de omprimento tem um papel fundamental no limitede desempenho do Algoritmo NF, uma estrat�egia natural seria dividir a lista L em sublistas



2.5 Algumas T�enias 31de forma que ao apliar o Algoritmo NF em ada sublista tenhamos uma melhor garantia deomprimento. Com isso, podemos tamb�em identi�ar as sublistas que forneem poua garantiade omprimento. Vejamos omo seria o omportamento de um algoritmo que usa a estrat�egiade onstruir sublistas e apliar o Algoritmo NF em ada sublista.Seja L1 o onjunto de itens de L om omprimento maior que 12 , L2  fs 2 L : 13 < x(s) � 12ge L3  fs 2 L : x(s) � 13g. Note que L1; L2 e L3 formam uma parti�~ao de L. �E f�ail ver que oAlgoritmo NF empaota um item de L1 por barra. Como mais do que um item de L1 n~ao podeser empaotado em uma mesma barra, temos queNF(L1) = OPT(L1) � OPT(L): (2.2)Por outro lado, omo a garantia de omprimento do empaotamento de L1, �e 12 , temos queNF(L1) � 11=2x(L1): (2.3)Para a lista L2, note que o Algoritmo NF empaota dois itens de L2 por barra, exeto talvezna �ultima barra. Assim, onlu��mos que (de forma an�aloga �a feita na �ultima se�~ao)NF(L2) � 12=3x(L2) + 1: (2.4)Para a lista L3, note que o Algoritmo NF deixa de empaotar um item s de L3 na barraorrente B somente se x(s) + x(B) > 1. Como x(s) � 13 temos que x(B) � 23 e portanto paraesta lista tamb�em vale que NF(L3) � 12=3x(L3) + 1: (2.5)Seja Pi o empaotamento da sublista Li gerado pela aplia�~ao do Algoritmo NF sobre estasublista, para i = 1; 2; 3. Considere P a onatena�~ao destes três empaotamentos e de�nah1 := #(P1) e h2 := #(P2) + #(P3)� 2. Das inequa�~oes (2.2) e (2.3) temos queOPT(L) � h1 (2.6)h1 � 11=2x(L1): (2.7)Das inequa�~oes (2.4) e (2.5) temos que#(P2) + #(P3) � 12=3x(L2 [ L3) + 2;e portanto, h2 � 12=3x(L2 [ L3): (2.8)



32 Problema de Empaotamento UnidimensionalDas inequa�~oes (2.7) e (2.8) e onsiderando que OPT(L) � x(L), temos queOPT(L) � x(L) = x(L1) + x(L2 [ L3) � 12h1 + 23h2: (2.9)Das inequa�~oes (2.6) e (2.9) temos que,OPT(L) � maxfh1; 12h1 + 23h2g: (2.10)Por outro lado, temos que #(P) = #(P1) + #(P2) + #(P3) = (h1 + h2) + 2. Logo,#(P) � h1 + h2OPT(L) �OPT(L) + 2:Usando a inequa�~ao (2.10), obtemos#(P) � � �OPT(L) + 2;onde � = h1+h2maxfh1; 12h1+ 23h2g :Agora, vamos mostrar que � � 1;75 analisando os dois asos onde o m�aximo oorre nodenominador de �.Caso (a): maxfh1; 12h1 + 23h2g = h1.Neste aso temos, h2 � 34h1, e portantoh1 + h2max �h1; 12h1 + 23h2	 = h1 + h2h1� h1 + 34h1h1= 74 :Caso (b): maxfh1; 12h1 + 23h2g = 12h1 + 23h2.Neste aso, temos h1 � 43h2. Note tamb�em que f(h1; h2) := h1+h212h1+ 23h2 �e uma fun�~ao estrita-mente resente de h1, e portanto quando h1 = 43h2 a fun�~ao f(h1; h2) atinge seu valor m�aximo.Assim, h1 + h2max �h1; 12h1 + 23h2	 = h1 + h212h1 + 23h2� 43h2 + h212 43h2 + 23h2= 74 :



2.5 Algumas T�enias 33A partir dos dois asos analisados, temos que a seguinte desigualdade �e v�alida:#(P) � 1;75 �OPT(L) + 2:Note que este algoritmo pode ser implementado de forma a �ar on-line. Basta manter omoorrentes as �ultimas barras riadas para ada uma das sublistas. Sempre que um item da listaLi, i = 1; 2; 3, deve ser empaotado, o algoritmo tenta empaotar na barra orrente relativa aositens da lista Li. Se neess�ario, usa uma nova barra para empaotar este item, sendo que estabarra se torna a barra orrente para a orrespondente lista. Note que este �e o Algoritmo H3desenvolvido por Lee e Lee [37℄.Este mesmo algoritmo pode ser generalizado para o empaotamento de itens pequenos. Paraeste tipo de instânia, use o Algoritmo Hm+2. Este algoritmo divide a lista L em sublistas L1,L2 e L3 da seguinte maneira. L1  L \ X [ 1m+ 1 ; 1m ℄;L2  L \ X [ 1m+ 2 ; 1m+ 1℄;L3  L \ X [0; 1m+ 2℄:Fazendo a mesma an�alise do empaotamento gerado por este algoritmo, podemos obter asseguintes inequa�~oes: OPT(L) � h1;OPT(L) � x(L)= x(L1) + x(L2 [ L3)� mm+ 1h1 + m+ 1m+ 2h2:Note que podemos empaotar no m�aximo m itens de L1 por barra.Assim, obtemos #(P) � �m �OPT(L) + 2;onde �m = h1+h2maxfh1; mm+1h1+m+1m+2g . Analisando os dois asos onde o m�aximo oorre no denominadorde �m, obtemos que �m � m+2m+1 + 1(m+1)2 . O Algoritmo HM pode obter limites de desempenhomelhores se onsiderados valores bem grandes de M . Em [21℄, Galambos apresenta limitesinferiores para os limites de desempenho assint�otio de algoritmos on-line que empaotam itenspequenos. Na tabela seguinte, apresentamos estes limites inferiores e os valores de �(Hm+2) e�(HM ), om valores su�ientemene grandes de M , para m entre 1 e 4.Na pr�oxima subse�~ao, utilizamos uma outra estrat�egia para mostrar que o algoritmo podeser modi�ado de forma a ter um melhor limite de desempenho assint�otio.



34 Problema de Empaotamento Unidimensionalm Limite inferior �(Hm+2) limM!1 �(HM )1 1;536 1;750 1;6912 1;365 1;445 1;4233 1;274 1;313 1;3024 1;219 1;240 1;233Tabela 2.1: Valores de �(Hm+2), �(HM ) e limites inferiores para o limite de desempenhoassint�otio dos algoritmos on-line para empaotamento de itens pequenos.2.5.3 Combinando Sublistas om Comprimento Cr��tioO algoritmo desrito na subse�~ao anterior, Algoritmo H3, pode ser visto sob o seguinte aspeto.Basiamente, ele faz uma subdivis~ao da lista L em duas partes. Uma parte orrespondente �alista L1, para a qual o empaotamento gerado �e �otimo e que tem garantia de omprimento 12 euma outra parte orrespondente �a lista L2 [ L3, para a qual foi obtida uma (melhor) garantiade omprimento 23 .Agora, onsiderando que podemos identi�ar em L2[L3 os itens que induzem poua garantiade omprimento, uma id�eia natural seria ombin�a-los em grupos de forma a melhorar a garantiade omprimento desses grupos. Vejamos um exemplo.Considere a seguinte subdivis~ao de L em sublistas.L0i  fs 2 L : 1i+ 1 < x(s) � 1i g; i = 1; : : : ; 5;L06  fs 2 L : x(s) � 16g:Lembramos que na subse�~ao anterior, obtivemos duas garantias de omprimento, uma de12 em L1 e outra de 23 em L2 [ L3. Ali�as, abe aqui notar que �a medida que as sublistass~ao onstitu��das de itens ada vez menores, a garantia de omprimento dos empaotamentosproduzidos pelo Algoritmo NF vai melhorando (aumenta). Por exemplo, onsidere as sublistasL03; : : : ; L06. Para estas sublistas, �e poss��vel obter as seguintes inequa�~oes.NF(L0i) � 1i=(i+ 1)x(L0i) + 1; i = 3; : : : ; 5;NF(L06) � 15=6x(L06) + 1:Ou seja, temos uma garantia melhor que 23 para as orrespondentes sublistas. A poua garan-tia est�a assoiada �as sublistas L01 e L02 e onseq�uentemente a lista L02 faz om que o onjuntoL02 [ : : : [ L06 tenha tamb�em poua garantia de omprimento. Se melhorarmos a garantia de



2.5 Algumas T�enias 35omprimento em uma delas, j�a �e poss��vel melhorar o limite de desempenho assint�otio feito nasubse�~ao anterior. Note que podem existir empaotamentos dos itens de L01 que têm garantia deomprimento t~ao pr�oxima de 12 quanto se queira. E tamb�em podem existir empaotamentos deitens de L02, om garantia de omprimento t~ao pr�oxima de 23 quanto se queira. Vamos hamar oonjunto de itens destas sublistas que est~ao assoiados �a garantia de omprimento pr�oximo de 12e pr�oximo de 23 de onjuntos r��tios. Para os demais problemas (e para ada algoritmo) de�n-imos outros onjuntos r��tios, ada um apropriado para ada situa�~ao. Estes onjuntos est~aorelaionados aos itens om poua garantia de espa�o (omprimento, �area, volume). Chamamosos itens dos onjuntos r��tios de itens r��tios.O que fazemos �e um empaotamento que ombina itens r��tios destas duas listas (L01 eL02 [ : : : [ L05). Este empaotamento ter�a uma garantia de omprimento de pelo menos 23 eonter�a todos os itens r��tios de uma das sublistas. Vamos de�nir omo LA e LB os onjuntosr��tios das listas L01 e L02 [ : : : [ L05, respetivamente, da seguinte maneira.LA  fs 2 L01 : x(s) � 1� pg;LB  fs 2 L02 [ : : : [ L05 : x(s) � pg;onde p = 0;408248. Este valor atribu��do �a p �ar�a laro mais adiante.Seja PAB um empaotamento parial de LA [ LB tal que ada barra deste empaotamentoont�em exatamente dois itens, um de LA e outro de LB , e al�em disso ou todos os itens de LAou todos os itens de LB s~ao empaotados em PAB . Analisando a garantia de omprimento emPAB, obtemos que ada barra B de PAB �e tal que x(B) > 12 + 16 = 23 . E portanto, aqui tamb�emvale que #(PAB) � 12=3x(LAB);onde LAB s~ao os itens em PAB .Seja L00i  L0i n LAB. Aplique o Algoritmo NF sobre estas sublistas gerando os empaota-mentos Pi, i = 1; : : : ; 6 da seguinte maneira.Pi  NF(L00i ); i = 1; : : : ; 6:Considere Paux omo sendo a onatena�~ao dos empaotamentos P2; : : : ;P6 (i.e., Paux  P2k : : : kP6); Popt a onatena�~ao dos empaotamentos P1 e PAB e seja P a onatena�~ao dosempaotamentos Popt e Paux. Assim, P �e um empaotamento total de L. Agora, vamos analisaro desempenho assint�otio do algoritmo.Primeiramente, onsidere o empaotamento PAB . H�a dois asos a onsiderar. Se todos ositens de LA ou todos os de LB s~ao empaotados em PAB.Caso 1. Todos os itens de LA s~ao empaotados em PAB .



36 Problema de Empaotamento UnidimensionalNeste aso temos uma melhora na garantia de omprimento para os itens de L001. Assim,obtemos #(P1) � 11� px(L001): (2.11)Como 1� p � 23 , temos que#(Popt) = #(P1kPAB) � 11� px(L1 [ LAB):Para a lista L002 [ : : : [ L006 n~ao foi poss��vel melhorar, mantendo a mesma garantia de 23 doomprimento, i.e., #(Pi) � 12=3x(L00i ) + 1; i = 2; : : : ; 6:Usando as inequa�~oes obtidas para os empaotamentos P2; : : : ;P6 obtemos#(Paux) � 12=3x(Laux) + 5; (2.12)onde Laux �e o onjunto de itens empaotados em Paux.Considerando (2.11) e (2.12), podemos fazer as mesmas an�alises feitas anteriormente, obtendo#(P) = #(Popt) + #(Paux) � �001 �OPT(L) + 5;onde �001 = h1+h2maxfh1;(1�p)h1+ 23h2g :Calulando um limite superior para � hegamos �a seguinte inequa�~ao:#(P) � 1;613 �OPT(L) + 5:Caso 2. Todos os itens de LB s~ao empaotados em PAB .Neste aso a inequa�~ao para Popt permanee#(Popt) � 11=2x(L001):E para o empaotamento P2 temos uma melhora para#(P2) � 12px(L002) + 1;j�a que podemos empaotar dois itens de L002 em ada barra, ada item om tamanho pelo menosp. Como todos os itens em L3 [ : : : [ L5 s~ao empaotados em LAB e 2p � 56 , temos a seguinteinequa�~ao para Paux #(Paux) � 12px(Laux) + 2:



2.6 Resumo dos Algoritmos para o PEU 37Proedendo da mesma forma que no Caso 1, obtemos#(P) = #(Popt) + #(Paux) � �002 �OPT(L) + 3;onde �002 = h1+h2maxfh1; 12h1+2ph2g � 1;613:Juntando os asos 1 e 2, onlu��mos que o algoritmo desrito aima para gerar o empao-tamento P tem limite de desempenho assint�otio 1;613. O parâmetro p, tomado omo sendop = 0;408248, foi alulado de modo que os dois asos aima resultassem no mesmo limite.Note que este m�etodo para ombinar onjuntos r��tios faz om que o algoritmo tenha umlimite de desempenho assint�otio melhor, mas este deixa de ser on-line. Esta t�enia ser�a muitousada posteriormente nos problemas de empaotamento bi- e tridimensional. Veremos que,muitas vezes a de�ni�~ao de sublistas r��tias envolver�a onjuntos mais omplexos e ser�a ruialpara a melhora de alguns limites de desempenho assint�otio.Muitas vezes, a busa do valor de p, usado para de�nir os onjuntos r��tios, requer muitos�alulos, prinipalmente quando o valor de p envolve literais. Nestes asos, usamos o softwareMaple V da Waterloo Maple Software para fazer tais �alulos.2.6 Resumo dos Algoritmos para o PEUAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoFF on-line m+1m 2 [33℄ Itens pequenosHM on-line �(HM ) O(M) [37℄ Itens pequenosFFD o�-line m+3m+2 � 1m(m+1)(m+2) 4 [13℄ Itens pequenosFFD,BFD o�-line 1;5 |{ [55℄ Caso GeralFFD o�-line 1;222 : : : 1 [30℄ Caso GeralVL� o�-line 1 + � � 1� �2 [16℄ Caso GeralKK o�-line 1 O � log2OPT(L)OPT(L) � [35℄ Caso GeralHM on-line � 1;691 : : : M � 1 [37℄ Caso GeralHarmoni + 1 on-line � 1;5888 : : : O(M) [52℄ Caso Geral





Cap��tulo 3Problema de Empaotamento emFaixa
3.1 Introdu�~aoO Problema de Empaotamento em Faixa (PEF) foi primeiramente proposto por Baker, Co�mane Rivest [3℄ em 1980. Neste problema o objetivo �e empaotar uma lista L de retângulos em umretângulo R de largura a e altura in�nita, de modo a minimizar a altura do empaotamento. Osretângulos devem ser empaotados ortogonalmente e om orienta�~ao �xa.Uma aplia�~ao interessante deste problema oorre em projetos de esalonamento de proessos.A altura de um item orresponde ao tempo de proessamento requerido pelo item e sua larguraorresponde �a quantidade de mem�oria ont��nua requerida pelo proesso. O valor a (largura doretângulo R) �e a quantidade de mem�oria dispon��vel. Assim, um empaotamento P, de umalista de proessos L, fornee uma maneira de se esalonar esses proessos, sendo que a altura doempaotamento P orresponde ao tempo para exeutar todos esses proessos.Em 1980, Co�man, Garey, Johnson e Tarjan [9℄, desenvolveram os algoritmos hamadosNFDH(f) (Next Fit Dereasing Height) e FFDH(f) (First Fit Dereasing Height), e provaramque o primeiro tem limite de desempenho assint�otio 2 e o segundo tem limite de desempenhoassint�otio 1;7. Quando onsideramos instânias om arater��stias espeiais o AlgoritmoFFDH(f) apresenta melhor desempenho assint�otio. Se todos os itens a serem empaotadoss~ao quadrados, esses autores mostraram que o Algoritmo FFDH(f) tem limite de desempenhoassint�otio 1;5. J�a no aso em que todos os retângulos de L n~ao têm largura maior que 1m dalargura da faixa, provaram que o Algoritmo FFDH(f) tem limite de desempenho assint�otio m+1m .Neste mesmo artigo, esses autores apresentam o algoritmo om melhor limite de desempenhoassint�otio, de m+2m+1 , onheido para o aso onde os itens têm largura pequena.Para instânias quaisquer, o algoritmo om melhor limite de desempenho assint�otio on-39



40 Problema de Empaotamento em Faixaheido �e devido a Baker, Brown e Katse� [2℄. Este algoritmo �e hamado de UD (Up and Down)e tem limite de desempenho assint�otio 54 . Observamos que o empaotamento gerado por estealgoritmo pode n~ao ser guilhotin�avel. Assim, todos os algoritmos que �zerem uso deste algoritmoem partiular, n~ao poder~ao ser onsiderados guilhotin�aveis tamb�em.No aso de algoritmos on-line, Csirik e Woeginger [15℄ apresentam um algoritmo que geraempaotamentos divididos em n��veis om limite de desempenho assint�otio que pode se tornart~ao pr�oximo de 1;691 : : : quanto se queira. Eles mostram tamb�em que o limite inferior para olimite de desempenho assint�otio de um algoritmo on-line para o PEF, que gera o empaotamentodividido em n��veis, deve ser pelo menos 1;691 : : :. Em [5℄, Brown, Baker e Katse� mostraram queo limite de desempenho absoluto de qualquer algoritmo on-line para o PEF n~ao pode ser menordo que 2. Reentemente, Shiermeyer [54℄ e Steinberg [57℄ apresentaram algoritmos o�-line omlimite de desempenho absoluto 2 para o PEF.Nas se�~oes subseq�uentes desrevemos alguns dos algoritmos que menionamos e apresenta-mos os resultados mais signi�ativos a respeito desses algoritmos. Tamb�em apresentamos umalgoritmo o�-line para o aso om rota�~oes, om limite de desempenho assint�otio n~ao maiorque 1;613 e outro algoritmo on-line om limite de desempenho assint�otio n~ao maior que 1;75.3.2 De�ni�~oesSem perda de generalidade, neste ap��tulo vamos trabalhar no plano xy.Um empaotamento bidimensional orientado de uma lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn) emum retângulo R = (a; b) �e uma fun�~ao P : L! [0; a) � [0; b), tal quePx(ri) + x(ri) � a e Py(ri) + y(ri) � b;onde P(ri) := (Px(ri);Py(ri)), i = 1; : : : ; n.Mais ainda, se R(ri) �e de�nido omoR(ri) := [Px(ri);Px(ri) + x(ri))� [Py(ri);Py(ri) + y(ri));ent~ao R(ri) \R(rj) = ; para todo i; j; 1 � i 6= j � n:Dado um empaotamento bidimensional orientado P de L em R, denotamos por H(P) aaltura do empaotamento P, i.e., H(P) := maxfPy(r) + y(r) : r 2 Lg.Um n��vel em um empaotamento P para o PEF �e de�nido omo uma regi~aoN = [0; a)� [Y1; Y2);



3.2 De�ni�~oes 41na qual h�a um onjunto S de retângulos tais quepara todo r 2 S : Py(r) = Y1 e Y2 � Y1 � maxr2S (y(r)):Quando a altura do n��vel n~ao �e previamente de�nida pelo algoritmo, onsideramos que Y2�Y1 =maxr2S(y(r)).A Figura 3.1 ilustra um empaotamento dividido em n��veis para o problema de empaota-mento em faixa.
.
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Figura 3.1: Exemplo de empaotamento em n��veis para o PEFDado um valor p, 0 < p < 1, de�nimos um onjunto de arredondamento omo o onjuntoS := f1; p1; p2; : : : ; pi; : : :g. Este nome vem do fato de onsiderarmos uma dimens~ao dos itensarredondadas para um valor em S. Com este onjunto de arredondamento, de�nimos uma i-faixa omo um n��vel de altura pi. Uma i-faixa sempre estar�a assoiada om um onjunto dearredondamento.Problema. Problema de Empaotamento em Faixa (PEF): Dados uma lista de retângulosL = (r1; : : : ; rn) e um retângulo (faixa) R = (a;1), enontrar um empaotamento bidimen-sional orientado de L em R, uja altura seja m��nima.A seguir, de�nimos o Problema de Empaotamento em Faixa om rota�~oes ortogonais.Problema. Problema de Empaotamento em Faixa om Rota�~ao (PEFr): Dados uma lista deretângulos L = (r1; : : : ; rn) e um retângulo (faixa) R = (a;1), enontrar um empaotamentobidimensional orientado de uma lista L0 2 �(L) em R, uja altura seja m��nima.Lembramos que uma lista em �(L) ont�em poss��veis orienta�~oes para os retângulos de L. As-sim, o objetivo deste problema �e enontrar uma orienta�~ao (para os retângulos de L) e um



42 Problema de Empaotamento em Faixaempaotamento destes na faixa de modo a minimizar a altura do empaotamento.Denotaremos por PEF(a) (PEFr(a)) o PEF (PEFr) uja faixa de entrada seja R = (a;1).3.3 Caso OrientadoNesta se�~ao, apresentamos os algoritmos NFDH(f), FFDH(f) e UD, bem omo seus limites de de-sempenho assint�otios. Apresentamos um resultado sobre garantia de �area, de forma equivalenteao feito para a garantia de omprimento para o problema de empaotamento unidimensional.3.3.1 Algoritmo NFDH(f)O empaotamento gerado pelo Algoritmo NFDH(f) �e onstitu��do de n��veis, sendo que todosos retângulos de um n��vel s~ao empaotados om um lado sobre a linha (inferior) que de�neada n��vel. Primeiramente o Algoritmo NFDH(f) ordena a lista L = (r1; : : : ; rn), de forma quey(r1) � y(r2) � � � � � y(rn). Feito isto, ome�a a empaotar os retângulos de L segundo essaordena�~ao. Para empaotar um novo retângulo r, o algoritmo tenta empaot�a-lo no �ultimon��vel riado, dispondo-o mais �a esquerda. Caso n~ao onsiga, ria um novo n��vel no topo doempaotamento em onstru�~ao e empaota r neste novo n��vel. Neste aso, r �e empaotado mais�a esquerda, sendo que a altura deste n��vel �e de�nida pela altura de r. (Note que os itens est~aoordenados em ordem n~ao-resente de altura).O seguinte resultado foi provado por Co�man et al [9℄.Teorema 3.3.1. Para qualquer instânia L do PEF, onde nenhum retângulo tem altura superiora Z, tem-se que NFDH(f)(L) � 2 �OPT(L) + Z:A seguir, apresentamos um resultado que relaiona a garantia de largura oupada em adan��vel om seu limite de desempenho assint�otio.Lema 3.3.2. Seja P um empaotamento de uma lista L de retângulos gerado pelo AlgoritmoNFDH(f) para o PEF(a) (PEFr(a)). Sejam N1; : : : ; Nv os n��veis riados, nesta ordem e x(Ni)a soma das larguras dos retângulos em Ni. Se x(Ni) � l � a para i = 1; : : : ; v � 1, ent~aoNFDH(f)(L) � 1l S(L)a + Z:Prova. Seja hi a altura de ada n��vel Ni. Com isto temos queS(Ni) � l � a � hi+1; para i = 1; : : : ; v � 1:



3.3 Caso Orientado 43Somando todas as inequa�~oes para i = 1; : : : ; v � 1 temosS(L) > v�1Xi=1 S(Ni)� l � a � v�1Xi=1 hi+1= l � a � (H(P) � h1):Como h1 � Z, temos que H(P) � 1l S(L)a + Z: (3.1)Chamaremos o valor l na inequa�~ao 3.1 de garantia de largura do empaotamento P.Vamos ilustrar o uso deste lema no seguinte algoritmo para empaotamento de itens delargura pequena. Vamos ham�a-lo de SSPm.Algoritmo SSPm(L)Entrada: Lista de retângulos L � X [0; 1m ℄ para o PEF(a).Sa��da: Empaotamento P de L em R = (a;1).1 Partiione a lista L em duas sublistas L1 e L2, tais queL1  L \ X [ 1m+ 1 ; 1m ℄;L2  L \ X [0; 1m+ 1℄:2 Pi  NFDH(f)(Li), i = 1; 2;3 P  P1kP2.4 Retorne P.Fim algoritmo.Teorema 3.3.3. Para qualquer instânia L � X [0; 1m ℄ do PEF, onde nenhum retângulo temaltura superior a Z, tem-se queSSPm(L) � �m+ 1m �OPT(L) + 2Z:Prova. Primeiramente observe que em ada um dos empaotamentos P1 e P2, as faixas geradastêm uma largura oupada pelos retângulos de pelo menos mm+1 , exeto talvez na �ultima faixa deada um deles. Assim, usando o Lema 3.3.2, temosH(Pi) � m+ 1m S(Li) + Z:



44 Problema de Empaotamento em FaixaPortanto, H(P) � �m+ 1m �S(L) + 2Z� �m+ 1m �OPT(L) + 2Z:
3.3.2 Algoritmo FFDH(f)O Algoritmo FFDH(f) �e muito semelhante ao Algoritmo NFDH(f). Na verdade pode-se dizer que�e uma vers~ao melhorada do Algoritmo NFDH(f). O Algoritmo NFDH(f) sempre que ria um novon��vel, nuna mais tenta empaotar um retângulo nos n��veis anteriores. J�a o Algoritmo FFDH(f),sempre que vai empaotar um novo retângulo r, tenta empaot�a-lo em algum n��vel anteriormenteriado, oloando-o no primeiro n��vel em que isso for poss��vel, justi�ando-o sempre mais �aesquerda. Caso n~ao seja poss��vel oloar r em nenhum dos n��veis riados, ent~ao FFDH(f) riaum novo n��vel omo no Algoritmo NFDH(f).O seguinte resultado foi provado por Co�man et al. [9℄.Teorema 3.3.4. Para qualquer instânia L do PEF, onde nenhum retângulo tem altura superiora Z, tem-se que FFDH(f)(L) � 1;7 �OPT(L) + Z:3.3.3 Algoritmo UDO Algoritmo UD foi desenvolvido por Baker, Brown e Katse� [2℄ e tem o melhor limite dedesempenho assint�otio onheido para o PEF. Estes autores provaram o seguinte resultado.Teorema 3.3.5. Para qualquer lista L de retângulos de altura no m�aximo Z,UD(L) � 54OPT(L) + 538 Z:O Algoritmo UD �e relativamente so�stiado, n~ao sendo poss��vel desrevê-lo em menos de2 p�aginas. Apesar de se tratar de um algoritmo que ser�a utilizado em alguns dos algoritmosque desenvolvemos, optamos por n~ao inlu��-lo, j�a que para fazer a an�alise dos algoritmos quedesenvolvemos basta onheer seu limite de desempenho assint�otio. O leitor interessado podeenontrar sua desri�~ao no artigo de Baker et al [2℄.



3.3 Caso Orientado 453.3.4 Empaotamento on-line de itens pequenosNesta se�~ao apresentamos dois algoritmos on-line para o empaotamento de itens pequenos parao PEF. Um deles tem um limite de desempenho assint�otio que pode se tornar t~ao pr�oximo dem+2m+1 + 1(m+1)2 quanto se queira.A t�enia usada aqui �e muito omum no desenvolvimento de algoritmos on-line e tamb�emser�a usada em muitos algoritmos on-line apresentados nesta tese. Dado 0 < p < 1, seja S := fpi :i 2 Z; i � 0g um onjunto de arredondamento. O onjunto de arredondamento �e usado paraarredondar (para ima) a altura dos retângulos de modo a termos retângulos om alturas em S.Fazendo este arredondamento podemos onsiderar os retângulos om mesma altura, digamos pi,para serem empaotados em n��veis, tamb�em de altura pi (i-faixas). Com isso, basta onsiderar oempaotamento de retângulos em faixas omo sendo um empaotamento unidimensional on-line.A seguir, apresentamos a desri�~ao do Algoritmo OSSPm;p(L).Algoritmo OSSPm;p(L).Entrada: Lista de retângulos L � X [0; 1m ℄ para o PEFr(a).Sa��da: Empaotamento P de L em R = (a;1).1 Empaote os retângulos r 2 L na ordem em que estes apareem em L.1.1 Seja i tal que pi+1 < y(r)Z � pi.1.2 Se am+1 < x(r) � am ent~ao empaote r nas i-faixas geradas para estes retângulos.Para isto, use o Algoritmo NF para empaotar o retângulo r em um dos n��veis. Casoneess�ario, empaote r em um novo n��vel de altura pi.1.3 Se 0 < x(r) � am+1 ent~ao empaote r de forma an�aloga a feita no passo 1.3, masempaote r nos n��veis gerados para os retângulos om 0 < x(r) � am+1 .2 Retorne o empaotamento gerado.Fim algoritmo.Teorema 3.3.6. Para toda lista de entrada L � X [0; 1m ℄ para o PEF(a), onde os retângulos deL têm altura menores ou iguais a Z, e dado um valor p, 0 < p < 1, temos queOSSPm;p(L) � 1p �m+ 1m �OPT(L) + 2Z1� p:Prova. Seja L1 := L \ X [ 1m+1 ; 1m ℄ e L2 := L \ X [0; 1m+1 ℄.Seja F ik o onjunto dos n��veis om altura pi geradas para os retângulos de Lk; nik = jF ikj; hika soma das alturas dos n��veis em F ik e hk :=Pi�0 hik, para k = 1; 2.



46 Problema de Empaotamento em FaixaComo a oupa�~ao, no eixo x, pelos retângulos em ada n��vel de F i1, exeto talvez no �ultimo,�e pelo menos mm+1 , temos queS(L1)a = Xi�0 S(Li1)a� Xi�0 pi+1 � (ni1 � 1) � � mm+ 1� � Z� p �� mm+ 1��h1 � 11� pZ� : (3.2)Resultado an�alogo pode ser obtido para a lista L2. Assim,S(L2)a � p � � mm+ 1��h2 � 11� pZ� : (3.3)De (3.2) e (3.3) obtemosS(L)a � p �� mm+ 1��OSSPm;p(L)� 21� pZ� : (3.4)Isolando OSSPm;p(L), temosOSSPm;p(L) � 1p �m+ 1m � S(L)a + 2Z1� p� 1p �m+ 1m �OPT(L) + 2Z1� p:O Algoritmo OSSPm;p pode ser re�nado de forma a obtermos um melhor limite de desem-penho assint�otio. Para isso, dividimos a lista L em duas sublistas L1 e L2, L = L1 [ L2, eapliamos o Algoritmo OSSPm;p sobre a lista L1 e o Algoritmo OSSPm+1;p sobre a lista L2.Por �m, retornamos a onatena�~ao destes empaotamentos. Denominamos este algoritmo deIOSSPm;p.Teorema 3.3.7. Para toda lista de entrada L � X [0; 1m ℄ para o PEF(1), onde os retângulos deL têm altura menores ou iguais a Z, e dado um valor p, 0 < p < 1, temos queIOSSPm;p(L) � �m �OPT(L) + 4Z1� p;onde limp!1 �m = m+2m+1 + 1(m+1)2 .Prova. Vamos analisar o limite de desempenho assint�otio deste algoritmo. Seja Pi o empao-tamento gerado para a lista Li, i = 1; 2. Podemos veri�ar que o empaotamento P1 pode sertomado assint�otiamente t~ao pr�oximo do �otimo quanto se queira, bastando para isso, oloar p



3.4 Caso om Rota�~oes 47pr�oximo de 1. Considere os n��veis do empaotamento P1, de altura pi �Z. Todos os n��veis destetipo têm m retângulos, exeto talvez o �ultimo. Mais ainda, n~ao podemos empaotar mais que mretângulos de L1 lado a lado. Como ada retângulo destes n��veis tem altura maior que pi+1 � Z,temos que OPT(L1) �Xi�0 p � �h0i � pi � Z� ;onde h0i �e a altura total dos n��veis de L1 om altura pi. A subtra�~ao de pi � Z de h0i foi paradesonsiderar o �ultimo n��vel da soma de h0i. Portanto, temos queH(P1) =Xi�0 h0i � 1pOPT(L) + Z1� p:Considerando as garantias de largura dos empaotamentos P1 e P2 obtemos as seguintesinequa�~oes usando o Teorema 3.3.6.H(P1) � 1p �m+ 1m �S(L1) + 2Z1� p;H(P2) � 1p �m+ 2m+ 1�S(L2) + 2Z1� p:Seja hi := H(Pi)� 2Z1�p , i = 1; 2. Com isto, temosOPT(L) � p � h1;OPT(L) � S(L)= S(L1) + S(L2)� p � � mm+ 1� � h1 + p � �m+ 1m+ 2� � h2:Ou seja, OPT(L) � maxfp �h1; p �� mm+1� �h1+p ��m+1m+2� �h2g. Pelos mesmos argumentos usadosanteriormente, temos IOSSPm;p(L) � �m �OPT(L) + 4Z1� p;onde limp!1 �m = m+2m+1 + 1(m+1)2 .3.4 Caso om Rota�~oesComo j�a observado nas Preliminares, os algoritmos desenvolvidos para o PEF podem ser usadospara gerar empaotamentos do PEFr. Mas em geral, os limites de desempenho j�a n~ao s~ao v�alidosneste aso.



48 Problema de Empaotamento em FaixaEm [7℄, Co�man et al. observam a validade do limite de desempenho assint�otio do AlgoritmoNFDH(f) para o PEF, j�a que a an�alise deste se baseia apenas em argumentos de �area. De fato,o Lema 3.3.2 �e v�alido tamb�em para o PEFr. Assim, o Algoritmo SSPm tamb�em tem limitede desempenho assint�otio de m+1m . Observe que para isso os retângulos dever ser dados omorienta�~ao v�alida para serem empaotados.A seguir, apresentamos um algoritmo om limite de desempenho n~ao maior que 1;613 parao PEFr, melhorando assim o limite anterior de 2.3.4.1 Algoritmo SPRDesrevemos nesta se�~ao o Algoritmo SPR (Strip Paking algorithm using Rotations) para oPEFr(a). Este algoritmo se assemelha muito ao algoritmo menionado para o problema unidi-mensional, que ombina listas r��tias. Vale notar que tamb�em a demonstra�~ao de seu limite dedesempenho �e similar.Primeiramente, vamos desrever um algoritmo hamado COLUMN(f). Este algoritmo on-str�oi duas olunas, onde ada oluna �e uma pilha de retângulos, oloados um em ima do outro(veja a Figura 3.2). ............................ ..........................................................L1
� � �x1 x2

Parte dos retângulos de L2
Retângulos que restaram da lista L2

Figura 3.2: Empaotamento gerado pelo Algoritmo COLUMN(f)O Algoritmo COLUMN(f) �e hamado om parâmetros (L1; L2; x1; x2), onde L1 e L2 s~ao duassublistas e x1 e x2 s~ao posi�~oes onde as pilhas estar~ao alinhadas �a esquerda, desde o fundo doempaotamento. Cada oluna onter�a apenas os retângulos de uma das listas, e olunas distintasorresponder~ao a listas distintas.Vamos hamar de altura da oluna a soma das alturas de todos os retângulos dessa oluna.Para empaotar um retângulo, o algoritmo esolhe primeiramente uma das olunas que tem



3.4 Caso om Rota�~oes 49a menor altura. Seja h a altura desta oluna e Li a lista assoiada a esta oluna. Caso nem todosos retângulos dessa lista tenham sido empaotados, o algoritmo empaota o pr�oximo retângulo deLi, digamos r, na posi�~ao (xi; h). Em seguida, a lista Li �e atualizada, removendo-se o retângulor. Este proesso �e repetido at�e que todos os retângulos de uma das listas tenham sido totalmenteempaotados (ou seja, L1 = ; ou L2 = ;). Ao �nal, o algoritmo retorna um par (P 0; L0), ondeP 0 �e o empaotamento onstru��do e L0 �e o onjunto de retângulos empaotados em P 0. Nesteponto, vamos assumir que as posi�~oes x1 e x2 e as listas L1 e L2 s~ao esolhidas de modo queelas n~ao possam gerar empaotamentos invi�aveis.O seguinte lema �e v�alido para este algoritmo.Lema 3.4.1. Seja P um empaotamento de L0 � L1 [ L2 gerado pelo Algoritmo COLUMN(f)quando apliado �as listas L1 e L2 para o PEFr(a). Se x(r) > li � a para todo retângulo r 2 Li,i = 1; 2, e nenhum retângulo de L tem altura maior que Z, ent~ao H(P) � 1l1+l2 S(L0)a + Z:Prova. Considere as duas olunas do empaotamento P. Note que ada uma das olunas temaltura pelo menos (H(P) � Z). Como a largura de ada retângulo de Li �e pelo menos li � a,ent~ao a �area do empaotamento �e pelo menos S(L) � (l1 + l2) � a � (H(P) � Z). Portanto,H(P) � 1l1+l2 S(L0)a + Z:A id�eia deste algoritmo �e fazer om que o empaotamento �nal �que dividido em duas partes,omo feito para o empaotamento unidimensional na se�~ao 2.5.3. Neste empaotamento, a parteassoiada ao empaotamento parial �otimo ser�a feito para retângulos om largura maior que a2 .Note que em um empaotamento orientado, se L1 ont�em apenas retângulos deste tipo, ent~ao umempaotamento �otimo pode ser onstru��do empilhando-se os retângulos, um em ima do outro.Mas quando permitimos rota�~oes, devemos primeiro re-orientar todos os retângulos que podemsair deste onjunto L1. Desta forma, �am apenas os retângulos que ou n~ao podem ser re-orientados, ou se podem, ainda ontinuam no onjunto L1. Assim, introduzimos um novo passoque onsiste em re-orientar os retângulos de L1 de forma que ada retângulo �que om a menoraltura poss��vel, mantendo uma orienta�~ao vi�avel. Desta forma, onseguimos um empaotamento�otimo de L1, apenas oloando um retângulo sobre o outro. O restante do algoritmo se assemelhaao algoritmo unidimensional da se�~ao 2.5.3, diferindo pelo fato de as inequa�~oes envolverem �areaem vez de omprimento.Algoritmo SPR(L).Entrada: Lista de retângulos L para o PEFr(a)Sa��da: Empaotamento P de L em R = (a;1).1 Gire todos os retângulos r om x(r) > a2 e y(r) � a2 .2 Gire todos os retângulos om x(r) > a2 e x(r) < y(r) � a.



50 Problema de Empaotamento em Faixa3 Seja p 0;40824. L0i  fs 2 L : ai+ 1 < x(s) � ai g; i = 1; : : : ; 4;L05  fs 2 L : (1� 2p)a < x(s) � a5g;L06  fs 2 L : x(s) � (1� 2p) � ag;LA  fr 2 L01 : x(r) � (1� p) � ag;LB  fr 2 L02 [ : : : [ L05 : x(r) � p � ag:4 (PAB ; LAB) COLUMN(f)(LA; LB ; 0; 1 � p);Li  L0i n LAB ; para i = 1; : : : ; 6;5 Pi  NFDH(f)(Li); i = 1; : : : ; 6;6 Popt  P1kPAB ;7 Paux  P2k : : : kP6.8 Retorne PoptkPaux.Fim algoritmo.Teorema 3.4.2. Para toda lista de entrada L para o PEFr(a), onde os retângulos de L têmdimens~oes menores ou iguais a Z, temos queSPR(L) � 1;613 �OPT(L) + 6Z:Prova. Vamos alular a garantia de largura dos empaotamentos gerados ao empaotar assublistas L1; : : : ; L6; LAB . Na lista LAB temos que a largura de ada retângulo de LA �e pelomenos 12 e a largura de ada retângulo de LB �e pelo menos 16 . Assim, pelo Lema 3.4.1 temos queH(PAB) � 11=2 + 1=6 S(LAB)a + Ze portanto, vale tamb�em que H(PAB) � 11� p S(LAB)a + Z: (3.5)Seja Lopt o onjunto de retângulos empaotados em Popt. �E f�ail ver que Popt �e um empao-tamento assint�otio �otimo de Lopt, pois os retângulos grandes (om x(r) > 12) de L1 [ : : : [LABou n~ao podem ser girados, ou se podem, estes reaem no onjunto de�nido para L1. Mais ainda,os retângulos grandes de Lopt est~ao empaotados de forma que sua altura �e a menor poss��vel.Portanto, temos H(Popt) � OPT(L) + Z: (3.6)



3.4 Caso om Rota�~oes 51Agora vamos dividir a demonstra�~ao em duas partes, da mesma forma que �zemos para oproblema unidimensional.Caso 1. LA � LAB .Neste aso, temos que todos os retângulos de L1 := L01nLAB têm largura maior que (1�p) �a.Usando (3.5), obtemos S(Lopt) � (H(Popt)� Z) � (1� p) � a, i.e.,H(Popt) � 11� p S(Lopt)a + Z: (3.7)Para ada lista Li, (i = 2; : : : ; 6) temos que a garantia de largura em ada n��vel de Pi, exetotalvez no �ultimo, �e pelo menos 23 . Assim, pelo Lema 3.3.2 temos queH(Pi) � 12=3 S(Li)a + Z; i = 2; : : : ; 6: (3.8)Como Paux = P2k : : : kP6, temos queH(Paux) � 12=3 S(Laux)a + 5Z: (3.9)Como OPT(L) � S(L)a � S(Lopt)a + S(Laux)a � (1� p) � h1 + 23 � h2; (3.10)onde h1 := H(Popt)� Z e h2 := H(Paux)� 5Z. De (3.10) e (3.6) temos queOPT(L) � maxfh1; (1� p) � h1 + 23 � h2g;e portanto obtemos que H(P) � �1 �OPT(L) + 6Z;onde �1 = h1+h2maxfh1;(1�p)�h1+ 23 �h2g � 2+3p2 .Caso 2. LB � LAB.A an�alise deste aso usa dos mesmos argumentos usados no aso 1 e �e an�aloga a prova doaso 2 feita para o algoritmo da Se�~ao 2.5.3. Assim, apresentamos apenas as inequa�~oes quepodem ser obtidas: H(Popt) � 11=2 S(Lopt)a + Z;H(Paux) � 12p S(Laux)a + 4Z;OPT(L) � maxfh1; 12h1 + 2ph2g:



52 Problema de Empaotamento em FaixaJuntando essas inequa�~oes e proedendo omo no aso anterior, temos queH(P) � �2 �OPT(L) + 6Z;onde �2 = h1+h2maxfh1; 12h1+2ph2g � 4p+14p .Tomando se p tal que 2+3p2 = 4p+14p , ou seja, p = 1p6 , temos que �1 � 2+3p2 = 1;6123 : : : e�2 � 4p+14p = 1;6123 : : :. Logo, H(P) � 1;613 �OPT(L) + 6Z.Proposi�~ao 3.4.3. O limite de desempenho assint�otio do Algoritmo SPR mostrado no Teorema3.4.2 �e justo.Prova. Considere a seguinte instânia L do PEFr(1), L = L1kL2, ondeL1 = (r01; : : : ; r0n1) sendo r0i = �12 + �; Z�L2 = (r001 ; : : : ; r00n2) sendo r00i = ( (1� 2p; Z � � � i) se i mod M = 1 e� 1k ; Z � � � i� ..onde M �e o menor inteiro tal que (M � 1) 1k + (1� 2p) > 2p e � e � s~ao valores apropriados bempequenos e Z > 1.Essa instânia L foi onstru��da de modo que o empaotamento �otimo de L tenha n1 n��veis,onde ada um destes n��veis ont�em exatamente um retângulo de L1 e o restante do n��vel ont�emretângulos de L2 (veja a Figura 3.3 () e (d)), �ando o n��vel pratiamente preenhido.
(c) (d)(b)(a)Figura 3.3: Tipos de n��veis no empaotamento gerado pelo Algoritmo SPR e um empaotamento�otimo.Apliando o algoritmo, obtemos um empaotamento P1 om altura H(P1) = n1 � Z (ondeos n��veis s~ao omo os apresentados na Figura 3.3 (a)) e um empaotamento P2 om alturapr�oxima de n14pZ (onde os n��veis s~ao omo os apresentados na Figura 3.3 (b)). Portanto, H(P) ��1 + 14p�n1 � Z. Como o empaotamento �otimo tem altura n1 � Z, tomando-se n1 bem grande,podemos obter H(P)OPT(L) t~ao pr�oximo de 1;6123 : : : quanto se queira.



3.4 Caso om Rota�~oes 533.4.2 Algoritmo OSPRpNesta se�~ao apresentamos um algoritmo on-line para o aso geral do PEFr. Este algoritmo temlimite de desempenho assint�otio que pode se tornar t~ao pr�oximo de 1;75 quanto se queira. Oalgoritmo tamb�em usa um onjunto de arredondamento para arredondar a altura dos retângulos.Algoritmo OSPRp(L).Entrada: Lista de retângulos L para o PEFr(a).Sa��da: Empaotamento P de L em R = (a;1).1 Seja P um empaotamento vazio.2 Empaote os retângulos r 2 L na ordem em que estes apareem em L.2.1 Se �x(r) > a2 e y(r) > a2� ent~ao2.1.1 Seja r0 2 fr; �(r)g tal que y(r0) seja o m��nimo poss��vel.2.1.2 Empaote r0 em um novo n��vel de altura y(r0) no topo de P.2.2 Sen~ao2.2.1 Seja r0 2 fr; �(r)g tal que x(r0) seja m��nimo.2.2.2 Use o Algoritmo OSSP2;p para empaotar o retângulo r0.3 Retorne P.Fim algoritmo.Teorema 3.4.4. Para toda lista de entrada L para o PEFr(a), onde os retângulos de L têmdimens~oes menores ou iguais a Z, temos queOSPRp(L) � �p �OPT(L) + 2Z1� p;onde limp!1 �p � 1;75.Prova. Seja L1 o onjunto de retângulos tal que �x(r) > a2 e y(r) > a2� e L2 := L n L1.Considere que todos os retângulos r 2 L1 têm altura m��nima poss��vel. Seja h1 := y(L1).Como n~ao podemos empaotar dois retângulos de L1 lado a lado, temos queOPT(L) � OPT(L1)= h1: (3.11)Como todos os retângulos da lista L1 têm largura maior que a2 , temosS(L1) � h1 � a2 : (3.12)



54 Problema de Empaotamento em FaixaComo a lista L2, �e empaotada pelo Algoritmo OSSP2;p, usando (3.4), temosS(L2) � p � 23 �OSSP2;p(L)� 21� pZ� : (3.13)De�nindo h2 omo h2 := �OSSP2;p(L)� 21�pZ� temos queOPT(L) � S(L)a� S(L1)a + S(L2)a� 12h1 + 23p � h2: (3.14)De (3.11) e (3.14), obtemosOPT(L) � maxfh1; 12h1 + 23p � h2g:Proedendo omo feito anteriormente e usando o fato que OSPRp(L) = h1 + h2 + 21�pZ,temos OSPRp(L) � �p �OPT(L) + 2Z1� p;onde �p = h1+h2maxfh1; 12h1+ 23p�h2g . Assim, limp!1 �p � 1;75.3.5 Resumo dos AlgoritmosA seguir apresentamos um resumo dos algoritmos, para o problema de empaotamento em faixa,nas duas tabelas seguintes.Os algoritmos desenvolvidos nesta tese est~ao marados om ? na oluna da referênia.Algoritmos para o PEFAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoM,S o�-line 2 |{ [54, 57℄ Caso GeralFFDH o�-line �m+1m � 2Z [9℄ Retângulos de largura pequenaSF o�-line �m+2m+1� 2Z [9℄ Retângulos de largura pequenaIOSSPm;p on-line � m+2m+1 + 1(m+1)2 4Z1�p ? Retângulos de largura pequenaFFDH o�-line 1;7 Z [9℄ Caso GeralUD o�-line 1;25 538 Z [2℄ Caso GeralShelf(HM ; p) on-line � 1;691 M1�p [15℄ Caso Geral



3.5 Resumo dos Algoritmos 55Algoritmos para o PEFrAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoSSPm o�-line m+1m 2Z ? Retângulos de largura pequenaOSSPm on-line � m+1m 2Z1�p ? Retângulos de largura pequenaNFDH(f) o�-line 2 Z [9, 7℄ Caso GeralBLDW o�-line 2 Z [3, 7℄ Caso GeralSPR o�-line 1;6123 : : : 4Z ? Caso GeralOSPR on-line � 1;75 2Z1�p ? Caso Geral





Cap��tulo 4Problema de Empaotamento emPlaas
4.1 Introdu�~aoEm 1982 foi apresentado o primeiro algoritmo om estudo de limite de desempenho assint�otiopara o Problema de Empaotamento em Plaas, PEP, om orienta�~ao �xa. Este algoritmo,devido a Chung, Garey e Johnson [6℄, tem limite de desempenho assint�otio n~ao maior que2;125, sendo o melhor limite onheido at�e o momento.Para o aso on-line, o primeiro algoritmo de aproxima�~ao que foi desenvolvido para o mesmoproblema �e devido a Coppersmith e Raghavan [12℄, om limite de desempenho assint�otio n~aomaior que 3;25. Os algoritmos om o melhor limite de desempenho assint�otio onheido s~aodevidos a Li e Cheng [39℄ e Csirik e van Vliet [14℄, ambos om limite de desempenho assint�otioigual a 2;86.Por outro lado, Blitz, van Vliet e Woeginger [4℄ mostraram que qualquer algoritmo on-linepara o PEP deve ter um limite de desempenho assint�otio de pelo menos 1;907.Apresentamos uma demonstra�~ao simples de que este problema n~ao pode ter limite de de-sempenho absoluto menor que 2, a menos que P = NP .Desrevemos algoritmos on-line e o�-line para o empaotamento de itens de dimens~oes pe-quenas para o PEP om limite de desempenho �m+1m �2, al�em de uma vers~ao melhorada para oaso o�-line. Apresentamos tamb�em algoritmos quando a instânia �e restrita �a quadrados.Quando permitimos rota�~oes ortogonais, PEPr, desrevemos um algoritmo para o aso geralujo limite de desempenho assint�otio pode hegar t~ao pr�oximo de 2;639 : : : quanto se queira;para o aso on-line, apresentamos um algoritmo om um limite de desempenho assint�otio 3;25e no aso partiular onde as plaas s~ao quadradas, um algoritmo om um limite de desempenho57



58 Problema de Empaotamento em Plaasassint�otio que pode se tornar t~ao pr�oximo de 2;6875 quanto se queira.Al�em disso, apresentamos algoritmos, on-line e o�-line, para empaotamento de retângulosde dimens~oes pequenas.4.2 De�ni�~oesSem perda de generalidade, estaremos trabalhando no plano xy.Problema. Problema de Empaotamento em Plaas (PEP): Dados uma lista de retângulosL = (r1; : : : ; rn) e retângulos (ou plaas) R = (a; b), ahar uma parti�~ao L1; : : : ; Lk, de L eempaotamentos bidimensionais orientados de ada lista Li em plaa R = (a; b) de forma aminimizar k.Problema. Problema de Empaotamento em Plaas om Rota�~ao (PEPr): Dados uma lista deretângulos L = (r1; : : : ; rn) e retângulos (ou plaas) R = (a; b), ahar uma parti�~ao L1; : : : ; Lk,de L e empaotamentos bidimensionais orientados de uma lista L0i 2 �(Li) em plaa R = (a; b)de forma a minimizar k.A Figura 4.1 ilustra um empaotamento de retângulos em plaas.
Figura 4.1: Exemplo de empaotamento de retângulos em plaas.Chamaremos de omprimento e largura de um retângulo r os valores x(r) e y(r), respetiva-mente.Denotaremos por PEP(a; b) o problema de empaotamento em plaas quando as plaas Rs~ao da forma R = (a; b).Um empaotamento P de L em R, al�em de dar a oordenada na qual ada retângulo r foiempaotado, tamb�em deve dar a plaa em que r foi empaotado. Denotaremos por Pp(r) a plaa



4.3 Aproximabilidade do Problema de Empaotamento em Plaas 59onde r foi empaotada e por (Px(r);Py(r)) a oordenada na plaa Pp(r), onde r foi empaotada.Uma faixa em uma plaa �e uma regi~aoF = [0; a) � [Y1; Y2)na qual h�a um onjunto S de retângulos tais que para todo r0; r00 2 S, Pp(r0) = Pp(r00) e paratodo r 2 S : Py(r) = Y1 e Y2 � Y1 � maxr2S(y(r)).Quando a largura da faixa n~ao for de�nida previamente pelo algoritmo, quando do seu uso,onsideramos que Y2 � Y1 = maxr2S(y(r)). Dizemos que esta faixa foi gerada ortogonalmenteao eixo y e paralelamente ao eixo x. Faixas na dire�~ao do eixo y s~ao igualmente poss��veis.Da mesma forma que a garantia de omprimento em barras �e importante no empaotamentounidimensional, a garantia de �area tamb�em �e importante no problema de empaotamento emplaas, e tamb�em ser�a usado na an�alise de limites de desempenho. O seguinte lema ilustraomo a garantia de �area em plaas pode ser usada para se analisar limites de desempenho dealgoritmos.Lema 4.2.1. Suponha que exista um algoritmo A para o PEP(a; b) de forma que dada uma listaL de retângulos, o algoritmo A garante que a �area oupada pelos retângulos nas plaas �e pelomenos s � a � b em ada plaa, exeto em no m�aximo um n�umero onstante C delas. Ent~ao valeque A(L) � 1s S(L)a � b + C � 1sOPT(L) + C: (4.1)O valor s, aima, ser�a hamado de garantia de �area do empaotamento gerado pelo algoritmoA sobre a lista L.A inequa�~ao (4.1) apresentada no Lema 4.2.1 ser�a muito usada. Ela relaiona a oupa�~ao de�area s garantida por um algoritmo, om a qualidade do empaotamento gerado.4.3 Aproximabilidade do Problema de Empaotamento em Pla-asNesta se�~ao, vamos mostrar que o PEP (PEPr) n~ao �e aproxim�avel dentro de 2 � �, � > 0, emrela�~ao ao limite de desempenho absoluto. O tipo de demonstra�~ao usado n~ao �e novo, tendosido j�a usado para provar a n~ao aproximabilidade absoluta do PEU dentro de 32 � � [25℄ e doPET dentro de (2� �) [41℄.O seguinte resultado, devido a Leung, Tam, Wong, Young e Chin [38℄, ser�a usado no pr�oximoteorema.



60 Problema de Empaotamento em PlaasLema 4.3.1. Dados uma lista de quadrados L e um quadrado Q, deidir se L �e empaot�avel emQ �e um problema NP-ompleto.Teorema 4.3.2. O Problema de Empaotamento em Plaas n~ao �e aproxim�avel dentro de 2� �,para qualquer � > 0, a menos que P = NP. Este resultado �e v�alido mesmo que todos itens deentrada sejam quadrados.Prova. Suponha que exista um algoritmo polinomial A para o PEP tal queA(L) < 2 �OPT(L) para toda lista L de entrada: (4.2)Vamos mostrar que neste aso existe um algoritmo polinomial para deidir se uma lista dequadrados L pode ser empaotada em um quadrado Q. Chamemos de ' este �ultimo problema.Considere uma lista de quadrados L e um quadrado Q, uma instânia do problema '. Seexistisse um algoritmo polinomial A om A(L) < 2 �OPT(L), ter��amos duas possibilidades:(i) A(L) < 2. Neste aso, temos uma resposta positiva para o problema '.(ii) A(L) � 2. Neste aso, a resposta para o problema ' �e negativa.
4.4 Caso OrientadoNesta se�~ao apresentamos algoritmos para o empaotamento de retângulos pequenos (on-linee o�-line) e para o empaotamento de quadrados em quadrados. Apresentamos tamb�em al-guns algoritmos onheidos que ser~ao usados omo subrotinas, a saber os algoritmos NF(p) eNFDH(p). Al�em destes, apresentamos o Algoritmo HFF que ilustra omo usar dois algoritmosomo subrotinas, para problemas mais restritos, para fazer um algoritmo para o problema deempaotamento em plaas.No �m desta se�~ao apresentamos a de�ni�~ao de dois onjuntos r��tios importantes. Osonjuntos Akk;i e Bkk;i. Estes onjuntos ser~ao bastante usados posteriormente.4.4.1 Algoritmo NF(p)O Algoritmo NF(p) (Next Fit) gera empaotamentos por faixas e empaota ada retângulo naordem em que este aparee em L. Para empaotar um retângulo r, o Algoritmo NF(p) testa nafaixa orrente, se o retângulo r pode ser empaotado no �m desta, de forma a �ar ajustadomais �a esquerda e sem passar dos limites da plaa. Caso este item n~ao possa ser empaotado



4.4 Caso Orientado 61desta forma, a faixa orrente F �a om a largura �xada em maxr2F (y(r)) e uma nova faixa �eriada, ontendo o retângulo r e sem de�nir sua largura, aima da faixa anterior. Caso isso n~aoseja poss��vel, esta faixa �e oloada em uma nova plaa. Esta �ultima faixa riada se torna a faixaorrente. Este algoritmo tamb�em ser�a denominado de NFx, por gerar as faixas paralelamenteao eixo x. A vers~ao deste algoritmo que gera faixas paralelamente ao eixo y ser�a denominadode NFy.4.4.2 Algoritmo NFDH(p)O Algoritmo NFDH(p) (Next Fit Dereasing Height) ordena a lista L de forma que seus itens�quem em ordem n~ao-resente de largura, i.e., de forma que L = (r1; : : : ; rn) om y(r1) �y(r2) � � � � � y(rn). Depois disto, aplia o Algoritmo NFx sobre esta lista e retorna o empao-tamento gerado.4.4.3 Algoritmo HFFO Algoritmo HFF (Hibrid First Fit) foi desenvolvido por Chung, Garey e Johnson [6℄ para oPEP. Trata-se de um algoritmo h��brido formado por dois outros algoritmos de empaotamento:o Algoritmo FFD para o PEU e o Algoritmo FFDH(f) para o PEF.Dadas uma lista de retângulos L e plaas R = (a; b), o Algoritmo HFF aplia o AlgoritmoFFDH(f), para o PEF(a), para gerar os n��veis N1; : : : ; Nk na faixa R = (a;1). Seja li a alturado n��vel Ni, i = 1; : : : ; k. Cada n��vel Ni �e enarado omo um item de omprimento li de um PEUonde o omprimento da barra �e b. Estes n��veis s~ao empaotados em barras usando o AlgoritmoFFD. A partir deste empaotamento �e obtido o empaotamento para o PEP(a; b).O Algoritmo HFF possui o melhor limite de desempenho assint�otio onheido para o PEP.O teorema abaixo nos d�a este limite, provado em [6℄.Teorema 4.4.1. Para qualquer lista de entrada L do Problema de Empaotamento em Plaas,temos que HFF(L) < 178 OPT(L) + 5:4.4.4 Empaotamento de Retângulos Pequenos em PlaasA seguir, apresentamos um algoritmo para empaotar retângulos pequenos em plaas. Estealgoritmo usa o Algoritmo NFDH(p) omo subrotina, para o qual foi provado o seguinte resultadodevido a Li e Cheng [41℄.Lema 4.4.2. Uma lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn) om x(ri) � 1m e y(ri) � 1m pode serempaotada em uma plaa (1,1) pelo Algoritmo NFDH(p) do PEP(1,1), se S(L) � �1� 1m�2.



62 Problema de Empaotamento em PlaasA id�eia do algoritmo �e partiionar a lista L em sublistas de forma a garantir uma �area de� mm+1�2 para algumas listas usando-se o Algoritmo NF(p). Para os demais itens, o algoritmodivide-os em outras sublistas, ada sublista ontendo retângulos om �area total n~ao maior que�1� 1m0 �2, m0 = m+2, e aplia o Algoritmo NFDH(p) para o PEP para empaotar ada sublistaem uma plaa (1,1).Algoritmo BImEntrada: Lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn) om x(ri) � 1m e y(ri) � 1m .Sa��da: Empaotamento de L em plaas R = (1; 1).1 Divida a lista L em sublistas L1; : : : ; L6 da seguinte maneira (f. Figura 4.2).L1  L \ Cxy h 1m+1 ; 1m ; 1m+1 ; 1mi;L2  L \ Cxy h0; 1m+1 ; 1m+1 ; 1mi;L3  L \ Cxy h 1m+1 ; 1m ; 0; 1m+1i;L4  L \ Cxy h0; 1m+1 ; 1m+2 ; 1m+1i \ Cxy [0; 1℄;L5  L \ Cxy h 1m+2 ; 1m+1 ; 0; 1m+1i \ Cyx[0; 1℄;L6  L \ Cxy h0; 1m+2 ; 0; 1m+2i:2 Pi  NFx(Li); i = 1; 2; 4;3 Pi  NFy(Li); i = 3; 5.4 Gere um empaotamento P6 de L6 da seguinte maneira.Subdivida a lista L6 em sublistas L16; : : : ; Lv6 tal queS(Li6) � � mm+2�+ � 1m+2�2 ; para i = 1; : : : ; v;S(Li6) + S(�rst(Li+16 )) > � mm+2�+ � 1m+2�2 ; para i = 1; : : : ; v � 1:Pi6  NFDH(p)(Li6) para i = 1; : : : ; v;P6  P16k : : : kPv6 .5 P  P1k : : : kP6.6 Retorne(P).Fim algoritmo.Lema 4.4.3. Para toda lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn), onde x(ri) � 1m e y(ri) � 1m , temosque BIm(L) � �m+1m �2 S(L) + 6.



4.4 Caso Orientado 63..............................
..............................

.............................................................................
0 L3L1L6L4L2 L5

1m1m+2
1m+2 1m+1

1m+1y
1m xFigura 4.2: Parti�~ao da lista L gerada pelos algoritmos BIm e OFF(2)mProva. Vamos analisar os empaotamentos das sublistas L1; : : : ; L6. No aso da sublista L1,o Algoritmo NFDH(p) empaota pelo menos m2 retângulos por plaa, exeto talvez na �ultimaplaa de P1. Como a �area de ada retângulo de L1 �e pelo menos � 1m+1�2, a �area oupada pelosretângulos de L1 em ada plaa de P1, exeto talvez na �ultima plaa, �e pelo menos � mm+1�2 eportanto S(L1) � � mm+1�2 (#(P1)� 1). Assim, obtemos#(P1) � �m+ 1m �2 S(L1) + 1: (4.3)No aso da lista L2, temos que o Algoritmo NFDH(p) gera m faixas na dire�~ao do eixox, exeto talvez na �ultima plaa de P2. Como a �area de oupa�~ao de ada faixa �e pelo menos1m+1 �1� 1m+1�, para ada plaa, exeto talvez a �ultima, temos que a �area oupada �e pelo menosm 1m+1 �1� 1m+1� = � mm+1�2, e novamente temos#(P2) � �m+ 1m �2 S(L2) + 1: (4.4)Para as listas L3; L4 e L5, fazendo an�alise semelhante �as anteriores, obtemos#(Pi) � �m+ 1m �2 S(Li) + 1 para i = 1; : : : ; 5: (4.5)Considerando o empaotamento P6, pelo Lema 4.4.2 temos uma garantia de �area que �e pelomenos � mm+2�, e portanto tamb�em vale que#(P6) � �m+ 1m �2 S(L6) + 1: (4.6)



64 Problema de Empaotamento em PlaasSomando as inequa�~oes (4.5) e (4.6), obtemos#(P) � �m+ 1m �2 S(L) + 6:Usando este lema, obtemos o seguinte teorema.Teorema 4.4.4. Para toda lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn), onde x(ri) � 1m e y(ri) � 1m ,temos que BIm(L) � �m+1m �2OPT(L) + 6.Em seguida apresentamos um outro algoritmo para o PEP om melhor limite de desempenhoassint�otio. O algoritmo usa omo subrotina o proedimento COMB, uja �nalidade �e ombinaros itens r��tios de L1 om os itens r��tios de L2 [ : : : [ L6.Vamos desrever duas variantes do Algoritmo COMB, a serem hamados de COMBx eCOMBy. Este algoritmo �e hamado om três parâmetros: (LA; L0; i), onde a lista LA onsiste deretângulos em Cxy h 1m+1 ; q ; 1m+1 ; qi e L0 pode ser qualquer lista em fL1B ; : : : ; LkB ; L1C ; : : : ; LkCg.A lista LiB onsiste de retângulos em Cxy h 1k ; p ; 1m+i ; 1m�1+ii, e a lista LiC onsiste de retângulosem Cxy h 1m+i ; 1m�1+i ; 1k ; pi, onde q, p e k s~ao valores apropriados tais que 1m+1 < q � 1m ,1m+2 < p � 1m+1 e k � m + 2. Com estas três listas dadas omo entrada, o Algoritmo COMBempaota m2 + m + i � 1 retângulos em ada plaa, exeto talvez em 2k plaas (para adaonjunto LiB e LiC): m2 retângulos de LA e m + i � 1 retângulos de LBC , LBC := LB [ LC ,LB := L1B [ : : : [ LkB e LC := L1C [ : : : [ LkC .A lista LBC orresponde aos itens de�nidos na regi~ao marada omo vazia da Figura 4.4 (b).A Figura 4.3 apresenta um exemplo do empaotamento, em uma plaa, gerado pelo AlgoritmoCOMB. Os retângulos maiores pertenem a LA e os retângulos menores pertenem a LiB .Os valores de p e q s~ao de�nidos de tal modo que estes empaotamentos sejam vi�aveis. Oalgoritmo primeiro ombina a lista LA om LB e em seguida ombina os itens n~ao empaotadosde LA om os itens de LC . O empaotamento �nal ont�em todos os itens de LA ou todos ositens de LB [ LC . O seguinte resultado �e v�alido para este algoritmo.
Figura 4.3: Exemplo de empaotamento gerado pelo Algoritmo COMB.



4.4 Caso Orientado 65Lema 4.4.5. Seja PABC um empaotamento de LABC � LA [ LB [ LC gerado pelo AlgoritmoCOMB apliado �as sublistas LA e LB [ LC . Ent~ao #(PABC) � 1( mm+1 )2+ mk(m+1) S(LABC) + 2k.Prova. Em ada plaa do empaotamento PABC , exeto em 2k delas (2k plaas das ombina�~oesfeitas entre LA e LiB e das ombina�~oes entre LA e LiC , i = 1; : : : ; k) temos m2 retângulos de L1,ada uma om �area de pelo menos 1(m+1)2 , e m� 1 + i retângulos de LiB [ LiC , i � 2, ada umaom �area de pelo menos 1k 1m+i . Portanto temos uma oupa�~ao de �area, nestas plaas, de pelomenos m2 1(m+1)2 + (m� 1 + i) 1k 1m+i � � mm+1�2 + mk(m+1) .Algoritmo STPmEntrada: Lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn) om x(ri) � 1m e y(ri) � 1m .Sa��da: Empaotamento de L em plaas R = (1; 1).1 Seja p p9m4+34m3+41m2+20m+4�m2�3m�22m(m2+3m+2) ;q  1�pm ;k  l 2m(m+2)3m2+7m+2�p9m4+34m3+41m2+20m+4m :2 Seja LA  nr 2 L : r 2 � 1m+1 ; qi� � 1m+1 ; qio ;LiB  nr 2 L : r 2 � 1k ; p�� � 1m+i ; 1m�1+iio ; i = 1; : : : ; k;LB  L1B [ : : : [ LkB;LiC  nr 2 L n LB : r 2 � 1m+i ; 1m�1+ii� � 1k ; p�o ; i = 1; : : : ; k;LC  L1C [ : : : [ LkC :3 Combine a lista LA om LiB e LiC , i = 1; : : : ; k da seguinte maneira.PAB  COMBx(LA; L1B ;m)k : : : kCOMBx(LA; LkB ;m+ k � 1).Seja LAB o onjunto dos retângulos empaotados em PAB.PAC  COMBy(LA n LAB; L1C ;m)k : : : kCOMBy(LA n LAB; LkC ;m+ k);PABC  PABkPAC .Seja LABC o onjunto dos retângulos empaotados em PABC .L L n LABC .4 Subdivida a lista L nas seguintes sublistasL1  L \ Cxy h 1m+1 ; 1m ; 1m+1 ; 1mi; L2  L \ Cxy h 1m+2 ; 1m+1 ; 1m+1 ; 1mi;L3  L \ Cxy h 1m+3 ; 1m+2 ; 1m+1 ; 1mi; L4  L \ Cxy h0; 1m+3 ; 1m+1 ; 1mi;L5  L \ Cxy h 1m+1 ; 1m ; 1m+2 ; 1m+1i; L6  L \ Cxy h 1m+1 ; 1m ; 1m+3 ; 1m+2i;L7  L \ Cxy h 1m+1 ; 1m ; 0; 1m+3i; L8  L \ Cxy h 1m+2 ; 1m+1 ; 1m+2 ; 1m+1i:



66 Problema de Empaotamento em PlaasSe LA � LABC 8>>><>>>:L9  L \ Cxy h0; 1m+2 ; 1m+2 ; 1m+1i;L10  L \ Cxy h 1m+2 ; 1m+1 ; 0; 1m+2i;L11  L \ Cxy h0; 1m+2 ; 0; 1m+2i:sen~ao 8>>><>>>:L9  L \ Cxy h0; 1m+2 ; 1k ; 1m+1i \ Cyx;L10  L \ Cxy h 1k ; 1m+1 ; 0; 1m+2i \ Cxy ;L11  L \ Cxy h0; 1m+2 ; 0; 1m+2i:5 Construa os seguintes empaotamentosPi  NFDHx(Li); i = 1; 2; 3; 4; 8; 9; 11;Pi  NFDHy(Li); i = 5; 6; 7; 10;Paux  P2k : : : kP11;Popt  P1kPABC ;P  PoptkPaux.6 Retorne P.Fim algoritmo. ...................... .. .. .. .. .. .. .. . .. . ........................................
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Figura 4.4: Subdivis~ao dos itens ap�os ombina�~ao dos onjuntos LA om LBC .O seguinte teorema apresenta um limite de desempenho assint�otio para o Algoritmo STPm.Teorema 4.4.6. Para qualquer lista L de retângulos, om dimens~oes menores ou iguais a 1m ,STPm(L) � �m �OPT(L) +O(m);onde �m = (2m3 + 5m2 + 5m+ 2 +p9m4 + 34m3 + 41m2 + 20m+ 4)=(2m(m + 1)2).Prova. Primeiramente, note que o empaotamento Popt := P1kPABC �e um empaotamentoassint�otio �otimo para a lista Lopt := L1[LABC . �E su�iente notar que em ada empaotamento



4.4 Caso Orientado 67parial em Popt ada plaa usada, exeto talvez a �ultima, ont�em m2 retângulos om dimens~oesem � 1m+1 ; 1mi. Assim, #(Popt) � OPT(Lopt) + 2k + 1: (4.7)No aso do empaotamento PABC , note que para ada empaotamento gerado pelo AlgoritmoCOMB, a garantia de �area �e pelo menos � mm+1�2+ mk(m+1) . Assim, a seguinte inequa�~ao �e v�alida#(PABC) � 1� mm+1�2 + mk(m+1) S(LABC) + 2k: (4.8)Agora, dividimos a prova em dois asos, de aordo om o passo 3 na desri�~ao do algoritmo.Considere primeiro o aso em que todos os retângulos de LA s~ao empaotados em PABC (o outroaso refere-se ao aso em que todos os retângulos de LB [ LC s~ao empaotados em PABC).Caso 1. LA � LABCVamos analisar ada um dos empaotamentos P1; : : : ;P11;Popt e Paux. O empaotamentoP1 �e gerado apliando-se o Algoritmo NFDH(p) sobre a lista L1. Como a �area de ada retângulode L1 �e pelo menos q=(m+ 1), pelo Lema 4.4.5,#(P1) � m+ 1m2q S(L1) + 1: (4.9)Como m2qm+1 � � mm+1�2 + mk(m+1) , de (4.8) e (4.9) temos#(Popt) � m+ 1m2q S(Lopt) + 2k + 1: (4.10)Para os empaotamentos P2; : : : ;P11, as an�alises s~ao an�alogas �as feitas para o empaotamentoP1. Assim, #(Paux) � 1m=(m+ 2)S(Laux) + 10: (4.11)Sejam H1 e H2 de�nidos omo H1 := #(Popt)� 2k � 1 e H2 := #(Paux)� 10.Como OPT(L) � S(L), de (4.10), (4.11) e da de�ni�~ao de H1 e H2, temosOPT(L) � m2qm+ 1 � H1 + mm+ 2H2: (4.12)De (4.12) e usando a de�ni�~ao de H1 em (4.7) obtemosOPT(L) � max�H1; m2qm+ 1 � H1 + mm+ 2H2� : (4.13)Como #(P) = #(Popt) + #(Paux) = (H1 +H2) + 2k + 11, temos#(P) � 0m �OPT(L) + 2k + 11; (4.14)



68 Problema de Empaotamento em Plaasonde 0m = H1+H2maxnH1;m2qm+1H1+ mm+2H2o . A prova deste aso segue observando que 0m � �m.Caso 2. LBC � LABCNeste aso, a prova �e an�aloga ao aso anterior. Basiamente, as inequa�~oes para este asoforam obtidas analisando-se a oupa�~ao de �area em ada plaa, exeto talvez em um n�umero�xo delas. Ou seja, ada inequa�~ao vem da aplia�~ao direta do Lema 4.2.1.#(P1) � 1m2=(m+ 1)2S(L1) + 1; (4.15)#(Popt) � 1m2=(m+ 1)2S(Lopt) + 2k + 1: (4.16)Para as listas L2 e L5, obtemos um empaotamento onde ada plaa, exeto talvez a �ultima,tem (m+ 1)m retângulos, ada um om �area de pelo menos p 1m+1 . Assim, temos#(Pi) � 1(m+ 1)mp=(m+ 1)S(Li) + 1; i = 2; 5: (4.17)Como no empaotamento das listas L4, L7 e L11, temos que ada plaa tem garantia de �area depelo menos �1� 1m� mm+1 , exeto talvez na �ultima, temos#(Pi) � 1�1� 1k� mm+1 S(Li) + 1: i = 3; 4; 6; 7; 8; 11: (4.18)A sublista L9 pode ser dividida em k �m sublistas, Li9 = L9 \ Y[ 1i+1 ; 1i ℄, i = m+ 1; : : : ; k � 1.Como usamos o Algoritmo NFDH(p), sobre a lista L9, temos que o empaotamento �e divididoem faixas, ada uma om omprimento oupado pelos retângulos de pelo menos �1� 1k�. Aoupa�~ao em rela�~ao �a largura das faixas �e pelo menos mm+1 . Portanto a oupa�~ao de �area parauma sublista Li9 �e pelo menos �1� 1k� mm+1 . O mesmo raio��nio pode ser feito para a lista L10.Assim, a seguinte inequa�~ao �e v�alida.#(Pi) � 1�1� 1k� mm+1 S(Li) + k �m; i = 9; 10: (4.19)Como mp � �1� 1k� mm+1 , de (4.17), (4.18) e (4.19) obtemos#(Paux) � 1mpS(Laux) + 2k � 2m+ 8: (4.20)De�nindo H1 e H2 omo H1 := #(Popt) � 2k � 1 e H2 := #(Paux) � (2k � 2m + 8), eproedendo omo no aso 1, temos#(P) � 00m �OPT(L) + 4k � 2m+ 8; (4.21)



4.4 Caso Orientado 69onde 00m = H1+H2maxnH1; m2(m+1)2 �H1+mpH2o . Como 00m � �m, a prova deste aso est�a ompleta.Assim, a prova do teorema est�a ompleta.Para eslareer os valores das onstantes envolvidas, observamos que os valores de p e q s~aode�nidos de forma que ambos os asos dêem os mesmos limites de desempenho. O valor de kfoi obtido de forma a ser o menor inteiro positivo tal que m2qm+1 � � mm+1�2 + mk(m+1) (usado em(4.10)) e mp � �1� 1k� mm+1 (usado em (4.20)).Em [20℄, Frenk e Galambos apresentam um algoritmo para o empaotamento em plaas,hamado HNF (Hibrid Next Fit), e fazem sua an�alise para o empaotamento de itens pequenos.A seguinte tabela apresenta os valores de �m = �(STPm), �(HNF) e p = p(m) para valores dem entre 1 e 10.
m p = p(m) �(STPm) �(HNF)1 0;36602540 : : : 3;04903810 : : : 3;38206041 : : :2 0;27041649 : : : 2;02722200 : : : 2;84623550 : : :3 0;21339180 : : : 1;68340642 : : : 1;95357991 : : :4 0;17603986 : : : 1;51124783 : : : 1;64587967 : : :5 0;14976179 : : : 1;40805542 : : : 1;48878775 : : :6 0;13028998 : : : 1;33937902 : : : 1;39323320 : : :7 0;11529032 : : : 1;29041589 : : : 1;32892571 : : :8 0;10338357 : : : 1;25375953 : : : 1;28267924 : : :9 0;09370374 : : : 1;22529634 : : : 1;24781941 : : :10 0;08568010 : : : 1;20256011 : : : 1;22060201 : : :Tabela 4.1: Valores de �(STPm) e �(HNF) para valores de m entre 1 e 10.



70 Problema de Empaotamento em Plaas4.4.5 Empaotamento On-Line de Retângulos Pequenos em PlaasNesta se�~ao apresentamos um algoritmo on-line para empaotar retângulos pequenos em plaas.Primeiramente, desrevemos um algoritmo hamado FF(2)p , para 0 < p < 1, que �e usado omosubrotina e usa um onjunto de arredondamento S = f1; p; p2; : : : ; pi; : : :g. Cada retângulo temsua largura arredondada, para ima, para o valor mais pr�oximo em S, digamos pi 2 S. Nesteaso, dizemos que este retângulo �e um i-retângulo. Desrevemos abaixo este algoritmo.Algoritmo FF(2)pEntrada: Lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn).Sa��da: Empaotamento de L em plaas R = (1; 1).1 Para j  1 at�e n fa�a1.1 Seja i tal que rj �e um i-retângulo.1.2 Considere o retângulo rj omo uma barra de omprimento x(rj) e onsidere as i-faixas riadas at�e o momento omo barras de omprimento 1. Use a estrat�egia FFpara empaotar rj nas i-faixas.1.3 Se uma nova i-faixa foi riada no passo 1.2, digamos pi 2 S, ent~ao use novamentea estrat�egia FF para empaotar esta i-faixa dentro das plaas. Caso neess�ario,empaote em nova plaa.2 Retorne o empaotamento gerado no passo 1.Fim algoritmo.Li e Cheng provaram que o Algoritmo FF(2)p tem um limite de desempenho assint�otio quepode se tornar t~ao pr�oximo de 2;89 quanto se queira, bastando para isso que p seja pr�oximo de1 e para algum s, ps = 12 .Desrevemos agora um algoritmo on-line para empaotamento de retângulos pequenos emplaas. A id�eia b�asia desse algoritmo �e garantir uma �area m��nima de utiliza�~ao em adaplaa, para retângulos de L relativamente grandes, usando apenas subdivis~ao de listas. Para osretângulos de dimens~oes pequenas, �e usado o Algoritmo FF(2)p .Algoritmo OFF(2)mEntrada: Lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn) om x(ri) � 1m e y(ri) � 1m .Sa��da: Empaotamento de L em plaas R = (1; 1).



4.4 Caso Orientado 711 Divida a lista L em sublistas L1; : : : ; L6 da seguinte forma (veja a Figura 4.2)L1  L \ Cxy h 1m+1 ; 1m ; 1m+1 ; 1mi;L2  L \ Cxy h0; 1m+1 ; 1m+1 ; 1mi;L3  L \ Cxy h 1m+1 ; 1m ; 0; 1m+1i;L4  L \ Cxy h0; 1m+1 ; 1m+2 ; 1m+1i \ Cyx;L5  L \ Cxy h 1m+2 ; 1m+1 ; 0; 1m+1i \ Cxy ;L6  L \ Cxy h0; 1m+2 ; 0; 1m+2i:2 Pi  FF(x2)(Li); i = 1; 2; 4;3 Pi  FF(y2)(Li); i = 3; 5;4 P6  FF(2)p (L6); para p = (m+2)2m2(m+1)2(m+1)2 ;5 P  S6i=1 Pi.6 Retorne P.Fim algoritmo.Mostramos a seguir que o Algoritmo OFF(2)m tem um limite de desempenho assint�otio ((m+1)=m)2. A desvantagem deste algoritmo �e que a onstante aditiva � assoiado ao limite dedesempenho assint�otio, depende de m. Quando m rese, o limite de desempenho assint�otiose torna bem pr�oximo de 1 mas o valor de � rese. Note que se �xarmos p omo uma onstante|em vez de uma fun�~ao em m| o fator de perda, devido ao arredondamento, tamb�em se tornaonstante.Lema 4.4.7. Para qualquer lista L de retângulos, om dimens~oes menores ou iguais a 1m ,OFF(2)m (L) � �m+1m �2 � S(L) +O(m2).Prova. �E f�ail ver que #(Pi) � �m+1m �2 S(Li) + 1, para i = 1; : : : ; 5.Para a lista L6, provaremos que #(P6) � �m+1m �2 S(L6) +O(m2).Considere Lk6 os retângulos de L6 que têm largura em (pk+1; pk℄, k � 0. Denotamos por nko n�umero de faixas riadas para o empaotamento de Lk6 , temos queS(Lk6) = Xr2Lk6 x(r) � y(r)> pk+1 � �1� 1m+ 2� � (nk � 1)= pk+1 � �m+ 1m+ 2� � (nk � 1) :



72 Problema de Empaotamento em PlaasLogo, S(L6) = Xk�0S(Lk6)> Xk�0 pk+1 ��m+ 1m+ 2� � (nk � 1)= �m+ 1m+ 2� p0�Xk�0 pknk �Xk�0 pk1A :Como Pk�0 pknk �e a soma das larguras de todas as faixas, e em ada plaa, exeto talvezna �ultima, a largura preenhida pelas faixas �e pelo menos �1� 1m+2�, temos:S(L6) � �m+ 1m+ 2� p��1� 1m+ 2� (#(P6)� 1)�O(m2)�= � mm+ 1�2 �#(P6)�O(m2) :Assim, temos que #(P) � �m+ 1m �2 S(L) +O(m2) : (4.22)Com este lema, onlu��mos o seguinte resultado.Teorema 4.4.8. Para qualquer lista L de retângulos, om dimens~oes menores ou iguais a 1m ,OFF(2)m (L) � �m+ 1m �2 �OPT(L) +O(m2):Este algoritmo tamb�em pode ser re�nado de modo a termos um melhor limite de desempenhoassint�otio. Podemos fazer isto da mesma forma omo feito para o Algoritmo IOSSm;p em rela�~aoao Algoritmo OSSPm;p. Chamaremos esta vers~ao re�nada de IOFFm. O Algoritmo IOFFmdivide a lista L em sublistas L1; : : : ; L6 omo apresentado na �gura seguinte.Para a lista L1 o algoritmo empaota m2 retângulos por plaa. Com isto temos um em-paotamento �otimo para a lista L1 om garantia de �area � mm+1�2. Para as listas L2; : : : ; L5,o Algoritmo IOFFm aplia uma variante do Algoritmo NF(p) para ada sublista, obtendo umagarantia de �area de pelo menos m � (m + 1) 1m+1 1m+2 = mm+2 . Para a lista L6, o AlgoritmoIOFFm aplia o Algoritmo OFF(2)m+1, obtendo para este empaotamento uma garantia de �areade pelo menos � (m+1)+1m+1 �2 � mm+2 . Por �m, o Algoritmo IOFFm retorna a onatena�~ao dosempaotamentos gerados para ada sublista. Assim, novamente temos um empaotamento paraL dividido em duas partes. Um empaotamento �otimo om garantia de �area � mm+1�2 e outro
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Figura 4.5: Parti�~ao da lista L gerada pelo Algoritmo IOFFm.om garantia de �area mm+2 . Com isto, podemos ter um limite de desempenho assint�otio para oAlgoritmo IOFFm de �m = h1+h2maxfh1;( mm+1)2h1+( mm+2)h2g . Assim, vale queTeorema 4.4.9. Para qualquer lista L de retângulos, om dimens~oes menores ou iguais a 1m ,IOFFm(L) � �m �OPT(L) +O(m2);onde �m � �m+2m+1�2 + 2m(m+1) .4.4.6 Empaotamento de quadrados em quadradosNesta se�~ao estamos interessados no empaotamento de quadrados em quadrados. O algoritmoque apresentamos tem desri�~ao que pode ser usada tanto para o aso geral (de empaotamentode quadrados em quadrados) omo para empaotamento de itens pequenos. O limite do asogeral n~ao �e melhor que o limite de 2;125 do Algoritmo HFF, mas al�em de ser usado para oempaotamento de itens pequenos, o algoritmo �e usado omo subrotina de outro algoritmo paraempaotamento de aixas de fundo quadrado para o PET.Antes de desrevermos o algoritmo desta se�~ao, desreveremos o Algoritmo GQ(p)m , que ser�ausado omo subrotina e �e uma adapta�~ao do Algoritmo GQm desrito em [40℄, para empaotaraixas de Qm. Lembramos aqui que Qm := fb : 0 < x(b) = y(b) � amg, m � 1.Meir e Moser [45℄ provaram que o Algoritmo NFDH(p) pode empaotar uma lista de quadra-dos Li � Qm, m � 2, em um quadrado unit�ario se a �area total de Li n~ao �e superior a� 1m2 + �m�1m �2�. O Algoritmo GQ(p)m divide L em sublistas L1; : : : ; Lv e usa o AlgoritmoNFDH(p) para empaotar ada sublista Li em apenas uma plaa, sendo que para ada sub-lista Li valem as seguintes inequa�~oes.S(Li) � h�m�1m �2 + � 1m�2i para i = 1; : : : ; v;S(Li) + S(�rst(Li+1)) > h�m�1m �2 + � 1m�2i para i = 1; : : : ; v � 1:



74 Problema de Empaotamento em PlaasLema 4.4.10. Seja L � Qm, m � 2. Ent~ao, GQ(p)m (L) � � mm�1�2 S(L) + 1:O pr�oximo lema ser�a usado na demonstra�~ao de um limite inferior para ertos empaota-mentos usando o Algoritmo GQ(p)m .Lema 4.4.11. Seja A um algoritmo para o PEP para empaotar uma lista L � Qxy[0; 1℄ dentrode uma plaa B = (1; 1). Se A subdivide a lista de entrada L em duas sublistas L1 2 }4 eL2 2 Qm, m � 2, e aplia o Algoritmo GQ(p)m para empaotar L2, ent~ao A tem um limite dedesempenho assint�otio de pelo menos 4(m�1)2+3m24(m�1)2 .Prova. Considere plaas P = (1; 1). Seja L uma lista de quadrados, L = L1 [ L2, om L1 2 }4e L2 2 Qm, m � 3. Seja L1 = (r01; : : : ; r0N 0) e L2 = (r001 ; : : : ; r00M �N 00), onder0i = �12 + 1k ; 12 + 1k� ; e r00i = ( � 1m ; 1m� ; i mod M = 1� 1k ; 1k� ; aso ontr�ario:Lembrando que o Algoritmo GQ(p)m agrupa os primeiros quadrados om �area total n~ao maiorque �m�1m �2 + � 1m�2, esta instânia foi onstru��da de modo que no empaotamento gerado peloAlgoritmo GQ(p)m ada plaa tenha M quadrados ujas �areas somam �m�1m �2 + � 1k�2.Note que o Algoritmo GQ(p)m divide a lista L2 em N 00 sublistas, ada sublista onsistindo deum quadrado da forma � 1m ; 1m� e M � 1 quadrados da forma � 1k ; 1k�.A instânia L = L1 [ L2, �e onstru��da de modo que o empaotamento �otimo onsiste deN 0 plaas, ada plaa ontendo um quadrado de L1 e o espa�o remanesente (em ada plaa)�e quase todo preenhido om plaas de L2. Tomando-se N 0 e k omo inteiros bem grandes,N 00 = �34N 0 � mm�1�2� e k um m�ultiplo de 2m, podemos esolher M apropriadamente de formaque r(A) pode �ar t~ao pr�oximo de 4(m�1)2+3m24(m�1)2 quanto se queira.A seguir apresentamos o Algoritmo SS1 para o empaotamento de quadrados em quadrados.Algoritmo SS1Entrada: Lista de quadrados L � Qxy[0; 1℄.Sa��da: Empaotamento P de L em plaas (1; 1).1 Seja p 0;37123918 e q  1� p.2 Divida a lista L em sublistas, L01; LA; L02; LB ; L3 e L4 (veja Figura 4.6),L01  LTQ �12 ; 1 ; 12 ; 1�; LA  LTQ �12 ; q ; 12 ; q�;L02  LTQ �13 ; 12 ; 13 ; 12�; LB  LTQ � 13 ; p ; 13 ; p�;L3  LTQ �14 ; 13 ; 14 ; 13�; L4  LTQ �0; 14 ; 0; 14�:
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Figura 4.6: Parti�~ao da lista L feita pelo Algoritmo SS1.3 Empaote um quadrado de LA e três quadrados de LB por plaa, at�e que ou todos os itensde LA tenham sido empaotados, ou todos os itens de LB tenham sido empaotados. SejaPAB este empaotamento e LAB o onjunto de quadrados empaotados em PAB.4 Li  L0i n LAB para i = 1; 2; 3; 4;5 Popt  NF(p)(L1)kPAB ;6 Paux  NFDH(p)(L2)kNFDH(p)(L3)kGQ(p)4 (L4);7 P = PoptkPaux.8 Retorne P.Fim algoritmo.Teorema 4.4.12. Para qualquer lista de quadrados L para o PEP(1; 1),SS1(L) � 2;361 �OPT(L) + 4:Prova. Analisaremos dois asos, onsiderando o empaotamento gerado no passo 3.Caso 1. LA �e totalmente empaotado em PAB.Note que neste aso a �area dos quadrados de L1 �e pelo menos q2 e ada uma das plaas dePAB, exeto talvez na �ultima, tem garantia de �area de pelo menos 14 + 319 � q2. Assim, temos#(Popt) � 1q2S(L1 [ LAB) + 1:



76 Problema de Empaotamento em PlaasPara os demais empaotamentos, note que a garantia de �area oupada em ada plaa, exetotalvez nas �ultimas de ada empaotamento, �e pelo menos 49 . Este m��nimo sendo atingido pelasublista L2. Portanto, #(Paux) � 94S(Laux) + 3:Como n~ao �e poss��vel empaotar mais que um quadrado de L01 por plaa, temos#(Popt) � OPT(L) + 1:Proedendo omo feito anteriormente, temos que #(P) � �1 �OPT(L) + 4, onde�1 � H1+H2maxfH1;q2H1+ 49H2g � 2;361:Caso 2. LB �e totalmente empaotado em PAB .Neste aso temos uma garantia de �area de 14 para o empaotamento das listas L1 e LAB.Assim, #(Popt) � 4S(L1 [ LAB) + 1:Como todos os quadrados de LB foram empaotados em PAB , a �area dos quadrados em L2 �epelo menos p2 e os demais quadrados têm dimens~oes no m�aximo 13 . Usando o Lema 4.2.1 paraos empaotamentos de L3 e L4, obtemos uma garantia de �area que �e pelo menos 916 , 916 � 4p2.Portanto as seguinte inequa�~oes s~ao v�alidas.#(Paux) � 14p2S(Laux) + 3;#(Popt) � OPT(L) + 1:Neste aso, temos que #(P) � �2 �OPT(L) + 4 , onde �2 � H1+H2maxfH1; 14H1+4p2H2g � 2;361:O teorema segue dos dois asos aima.Proposi�~ao 4.4.13. O limite de desempenho assint�otio do Algoritmo SS1 est�a entre 2;333 e2;361.Prova. Este resultado segue diretamente do Teorema 4.4.12 e Lema 4.4.11 (om m = 4).O Algoritmo SS1 pode ser generalizado para o empaotamento de itens em Qxy �0; 1m� omono Algoritmo STPm. N~ao apresentaremos esta generaliza�~ao pois ela �e semelhante ao pr�oprioAlgoritmo SS1 e os valores de p e � �am muito omplexos para serem dados em fun�~ao de m.Chamaremos este algoritmo de SSm. Na Tabela 4.2, apresentamos os limites de desempenhoassint�otio de SSm para valores de m entre 1 e 10. Indiamos tamb�em o respetivo valor dep = p(m).



4.4 Caso Orientado 77m �(SSm) p = p(m)1 2;36048464 : : : 0;37123918 : : :2 1;83521739 : : : 0;27185838 : : :3 1;59715814 : : : 0;21398550 : : :4 1;46308245 : : : 0;17634050 : : :5 1;37755738 : : : 0;14993476 : : :6 1;31842392 : : : 0;13039854 : : :7 1;27516865 : : : 0;11536290 : : :8 1;24218552 : : : 0;10343448 : : :9 1;21622010 : : : 0;09374082 : : :10 1;19525690 : : : 0;08570794 : : :Tabela 4.2: Valores de �(SSm) para valores de m entre 1 e 10.4.4.7 Conjuntos Cr��tios Axyk e BxykUma estrat�egia muito importante que exploramos nesta tese �e o oneito de onjuntos r��tios.Vistos apenas isoladamente, estes onjuntos r��tios apresentam uma garantia de �area pequenase empaotados sozinhos (mesmo em um empaotamento �otimo). �E laro que o oneito de\pequena garantia de �area" depende do ontexto sendo analisado. Assim, 13 pode ser umapequena garantia de �area em um determinado ontexto, mas pode ser uma boa garantia emoutro ontexto.A de�ni�~ao destes onjuntos r��tios depende muito do problema que estamos tratando.Dois destes s~ao Axyk e Bxyk que tratamos nesta se�~ao. Estes onjuntos s~ao usados omo onjuntosr��tios do PEP, PET e tamb�em s~ao usados para de�nir onjuntos r��tios do PEC.Antes de de�nir os onjuntos Axyk e Bxyk , que dependem de um parâmetro k, preisamosintroduzir outras de�ni�~oes.Vamos assumir que k �e um inteiro maior que 4.De�ni�~ao 4.4.1. Seja r(k)1 ; r(k)2 ; : : : ; r(k)k+15 e s(k)1 ; s(k)2 ; : : : ; s(k)k+14 n�umeros reais de�nidos omosegue:� r(k)1 ; r(k)2 ; : : : ; r(k)k s~ao tais quer(k)1 12 = r(k)2 (1� r(k)1 ) = r(k)3 (1� r(k)2 ) = : : : = r(k)k (1� r(k)k�1) = 13(1� r(k)k ) e r(k)1 < 49 ;� r(k)k+1 = 13 ; r(k)k+2 = 14 ; : : : ; r(k)k+15 = 117 ;� s(k)i = (1� r(k)i ) para i = 1; : : : ; k;



78 Problema de Empaotamento em Plaas� s(k)k+i = 1��2i+4�b i+23 4i+10 � para i = 1; : : : ; 14.Lema 4.4.14. Dado k � 5, os n�umeros r(k)1 ; r(k)2 ; : : : ; r(k)k existem e s~ao tais que 49 > r(k)1 >r(k)2 > � � � > r(k)k > 13 . Al�em disso, r(k)1 ! 49 �a medida que k !1.A seguir, demonstramos o lema 4.4.14.Por simpliidade, omitiremos os super��ndies (k) da nota�~ao r(k)i e s(k)i quando k estiver laropelo ontexto.Considere a seguinte s�erie de equa�~oes:12r1 = r2(1 � r1) = r3(1� r2) = : : : = rk�1(1� rk�2) = rk(1� rk�1) = 13(1� rk): (4.23)Podemos dividir esta s�erie em duas outras:12r1 = r2(1� r1) = r3(1� r2) = : : : = rk�1(1� rk�2) = rk(1� rk�1) (4.24)12r1 = 13(1� rk): (4.25)Note que tanto em (4.24) omo em (4.25) podemos tomar rk omo uma fun�~ao de r1. Denotemospor r0k a primeira fun�~ao (usando (4.24)), e denotemos por r00k a segunda fun�~ao (usando (4.25)).Note que (4.25) �e a equa�~ao de uma linha reta (f. Figura 4.7).
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Figura 4.7: Existênia dos valores r1; : : : ; rk.A id�eia de dividir a s�erie (4.23) em duas s�eries e a demostra�~ao do resultado seguinte foramsugeridas por Yoshiharu Kohayakawa.Fato 4.4.15. Existem valores r1; : : : ; rk, que satisfazem a s�erie de equa�~oes em (4.23), om25 < r1 < 49 .



4.4 Caso Orientado 79Prova. As fun�~oes r0k e r00k est~ao representadas na Figura 4.7. O prop�osito aqui, �e mostrar aexistênia de um valor para r1 entre 25 e 49 satisfazendo a s�erie (4.23). Isto �e o mesmo que provarque existe um valor para r1 tal que r0k(r1) = r00k(r1).Primeiro, vamos mostrar que ambas as fun�~oes r0k e r00k s~ao ont��nuas para valores de r1 om25 � r1 � 49 .A equa�~ao (4.25) �e laramente ont��nua, pois r00k �e uma fun�~ao linear.Vamos ver agora que r0k tamb�em �e ont��nua. Para isto, vamos mostrar que r0i �e ont��nua para25 � r1 � 49 om 0 < r0i(r1) < 12 . Pela s�erie (4.24), temosr0i = 12 r1(1� r0i�1) ; (4.26)onde r01 = r1.Claramente, para a fun�~ao r02, a a�rmativa �e v�alida. Suponha que para r0i�1 a a�rmativa sejav�alida. Como 0 < r0i�1 < 12 , e r0i�1 �e ont��nua, temos de (4.26) que r0i(r1) �e positiva e ont��nua.Por �m, temos que r0i(r1) = 12 r1(1�r0i�1(r1)) < 12 4=91�1=2 < 12 . Assim, temos que as fun�~oes r0k e r00ks~ao fun�~oes ont��nuas para 25 < r1 < 49 .Vamos alular o valor de r00k(r1) para r1 = 49 e r1 = 25 . Primeiro note que r00k(r1) = 1 � 32r1e portanto, r00k(49) = 13 e r00k(25 ) = 25 .� Vamos estimar o valor de r0k(r1) para r1 = 49 . De (4.24), temos que ri = r12(1�ri�1) . Assim,temos a seguinte seq�uênia: r1 = 49 = 0;444444 : : :r2 = 492(1� 49 ) = 0;4r3 = 492(1� 25 ) = 0;370370 : : :r4 = 492(1� 1027 ) = 0;352941 : : :...Suponha que sabemos que ri�1 > 13 . Reesrevendo a equa�~ao ri = 29 � 11�ri�1�, temos queri�1 = 1� 29ri . Como ri�1 > 13 , onlu��mos que ri > 13 . Portanto, omo r1 = 49 > 13 , segueque ri > 13 para todo i � 1. Ou seja, r0k(49) > 13 .� Vamos estimar o valor de r0k(r1) para r1 = 25 .Note que onsiderando a s�erie (4.24), temos ri = r12(1�ri�1) . Assim temos a seguinteseq�uênia: r1 = 25 = 0;4



80 Problema de Empaotamento em Plaasr2 = 252(1� 25 ) = 0;333333 : : :r3 = 252(1� 13 ) = 0;3r4 = 252(1� 310 ) = 0;285714 : : :...Suponha que sabemos que ri�1 < 25 . Reesrevendo a equa�~ao ri = 15 � 11�ri�1� temos queri�1 = 1� 15ri . Como ri�1 < 25 onlu��mos que ri < 13 . Portanto, omo r2 = 13 < 25 ent~aori < 13 para i � 3. Ou seja, r0k(25 ) < 13 , para k � 3.As onsidera�~oes aima, juntamente om o fato de r0k ser uma fun�~ao ont��nua, k � 3,mostram que para algum r1 entre 25 e 49 temos que r0k(r1) = r00k(r1).Fato 4.4.16. Os valores de r1; : : : ; rk, s~ao tais que 49 > r1 > r2 > � � � > rk > 13 .Prova. Do fato anterior, temos que r1 < 49 . Note que isto automatiamente mostra, usando(4.25), que rk > 13 . Vamos mostrar agora que r1 > r2 > � � � > rk. Faremos isto por indu�~ao emk. Pela s�erie (4.23) temos que r2 = 12 � r11�r1�. Assim, r2 < r1 se e somente se 12 � r11�r1� < r1.Esta �ultima inequa�~ao vale quando 0 < r1 < 12 , o que de fato oorre.Agora, suponha que r1 > r2 > � � � > ri�1 para i � 3. Vamos mostrar que ri�1 > ri. Por(4.23) temos que ri�1(1� ri�2) = ri(1� ri�1);ou seja, ri = ri�1�1� ri�21� ri�1�< ri�1�1� ri�11� ri�1�= ri�1 :Fato 4.4.17. O valor de r1 se aproxima de 49 �a medida que k rese.Prova. Note que provar este fato �e equivalente a provar que o valor de rk se aproxima de 13 �amedida que k rese.



4.4 Caso Orientado 81Primeiramente, vamos provar que � riri�1� < � ri+1ri � < 1. De (4.23) obtemos que ri(1�ri�1) =ri+1(1� ri), ou seja, �1� ri�11� ri � = �ri+1ri � :Por outro lado, temos que � riri�1� < �1�ri�11�ri �. Para ver isto, note que para 0 < ri < 12 , temosque ri� r2i < ri�1� r2i�1. Observamos que a fun�~ao f(x) = x�x2 �e resente no intervalo �0; 12�e omo ri�1 > ri, temos que f(ri�1) > f(ri).Assim, temos que � riri�1� < �1� ri�11� ri � = �ri+1ri � < 1:Isto mostra que para k !1, temos que rkrk�1 ! 1.Em (4.23) temos que rk(1� rk�1) = 13(1� rk):Mais ainda, por esta equa�~ao, temos que se rk�1 se aproxima de rk �a medida que k rese, ent~aork deve se aproximar de 13 �a medida que k rese.A demonstra�~ao do Lema 4.4.14 segue dos fatos provados aima.Apesar do Lema 4.4.14 mostrar que r(k)1 onverge para 49 , isto nada diz o qu~ao r�apido istooorre. A Tabela 4.3 mostra que o valor de r1 se torna bem pr�oximo de 49 = 0;44444444 : : : omk ainda pequeno.De�ni�~ao de onjuntos usando os valores r1; : : : ; rk+14Tendo provado a existênia dos n�umeros menionados na De�ni�~ao 4.4.1, podemos agora de�niralguns onjuntos. Axyk;i = Cxy �ri+1; ri ; 12 ; si�;Bxyk;i = Cxy �12 ; si ; ri+1; ri�;



82 Problema de Empaotamento em Plaask r(k)14 0;43844718 : : :5 0;44129761 : : :6 0;44281294 : : :7 0;44360837 : : :8 0;44401983 : : :9 0;44423013 : : :10 0;44433669 : : :11 0;44439040 : : :12 0;44441737 : : :13 0;44443089 : : :14 0;44443766 : : :15 0;44444105 : : :20 0;44444433 : : :25 0;44444444 : : :Tabela 4.3: Valores de r(k)1 para alguns valores de k.Axyk = Sk+14i=1 Axyk;i; Bxyk = Sk+14i=1 Bxyk;i;Axy1�k = Ski=1Axyk;i; Bxy1�k = Ski=1 Bxyk;i;Axy0j = Axy1�kTX [0; 1� sj ℄ Axy00j = Axy1�kTX [1� sj; 1℄;Bxy0j = Bxy1�kTY[0; 1 � sj℄; Bxy00j = Bxy1�kTY[1� sj; 1℄:De�nimos a seguir uma lista de posi�~oes pi;j; qi;j ; p0j; q0j ; p00j e q00j que ser~ao usadas para ombinarelementos de Axyk;i e Bxyk;i. Essas posi�~oes s~ao de�nidas de tal maneira que a �area oupada pelosretângulos que ser~ao empaotados nas plaas (exeto talvez em um n�umero onstante delas)seja pelo menos 2756 . Um algoritmo usando esta lista de posi�~oes ser�a detalhado logo depois. Osonjuntos aima foram de�nidos onsiderando-se o plano xy. Podemos tamb�em de�nir onjuntosde forma an�aloga para os planos yz e zx, apenas troando xy aima por yz e zx, respetivamente.De�ni�~ao 4.4.2. De�ni�~ao das posi�~oes pi;j; qi;j; p0j ; q0j ; p00j e q00j usadas para ombinar sublistasAxyk;i e Bxyk;j.De�nimos estas posi�~oes apenas para os valores de i � j. O aso em que i > j �e sim�etrio(veja a Figura 4.11 para visualizar estas sublistas e a Figura 4.13 para visualizar um exemplode empaotamento usando estas posi�~oes). Dada uma lista L, seja Ai := Axyk;j e B00i = Bxyk;j.



4.5 Caso Com Rota�~oes 83� Para ombinar as listas Ai, 1 � i � k, e Bj, i � j � k, onsiderepi;j = �(0; 0); � 12 ; 0�� e qi;j = [(0; si)℄ .Note que neste aso, temos uma garantia de �area de pelo menos 12 .� Para ombinar a lista A[1�k℄ = (A1 [ : : : [Ak) om Bj, k + 1 � j � k + 14, onsideramosduas fases. Dividimos A[1�k℄ em A0 e A00 tomando A0 = fb 2 A[1�k℄ : x(b) � 1 � sjg eA00 = A[1�k℄ n A0.? Para ombinar A0 om Bj tomep0j = [(sj; 0)℄ eq0j = h(0; 0) ;�0; 1j�k+2� ;�0; 2j�k+2� ; : : : ;�0; j�k+1j�k+2�i .Neste aso, temos uma garantia de �area de pelo menos 1324 . Este m��nimo �e atingidoquando j = k + 1.? Para ombinar A00 om Bj tomep00j = �(0; 0); (12 ; 0)� eq00j = h�0; 23� ;�0; 23 + 1j�k+2� ;�0; 23 + 2j�k+2� ; : : : ;�0; 23 + �b j�k+23  � 1� 1j�k+2�i .Aqui obtemos uma garantia de �area de pelo menos 2756 . De fato, os valores sj (quedeterminam A0 e A00), k + 1 � j � k + 14, foram esolhidos de tal modo que osempaotamentos dos retângulos de L\}3 nLB possam ter boa garantia de �area apenasusando algoritmos de estrat�egia NF. O valor 2756 �e atingido quando j = k + 1 (umretângulo de Bk+1 om �area 18 e dois retângulos de A00, ada um om �area de pelomenos 528).� Para ombinar as listas Ai, k + 1 � i � k + 14, e Bj, i � j � k + 14, onsiderepi;j = h(sj; 0) ;�sj + 1i�k+2 ; 0� ;�sj + 2i�k+2 ; 0� ; : : : ;�sj + (b(1 � sj) � (i� k + 2) � 1) 1i�k+2 ; 0�i eqi;j = h(0; 0) ;�0; 1j�k+2� ;�0; 2j�k+2� ; : : : ;�0; j�k+1j�k+2�i .Neste aso, obtemos tamb�em uma garantia de �area de pelo menos 2756 .Estes onjuntos r��tios ser~ao muito importantes, sendo que iremos apresentar v�arios algo-ritmos fazendo uso destes onjuntos.4.5 Caso Com Rota�~oesNesta se�~ao, apresentamos três algoritmos usando de rota�~oes ortogonais. Dois para o aso geral,hamados BIk;� e OBI; o primeiro o�-line om um limite de desempenho assint�otio que pode



84 Problema de Empaotamento em Plaasse tornar t~ao pr�oximo de 2;6396055 : : : quanto se queira e o segundo on-line om um limite dedesempenho assint�otio 3;25. O outro algoritmo �e para o aso on-line de empaotamento emplaas quadradas e tem um limite de desempenho assint�otio que pode se tornar t~ao pr�oximode 2;6875 quanto se queira.4.5.1 Algoritmo BIk;�Apresentamos nesta se�~ao o Algoritmo BIk;� (Bidimensional paking algorithm) para o PEPr.Antes de apresentarmos este algoritmo, vamos desrever dois proedimentos, o FFC (First FitCombine) e o COMBINE-ABxyk , que s~ao usados omo subrotinas para empaotar os retângulosr��tios de L.Os parâmetros de entrada do Algoritmo FFC s~ao uma lista de retângulos L, dois onjuntos deretângulos T1 e T2 e duas listas de oordenadas p1 e p2 assoiadas a esses onjuntos, ada lista piom ni pontos. Este algoritmo gera um empaotamento, onde ada plaa ter�a n1+n2 retângulos,exeto talvez a �ultima plaa. No ontexto referente ao PEPr, diremos que um retângulo r �e dotipo Ti se r 2 Ti ou �(r) 2 Ti.Algoritmo FFC.Entrada: (L;T1;T2; [p1℄; [p2℄)Sa��da: Empaotamento P onde, ou todos os retângulos do tipo T1 ou todos os retângulosdo tipo T2 s~ao totalmente empaotados.1 Enquanto todos os retângulos de um dos tipos n~ao forem totalmente empaotados, fa�a1.1 Tente empaotar o pr�oximo retângulo r0 do tipo Ti (sem perda de generalidade, on-sidere r0 2 Ti, aso ontr�ario, gire r0 previamente) para algum i 2 f1; 2g em algumaposi�~ao de pi, na �ultima plaa sendo empaotada desde que nenhum retângulo tenhasido empaotado nesta posi�~ao desta plaa. Caso n~ao exista, onsidere uma novaplaa (ainda vazia), e empaote o retângulo r0 na primeira posi�~ao de p1.2 Seja L0 o onjunto de retângulos empaotados em P.3 Retorne (P; L0).Fim algoritmo.Usando o Algoritmo FFC, podemos de�nir um algoritmo para empaotar (onjuntamente)retângulos de Axyk om retângulos de Bxyk . Isto ser�a feito pelo Algoritmo COMBINE-ABxyk . Estealgoritmo ser�a bastante usado omo subrotina em outros algoritmos para ombinar onjuntosr��tios.



4.5 Caso Com Rota�~oes 85Na desri�~ao deste e de outros algoritmos, usamos uma fun�~ao denominada Atualize que temomo parâmetro de entrada listas L1; : : : ; Lm. Esta fun�~ao remove das listas Li, 1 � i � m,todas as aixas que j�a foram empaotadas at�e o momento de sua hamada.O Algoritmo COMBINE-ABxyk ser�a desrito de forma gen�eria para ser usado tanto no PEPromo nos problemas PET, PETr e PECr. Primeiramente, vamos dar uma id�eia de omo �e feitaa ombina�~ao de itens de tipos Axyk e Bxyk pelo Algoritmo COMBINE-ABxyk .Este algoritmo �e hamado om ino parâmetros: (L; type; TA;TB;COMBINE).A fun�~ao type india quais itens de L s~ao de erto tipo; esta fun�~ao poder�a ser uma entreftype, rtype e xy-type.Os onjuntos TA e TB servem para restringir os itens de entrada.A rotina COMBINE �e hamada para fazer a ombina�~ao de partes do empaotamento retor-nado pelo Algoritmo COMBINE-ABxyk .O Algoritmo COMBINE-ABxyk retorna um empaotamento que ont�em todos os itens detype(L;TA \Axyk ) ou todos os itens de type(L;TB \ Bxyk ).No passo 3 do algoritmo, �e feita a ombina�~ao entre os itens de type(L;TA\Axyk;i) e type(L;TB\Bxyk;j), 1 � i; j � k. Come�a-se fazendo a ombina�~ao entre os itens de type(L;TA \ Axyk;1) etype(L;TB \ Bxyk;1). Se todos os itens de type(L;TA \ Axyk;i) forem empaotados, ent~ao faz-sea ombina�~ao entre os itens de type(L;TA \ Axyk;i+1) e type(L;TB \ Bxyk;j); aso ontr�ario, detype(L;TA \Axyk;i) e type(L;TB \ Bxyk;j+1).Depois de terminado o passo 3, temos que ou todos os itens de type(L;TA \ Axy[1�k℄) foramempaotados (vai para o passo 4) ou type(L;TB \ Bxy[1�k℄) foram empaotados (vai para o passo5). Os passos 4 e 5 s~ao sim�etrios, assim, onsidere que todos os itens de type(L;TB \ Bxy[1�k℄)foram empaotados. Neste aso, os itens de type(TA \ Axy[1�k℄) s~ao ombinados om os itens detype(TB \ Bxyk;j), k + 1 � j � k + 14. Para isto, o onjunto type(L;TA \ Axy[1�k℄) �e dividido emduas partes: o onjunto type(L;TA \ Axy0j ) e type(L;TA \ Axy00j ) e s�o depois os itens de adaum destes tipos s~ao ombinados om os de type(L;TB \ Bxyk;j). Ao �m do passo 4, temos que outodos os itens de type(L;TA\Axy[1�k℄) ou todos os itens de type(L;TB \Bxyk ) foram empaotados.Caso ainda haja itens de type(L;TB \ Bxyk ), estes s~ao empaotados om os itens restantes detype(L;TA \Axyk ) da mesma forma omo feito no passo 3.Algoritmo COMBINE-ABxyk (L; type; TA;TB;COMBINE)Entrada: Listas de itens L e tipos Axyk e Bxyk .Sa��da: Empaotamento parial PAB de L, tal que ou todos os itens de type(L;TA) ou todosos itens de type(L;TB) s~ao empaotados.



86 Problema de Empaotamento em Plaas1 Sejam pi;j; qi;j , (1 � i; j � k + 14), e p0j; p00j ; q0j ; q00j , (k + 1 � j � k + 14), as posi�~oes dadas naDe�ni�~ao 4.4.2.2 i 1;j  1;PAB  ;:3 Enquanto (i � k e j � k) fa�a3.1 P 0  COMBINE(L;TA \Axyk;i;TB \ Bxyk;j; pij ; qij).3.2 Atualize(L).3.3 PAB  PAB [ P 0.3.4 Se type(L;TA \Axyk;i) = ; ent~ao i i+ 1 sen~ao j  j + 1.4 Se type(L;TB \ Bxy[1�k℄) = ;4.1 Enquanto (j � k + 14 e type(L;TA \Axyk;i) 6= ;) fa�a4.1.1 P 0  COMBINE(L;TA \Axy0j ;TB \ Bxyk;j; p0j ; q0j);4.1.2 P 00  COMBINE(L;TA \Axy00j ;TB \ Bxyk;j; p00j ; q00j );4.1.3 PAB  PABkP 0kP 00.4.1.4 Atualize(L).4.1.5 Se type(L;TB \ Bxyk;j) = ; ent~ao j  j + 1.4.2 i k + 1.5 Sen~ao (Todos os itens de type(L;TA\Axy[1�k℄) foram empaotados) exeute os passos sim�etriosaos indiados no passo 4.6 Enquanto (i � k + 14 e j � k + 14) fa�a6.1 P 0  COMBINE(L;TA \Axyk;i;TB \ Bxyk;j; pij ; qij).6.2 Atualize(L).6.3 PAB  PAB [ P 0.6.4 Se type(L;TA \Axyk;i) = ; ent~ao i i+ 1 sen~ao j  j + 1.7 Retorne PAB .Fim algoritmo.Na de�ni�~ao deste algoritmo usamos o plano xy, mas podemos de�nir algoritmos an�alogosusando outros planos. Assim poderemos usar este mesmo algoritmo omo COMBINE-AByzk eCOMBINE-ABzxk para usar os planos yz e zx, respetivamente.



4.5 Caso Com Rota�~oes 87As id�eias b�asias do Algoritmo BIk;�(L) s~ao apresentadas a seguir. Prouramos aqui ilustraro oneito de onjuntos r��tios, pois estes s~ao fundamentais no entendimento deste e de outrosalgoritmos desritos nesta tese.Este algoritmo divide a lista de entrada L em sublistas e aplia um algoritmo apropriadopara ada uma (ou uma ombina�~ao) destas sublistas. O empaotamento �nal �e obtido omouma onatena�~ao destes empaotamentos.Apenas para apresentar a id�eias por tr�as deste algoritmo, onsidere o PEP(1; 1). Considereos retângulos de L divididos em quatro partes: P1; P2, P3 e P4, onde Pi := L \ }i, i = 1; : : : ; 4(veja a Figura 4.8).
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012 1 x
y1

12
P4P1P2 P3Figura 4.8: Subdivis~ao de L em partes P1, P2, P3 e P4.Vamos analisar a garantia de �area que podemos assegurar para um empaotamento dos itensem ada uma das partes Pi, i = 1; : : : ; 4. Para isto, seja L0i, i = 1; : : : ; 4, subonjuntos dos itensnessas partes, omo apresentado na Figura 4.9.
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01213 1 x
y1

1213
L01L03L02L04Figura 4.9: Listas L01; : : : ; L04.Para a lista L01, o melhor que podemos garantir �e 14 . Para a lista L02, o melhor que podemosfazer �e empaotar dois retângulos por plaa. Assim, s�o podemos ter uma garantia de 13 paraL02. Por simetria, s�o podemos ter uma garantia de 13 para a lista L03. Para a lista L04, usando oAlgoritmo BI2, podemos ter uma garantia de 49 . Ou seja, onsiderando esses empaotamentos,



88 Problema de Empaotamento em Plaastemos as seguintes garantias de �area: 14 para a parte P4, 13 para as partes P2 e P3 e 49 para aparte P1 (veja Figura 4.10).
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....................
012 1 x
y1

12 1349 1413
Figura 4.10: Garantia de �area para as partes P1, P2, P3 e P4.Assim, om respeito �a garantia de �area, vamos lassi�ar os empaotamentos da parte P1omo sendo bom, das partes P2 e P3 omo regular e da parte P4 omo ruim. Chamaremos umempaotamento de uma sublista omo sendo bom se ele tem uma garantia de �area perto daquelada parte P1. A id�eia do Algoritmo BIk;� �e re�nar a subdivis~ao das partes de modo que assublistas obtidas forne�am uma �area ombinada melhor ou uma garantia de �area melhor. Paraisto, vamos hamar de retângulos r��tios alguns dos retângulos que geram empaotamentos ompoua garantia de �area.Primeiramente �e feita a ombina�~ao dos retângulos de tipos Axyk e Bxyk usando-se o Algo-ritmo COMBINE-ABxyk . O empaotamento gerado a partir desta ombina�~ao ont�em ou todosos retângulos do tipo Axyk ou todos os retângulos do tipo Bxyk . Vamos hamar de PAB este empa-otamento ombinado e LAB o onjunto de retângulos empaotados em PAB. Uma informa�~aoimportante sobre o empaotamento PAB �e que este tem uma boa garantia de �area.Suponhamos que todos os retângulos do tipo Bxyk foram empaotados. Considerando osretângulos restantes, �e poss��vel onsiderar duas partes: a parte (P2 [ P4) n LAB e a parte (P1 [P3)nLAB . Dividindo os retângulos de (P1[P3)nLAB em sublistasL1; : : : ; L25 (veja Figura 4.12), eapliando algoritmos do tipo NF, �e poss��vel ter uma boa garantia de �area para os empaotamentosgerados desta forma, ou seja, pr�oxima de 49 . Observe que �e poss��vel ter um empaotamento bempr�oximo do �otimo para os retângulos de (P2[P4)nLAB . Como dois retângulos de (P2[P4)nLABn~ao podem ser empaotados lado a lado no eixo y, podemos onsiderar o empaotamento destesretângulos omo uma instânia para o problema de empaotamento unidimensional. Assim,usando o Algoritmo VL� sobre esta lista, podemos ter um empaotamento assintotiamente t~aopr�oximo do �otimo quanto se queira.Por �m, onsiderando todos estes empaotamentos, podemos onsiderar o empaotamento�nal dividido em dois tipos: um om garantia de �area pr�oxima de 14 , mas assintotiamente
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Figura 4.12: Sublista ap�os o empaotamento da lista LB = (B1 [ : : : [Bk+14).



4.5 Caso Com Rota�~oes 91bem pr�oximo do �otimo, e outro om garantia de �area pr�oxima de 49 . Isto nos d�a um limite dedesempenho assint�otio pr�oximo de 2;6875 para este algoritmo. Mas n~ao vamos parar por aqui.�E poss��vel ombinar mais sublistas r��tias, de forma a melhorar um pouo mais este limite.Considere novamente as listas L1; : : : ; L25 indiadas na Figura 4.12. Os empaotamentosdas listas L1 e L18 gerados pelo Algoritmo NF, têm garantia pr�oxima de 49 , mas para as listasL2; : : : ; L17; L19; : : : ; L25 a estrat�egia NF gera empaotamentos om garantia de �area melhor que49 . Assim, de�nimos omo LD := L0D [L00D os retângulos r��tios de L1 [L18. Agora observe queos retângulos de (P2 [ P4) n LAB para os quais s~ao gerados empaotamentos om garantia de�area pr�oxima de 14 s~ao os que est~ao P4. Assim, de�nimos omo LC os retângulos r��tios de P4(veja a Figura 4.12). Estes novos onjuntos r��tios (LC e LD) foram de�nidos de forma que noempaotamento ombinado destes um deles �e totalmente empaotado. Chamaremos este empa-otamento ombinado e o onjunto de retângulos empaotados de PCD e LCD, respetivamente.Garantimos que os empaotamentos PAB e PCD têm garantia de �area melhor que 49 . De-pendendo de qual onjunto �e totalmente empaotado em PCD, podemos melhorar ou a garantiade �area de 14 , do empaotamento de (P2 [ P4) n (LAB [ LCD), ou a garantia de �area de 49 , doempaotamento de (P1 [ P3) n (LAB [ LCD). Desta forma, �e poss��vel obter um algoritmo parao PEP(1; 1) om limite de desempenho assint�otio pr�oximo de 2;64.Quando onsideramos o PEPr(a; b), alguns retângulos s~ao girados de modo que ao apliaro Algoritmo VL� sobre os retângulos de (P2 [ P4) n (LAB [ LCD) ainda possamos garantir umempaotamento pr�oximo do �otimo.Diversos algoritmos que desenvolvemos para os demais problemas seguem esta mesma abor-dagem. Assim �e importante entender este algoritmo.A seguir, apresentamos o Algoritmo BIk;�.Algoritmo BIk;�(L)Entrada: Lista de retângulos LSa��da: Empaotamento P de L em plaas R = (a; b), permitindo rota�~oes ortogonais.1 Gire todos os retângulos de b que est~ao em }4 de tal forma que �(b) 2 }1 [ }2 [ }3./* Seja R1  fb 2 L \ }4 : �(b) 2 }1 [ }2 [ }3g; L (L n R1)S�(R1). */2 t 0;4574271.3 PAB  COMBINE�ABxy(L; xy-type; C1; C1;FFC):Atualize(L):4 Se todas os retângulos de xy-type(L;Bxyk ) foram empaotadas ent~ao4.1 Gire os retângulos de L \ }2 que se enaixam em }1 [ }3.



92 Problema de Empaotamento em Plaas4.2 Gire os retângulos de L \ (}2 [ }4) tal que se b 2 L \ (}2 [ }4) ent~ao x(b) � y(b) ou�(b) =2 C1.4.3 Subdivida a lista L em L1; : : : ; L25 omo segue (veja a Figura 4.12).Li  LTC h12 ; 1 ; 1i+2 ; 1i+1i; para i = 1; : : : ; 16 L17  LT C �12 ; 1 ; 0; 118�;L18  LT C �13 ; 12 ; 13 ; 12�; L19  LT C �13 ; 12 ; 14 ; 13�;L20  LT C �13 ; 12 ; 0; 14�; L21  LT C �14 ; 13 ; 13 ; 12�;L22  LT C �14 ; 13 ; 0; 13�; L23  LT C �0; 14 ; 13 ; 12�;L24  LT C �0; 14 ; 14 ; 13�; L25  LT C4;LC  LTC �12 ; 1 ; 12 ; 1� t�; L0D  L1T C [0; t ; 0; 1℄;L00D  L18T C [0; t ; 0; 1℄; LD  L0DSL00D:4.4 Gere empaotamento PCD omo segue.(PCD0 ; LCD0) FFC(L;LC ; [(0; 0)℄; L0D ; [(0; 1 � t)℄);(PCD00 ; LCD00) FFC(L;LC n LCD0 ; [(0; 0)℄; L00D ; [(0; 1 � t); (12 ; 1� t)℄);PCD  PCD0kPCD00 ;LCD  LCD0 SLCD00 ;L1  L1 n LCD;L18  L18 n LCD.4.5 Gere empaotamentos P1; : : : ;P25 omo segue.Pi  NFDH(p)(Li) para i = 1; : : : ; 22;Pi  NFDH(p)(Li) para i = 23; 24;P25  BI4(L25; 4).4.6 Atualize L removendo os retângulos empaotadas. Note que L � }2 [ }4.4.7 Considere ada retângulo de L omo uma barra de omprimento x(r) e ada plaaomo uma barra de omprimento a.Aplique o Algoritmo VL� em L; seja PVL� este empaotamento.Seja PFFD o empaotamento FFD(L;\X [0; 13 ℄)kFFD(L;\X [13 ; 12 ℄)kFFD(L;\X [12 ; 1℄).Seja PUNI um menor empaotamento em fPVL� ;PFFDg.4.8 Paux  PABkPCDkP1k : : : kP25;4.9 P  PUNIkPaux.5 Se todos os retângulos de xy-type(L;Axyk ) foram empaotados ent~ao gere um empaotamentoP de L omo no passo 4 (de forma sim�etria).6 Retorne P.Fim algoritmo.



4.5 Caso Com Rota�~oes 93O pr�oximo teorema nos d�a um limite de desempenho assint�otio para o Algoritmo BIk;�quando k !1 e �! 0.Teorema 4.5.1. Para qualquer instânia L do PEPr, temos queBIk;�(L) � �k;� �OPT(L) +O�k + 1�� ;onde �k;� ! 2;639605 : : : �a medida que k !1 e �! 0.Prova. Apresentamos a prova para o aso onde todos os retângulos de xy-type(L;Bxyk ) foramempaotados no passo 4. A prova para o outro aso (passo 5) �e an�aloga. Esta prova �e divididaem 2 asos, de aordo om o passo 4.4 (LC � LCD).Cada um dos empaotamento Pi, i 2 f1; : : : ; 25g n f1; 18g, têm uma garantia de �area que �epelo menos 1736 � a � b, este m��nimo sendo atingido quando i 2 f16; 17g. Assim, apliando o Lema4.2.1 e o Lema 4.4.3 podemos onluir que#(Pi) � 3617 S(Li)ab + 1; para i 2 f1; : : : ; 25g n f1; 18g: (4.27)Agora, para ada um dos empaotamentos Q 2 nPi;j ; ~P 0i;j ; ~P 00i;jo que s~ao usados para gerar oempaotamento PAB no �nal do passo 5 e onstru��dos pelo Algoritmo COMBINE-ABxyk , temos#(Q) � 5627 S(Q)ab + 1. Para ver isto, note que para ada um destes empaotamentos, a �areagarantida em ada plaa, exeto talvez na �ultima, �e de pelo menos 2756ab. Como existe umm�aximo de (2k � 1) + 28 + 14 = 2k + 41 empaotamentos gerados de LA e LB , podemos verque #(PAB) � 5627 S(LAB)ab + (2k + 41). Assim, a seguinte inequa�~ao vale:#(PAB) � 3617 S(LAB)ab + (2k + 41): (4.28)Pelo Lema 4.4.14, temos que quando k !1 o valor de r(k)1 tende a 49 , r1 = r(k)1 < 49 (veja aDe�ni�~ao 4.4.1).Para os empaotamentos PCD0 e PCD00 (no passo 4.4), a �area ombinada �e pelo menos(14 + r12 )ab, om isso, segue do Lema 5.3.8 que#(PCD) � 1�14 + r12 � S(LCD)ab + 2: (4.29)Vamos agora analisar os dois asos poss��veis (veja passo 5.4).



94 Problema de Empaotamento em PlaasCaso 1. LC � LCD.Para os empaotamentos P1 e P18 temos:#(P1) � 1r1 S(L1)ab + 1; (4.30)#(P18) � 149 S(L18)ab + 1: (4.31)Pelo Teorema 2.4.3,#(PUNI) � #(PVL�) � (1 + �) �OPT(LUNI) + ��: (4.32)Note tamb�em que om o Algoritmo FFD apliado �a lista LUNI obtemos a seguinte desigualdade#(PUNI) � #(PFFD) � 1(1� t) � 12 � S(LUNI)ab + 3: (4.33)Agora, para o empaotamento Paux = PABkP1k : : : kP25, usando as inequa�~oes (4.28),...,(4.31)e o fato que r1 = min�1736 ; r1; 14 + r12 ; 49	, obtemos#(Paux) � 1r1 S(Laux)ab + (2k + 68); (4.34)onde Laux denota o onjunto de retângulos no empaotamento Paux.Sejam H1 := #(PUNI)� ��; (4.35)H2 := #(Paux)� (2k + 68): (4.36)Da inequa�~ao (4.32) temos H1 � (1 + �) �OPT(LUNI), e portanto,OPT(LUNI) � H1(1 + �) :Assim, OPT(L) � OPT(LUNI) � H1(1 + �) : (4.37)Note que das inequa�~oes (4.34) e (4.36) podemos onluir queS(Laux)ab � r1 � H2: (4.38)Substituindo a de�ni�~ao de H1 em (4.33), temosS(LUNI)ab � (1� t)2 H1: (4.39)



4.5 Caso Com Rota�~oes 95Como S(L) = S(Laux) + S(LUNI), usando (4.38) e (4.39) obtemosS(L)ab � r1 � H2 + (1� t)2 H1:Assim, OPT(L) � S(L)ab � r1 � H2 + (1� t)2 H1:Combinando (4.37) e a inequa�~ao aima, segue queOPT(L) � max� 11 + �H1; 1� t2 H1 + r1 � H2� :Como #(P) = #(Paux) + #(PUNI); usando (4.35) e (4.36), temos#(P) = (H2 + (2k + 68) +H1 + ��)= H1 +H2 + �2k + �0�� ;onde �0� = �� + 68. Assim, BIk;�(L) � �0k(r1) �OPT(L) + �2k + �0�� ;onde �0k(r1) = h 1r1 � (1�t)2r1 + (1 + �)i. Para provar isto, basta notar que H1+H2maxn 11+�H1; (1�t)2 H1+r1�H2o ��0k(r1), analisando-se os dois asos onde o denominador �e m�aximo.Caso 2. LD � LCD.Como os retângulos de L0D foram empaotados em PCD, temos uma garantia de �area de pelomenos t para as plaas de P1, exeto talvez para a �ultima. O mesmo pode ser veri�ado para oempaotamento P18. Com isto, vale que#(Pi) � 1t � S(Li)ab + 1 para i 2 f1; 18g:Pelo Teorema 2.4.3. #(PUNI) � (1 + �) �OPT(LUNI) + ��:Como o empaotamento PFFD tem garantia de �area de pelo menos 14 em todas as plaas, exetotalvez em três delas, e #(PUNI) � #(PFFD), temos#(PUNI) � 11=4 S(LUNI)ab + 3:Como t = min�t; 14 + r12 ; 1736	, temos#(Paux) � 1t S(Laux)ab + (2k + 68):



96 Problema de Empaotamento em PlaasSejam H1 := #(PUNI)� ��;H2 := #(Paux)� (2k + 68):Ent~ao OPT(L) � 11 + �H1:Por outro lado, S(Laux)ab � t � H2 eS(LUNI)ab � 14H1;e portanto, OPT(L) � S(L)ab � t � H2 + 14H1 :Assim, OPT(L) � max� 11 + �H1; 14H1 + tH2� :Portanto, BIk;�(L) � �00k(r1) �OPT(L)+(2k + �0�), onde �00k(r1) = h1t � (1+�)4t + (1 + �)i. A �ultimainequa�~ao segue mostrando que H1+H2maxf 11+�H1; 14 �H1+t�H2g � �00k(r1).A partir dos dois asos, onlu��mos que para k !1 e �! 0 o teorema segue.4.5.2 Empaotamento On-Line em Plaas Quadradas, om Rota�~oes Ortogo-naisApresentamos a seguir um algoritmo on-line para empaotamento de retângulos, para o asopartiular onde as plaas s~ao quadradas e os retângulos podem sofrer rota�~oes ortogonais. Ver-emos que o limite de desempenho assint�otio desse algoritmo pode se tornar t~ao pr�oximo de2;6875 quanto se queira.Este algoritmo ilustra um aso em que, ao permitir rota�~oes, podemos obter um algoritmoom melhor limite de desempenho assint�otio (veja ita�~ao de Chung et al. [6℄ na p�agina 18).Observe que o PEP (orientado) para o aso geral e o PEP para o aso de empaotamento emquadrados s~ao equivalentes, uma vez que podemos reparametrizar o aso geral do PEP para oPEP(1,1).Este algoritmo ser�a importante na desri�~ao do Algoritmo RR(3)k;p para o problema de empa-otamento tridimensional menionado no Cap��tulo 5. Consideramos sem perda de generalidadeo PEP(1; 1). Antes de apresentar o algoritmo em si, vamos desrever outros algoritmos, hama-dos PakAxyk;i, FF(2) e NFxyp . O Algoritmo PakAxyk;i �e para empaotar retângulos do tipo Axyk ;



4.5 Caso Com Rota�~oes 97o Algoritmo FF(2), desenvolvido por Li e Cheng [43℄, ser�a usado para empaotar retângulosde dimens~oes pequenas. E �nalmente, o Algoritmo NFxyp �e um re�namento da estrat�egia NFadaptada para a vers~ao om rota�~oes ortogonais de ertos tipos de retângulos.Primeiramente, vamos desrever o Algoritmo PakAxyk;i.Algoritmo PakAxyk;i(A)Entrada: Lista de retângulos A � Axyk;iSa��da: Empaotamento de A em plaas R = (1; 1), permitindo rota�~oes ortogonais.1 Sejam pii e qii posi�~oes apresentadas para os onjuntos Axyk;i e Bxyk;i na De�ni�~ao 4.4.2. Seja Pa seq�uênia das posi�~oes pii e qii.2 Para ada r 2 A fa�a2.1 Considere a �ultima plaa gerada por este algoritmo at�e o momento. Caso exista,seja p a primeira posi�~ao em P assoiada a uma plaa onde nenhum retângulo foiempaotado nesta posi�~ao desta plaa.2.2 Caso n~ao seja enontrada uma posi�~ao p no passo 2.1, onsidere o primeiro ponto pde P em uma plaa nova.2.3 Se p 2 pii ent~ao empaote r nesta posi�~ao. Caso ontr�ario, empaote �(r) na posi�~aop.3 Retorne o empaotamento gerado pelo passo 2.Fim algoritmo.Para se ter uma id�eia de omo este empaotamento �e gerado, onsidere as sublistas deretângulos A1; : : : ; Ak (veja a Figura 4.15). Vamos mostrar omo seria a lista de pontos para seempaotar a sublista Ai, 1 � i � k. Note que os retângulos b 2 Ai s~ao tais que 13 < x(b) � ri � 12e 12 < y(b) � si = (1�ri). Assim, �e poss��vel empaotar três retângulos de Ai em ada plaa. Doisretângulos nas posi�~oes (0; 0) e (12 ; 0) e um tereiro retângulo, previamente girado, na posi�~ao(0; si) (veja a Figura 4.13.)Note que a �area oupada pelos retângulos empaotados �e pelo menos 12 . Para as demaislistas o empaotamento �e an�alogo, sendo que o �unio uidado tomado foi em obter uma garantiade �area de pelo menos 2756 . Com isso, temos o seguinte resultado.Lema 4.5.2. Se P �e um empaotamento de uma lista de retângulos L gerado pelo AlgoritmoPakAxyk;i, ent~ao #(P) � 5627S(L) + 1:
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Figura 4.13: Empaotamento de três retângulos de Axyk;i em uma plaa.Vamos agora desrever o Algoritmo FF(2) que �e uma generaliza�~ao do algoritmo FF, desritopara o problema de empaotamento unidimensional.Sejam S1 = f1g, S2 = f12 ; 14 ; : : : ; 12k ; : : :g e S3 = f13 ; 16 ; : : : ; 13�2k ; : : :g. Primeiramente o algo-ritmo FF(2) usa um esquema de arredondamento, de forma que ada retângulo tenha sua larguraarredondada para ima para o valor mais pr�oximo em S := S1 [ S2 [ S3. Note que S2 e S3 s~aoseq�uênias fortemente divis��veis, i.e., todo elemento na seq�uênia divide o elemento anterior.Vamos hamar de r o retângulo r ap�os arredondamento.Dizemos que um retângulo r �e um (s; i)-retângulo se s �e a largura do retângulo r e, s 2 Si.Uma (s; i)-faixa �e uma faixa de largura s, onde s 2 Si. O Algoritmo FF(2) mant�em sempre trêstipos de plaas. As 1-plaas s~ao as que ontêm apenas 1-faixas. As 2-plaas s~ao as que ontêmapenas (s; 2)-faixas. As 3-plaas s~ao as que ontêm apenas (s; 3)-faixas. Cada (s; i)-retângulo �eempaotado em uma (s; i)-faixa usando o algoritmo FF e ada (s; i)-faixa, s 2 Si, �e empaotadaem uma i-plaa usando tamb�em o algoritmo FF.Algoritmo FF(2)Entrada: Lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn).Sa��da: Empaotamento de L em plaas R = (1; 1).1 Para i 1 at�e n fa�a1.1 Seja s tal que ri �e um (s; k)-retângulo.1.2 Considere o retângulo ri omo uma barra de omprimento x(ri) e onsidere as (s; k)-faixas riadas at�e o momento omo barras de omprimento 1. Use a estrat�egia FFpara empaotar ri nas s-faixas.1.3 Se uma nova (s; k)-faixa foi riada no passo 1.2, ent~ao use novamente a estrat�egia FF



4.5 Caso Com Rota�~oes 99para empaotar esta (s; k)-faixa dentro das k-plaas.2 Retorne o empaotamento gerado no passo 1.Fim algoritmo.Note que este algoritmo gera as faixas na dire�~ao do eixo x. Poder��amos ter uma varianteonde as faixas s~ao geradas na dire�~ao do eixo y. Assim, quando for neess�ario espei�ar adire�~ao, denotaremos por FF(x2) e FF(y2) os respetivos algoritmos.Li e Cheng provaram que o Algoritmo FF(2) tem um limite de desempenho assint�otio quepode se tornar t~ao pr�oximo de 2;975 quanto se queira. Para nosso uso, provamos o seguinteresultado para este algoritmo.Lema 4.5.3. Seja L uma lista de retângulos tal que para todo retângulo r 2 L temos y(r) � 12e x(r) � 1m , m � 2. Ent~ao FF(2)(L) � 32 � mm� 1�S(L) + 6:Prova. Seja Ls, s 2 S, a sublista de todos os (s; i)-retângulos de L. Seja ns, s 2 Si, o n�umero de(s; i)-faixas e Ni, i = 1; 2; 3, o n�umero de i-plaas riadas pelo Algoritmo FF(2). Note que omas restri�~oes impostas pelo lema, o Algoritmo FF(2) n~ao gera empaotamentos em 1-plaas.Para s 2 S2 [ S3 temos queS(Ls) = Xr2Ls x(r) � y(r)> 23 � s �Xr2Ls x(r)� 23 � s ��1� 1m� � (ns � 1)= 23 � s ��m� 1m � � (ns � 1):Assim, S(L) = 3Xi=2 Xs2Si S(Ls)� 23 �m� 1m � 3Xi=2 Xs2Si(s � ns � s):Note que para ada tipo, o espa�o n~ao oupado por faixas em todas as plaas, exeto na �ultima,tem soma de largura no m�aximo 1 e portanto,S(L) � 23 �m� 1m � 3Xi=2((Ni � 2)� 1)



100 Problema de Empaotamento em Plaas= 23 �m� 1m � (N2 +N3 � 6)= 23 �m� 1m � (FF(2) � 6):Isolando FF(2), obtemos, FF(2)(L) � 32 � mm� 1�S(L) + 6:
Outro algoritmo que iremos usar ser�a o Algoritmo NFxyp . Este algoritmo empaota osretângulos de L em plaas R = (1; 1) da seguinte maneira.O Algoritmo NFxyp ome�a a empaotar os retângulos de L na ordem em que apareem nalista L. O empaotamento gerado em ada plaa �e dividido em duas partes. Na primeira parte oalgoritmo empaota os retângulos na regi~ao [0; 1)� [0; p) usando o Algoritmo NFx. Quando n~aopuder mais empaotar nesta regi~ao, o algoritmo empaota os retângulos na regi~ao [0; 1)�[1�p; 1)usando o Algoritmo NFy sobre os pr�oximos itens de L, girando previamente ada item. Quandon~ao puder mais empaotar nesta regi~ao, o Algoritmo NFxyp deixa de empaotar nesta plaa, paraome�ar todo este proesso sobre os itens restantes em uma nova plaa R. O proesso ontinuaat�e que todos os retângulos de L tenham sido empaotados (veja Figura 4.14).

p

Figura 4.14: Exemplo de empaotamento gerado pelo Algoritmo NFxyp .
O valor de p e a lista de retângulos L devem ser esolhidos de tal forma a viabilizar oempaotamento gerado pelo algoritmo.Agora podemos apresentar o algoritmo desta se�~ao.
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15 14 r1Figura 4.15: Parti�~ao da lista L gerada pelo Algoritmo RRkAlgoritmo RRkEntrada: Lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn).Sa��da: Empaotamento de L em plaas R = (1; 1), permitindo rota�~oes ortogonais.1 Gire todos os retângulos r 2 L, de forma a obter y(r) � x(r).2 Divida a lista L em sublistas da seguinte forma (veja a Figura 4.15).Ai  L \Axyk;i; i = 1; : : : ; k;L0  L nSki=1Ai;Li  L0 \ Cxy h 1i+1 ; 1i ; 12 ; 1i 1; 2;L3  L0 \ Cxy �14 ; 13 ; 23 ; 1�;L4  L0 \ Cxy �15 ; 14 ; 23 ; 1�;L5  L0 \ Cxy �0; 15 ; 813 ; 1�;L6  L0 \ Cxy �0; 15 ; 813 ; 1�;L7  L0 \ Cxy �15 ; 14 ; 12 ; 23�;L8  L0 \ Cxy �0; 15 ; 12 ; 813�;L9  L0 \ Cxy �14 ; 13 ; 12 ; 23�;L10  L0 \ Cxy �0; 13 ; 0; 12�:3 PAi  PakAxyk;i(Ai), para i = 1; : : : ; k;



102 Problema de Empaotamento em Plaas4 Pi  NFx(Li), para i = 1; : : : ; 5;5 P6  NFxy23 (L6);6 P7  NFxy23 (L7);7 P8  NFxy813 (L8);8 Pi  FF(2)(Li), para i = 9; 10;9 Paux  PA1 k : : : kPAk kP2k : : : kP10;10 P  P1 [ Paux.11 Retorne P.Fim algoritmo.O Algoritmo RRk, omo desrito, �e o�-line. Mas sua transforma�~ao para on-line �e direta esimples, pois todos os algoritmos usados omo subrotina s~ao algoritmos on-line, ou podem seresritos de forma on-line. Com isso, podemos onsider�a-lo on-line.Este algoritmo tem um limite de desempenho assint�otio t~ao pr�oximo de 2;6875 quanto sequeira. �E o que provamos a seguir.Lema 4.5.4. Seja L uma instânia para o PEPr(1; 1). Ent~ao RRk(L) � �k �OPT(L) + k+14,onde �k tende a 2;6875 �a medida que k se torna grande.Prova. Note que para o empaotamento da lista L1, temos#(P1) = OPT(L1)� OPT(L)e #(P1) � 11=4S(L1):Vamos analisar as rela�~oes v�alidas para os demais empaotamentos. Pelo Lema 4.5.2,#(PAi ) � 14=9S(Ai) + 1; i = 1; : : : ; k:Apliando o Lema 4.2.1 sobre o empaotamento das listas L2; : : : ; L9, temos#(P2) � 1r1S(L2) + 1;#(Pi) � 14=9S(Li) + 1; i = 3; : : : ; 9:



4.5 Caso Com Rota�~oes 103Pelo Lema 4.5.3, #(P10) � 14=9S(L10) + 6:Como r1 < 49 , temos #(Paux) � 1r1S(Laux) + k + 14: (4.40)Tomando h1 = #(P1) e h2 = #(Paux)� (k+14), temos que RRk(L) � �k �OPT(L)+k+14,onde �k � h1+h2maxfh1; 14h1+r1�h2g . Como limk!1 r1 = 49 temos que limk!1 �k � 2;6875:O seguinte resultado mostra que o Algoritmo RRk apresenta um limite de desempenhoassint�otio bem pr�oximo de 2;6875, para valores pequenos de k.Corol�ario 4.5.5. Para toda lista de retângulos L para o PEPr temosRR13(L) � 2;6876 �OPT(L) + 27:
4.5.3 Algoritmo OBIApresentamos nesta se�~ao um algoritmo para o empaotamento on-line de retângulos em plaasusando rota�~oes ortogonais. Este algoritmo �e uma adapta�~ao do algoritmo desenvolvido porCoppersmith e Raghavan [12℄ para este mesmo problema, sem usar rota�~oes. O limite de 3;25do algoritmo desses autores �e mantido para o PEPr.A id�eia por tr�as deste algoritmo �e onstruir um empaotamento dividido em duas partes. Umaparte �e onstitu��da de retângulos, `grandes', de }4. A outra parte, �e onstitu��da de retângulos de}1 [ }2 [ }3. Para estes �ultimos, �e gerado um empaotamento om garantia de �area 13 . Para osretângulos de }4 �e onstru��do um empaotamento �otimo om garantia de �area 14 . Para assegurarque este empaotamento �e �otimo, alguns retângulos de L \ }4 s~ao girados previamente.



104 Problema de Empaotamento em PlaasAlgoritmo OBIEntrada: Lista de retângulos L = (r1; : : : ; rn).Sa��da: Empaotamento on-line de L em plaas R = (a; b), permitindo rota�~oes ortogonais.1 Gire todos os retângulos r 2 L, tais que �(r) 2 }1 [ }2 [ }3.2 Divida a lista L em sublistas L1; : : : ; L6 da seguinte forma (veja a Figura 4.16).L1  L \ }4;L2  L \ Cxy �13 ; 12 ; 12 ; 1�;L3  L \ Cxy �0; 13 ; 12 ; 1�;L4  L \ Cxy �12 ; 1 ; 13 ; 12�;L5  L \ Cxy �12 ; 1 ; 0; 13�;L6  L \ }1:3 Construa empaotamentos P1; : : : ;P6 da seguinte maneira:3.1 Pi  FF(x2)(Li), para i = 1; 2; 3; 6;3.2 Pi  FF(y2)(Li), para i = 4; 5;4 P  P1k : : : kP6.5 Retorne P.Fim algoritmo.

............................
............................
0 x
y L2L3

L6
L1L4L5 aa2a3

bb2b3
Figura 4.16: Subdivis~ao dos itens de L pelo Algoritmo OBI.Da forma omo este algoritmo foi desrito, ele �e o�-line. Mas sua transforma�~ao em algoritmoon-line �e f�ail, j�a que todos os algoritmos usados omo subrotinas s~ao tamb�em on-line. Deixamosesta transforma�~ao para o leitor interessado. Assim, onsideramos que este algoritmo �e on-line.O seguinte resultado �e valido para o Algoritmo OBI.



4.5 Caso Com Rota�~oes 105Teorema 4.5.6. Para qualquer instânia L do PEPr, temos queOBI(L) � 3;25 �OPT(L) + 10:Prova. Primeiramente, note que (pelo passo 1) a lista L1 ont�em retângulos tais que dois destesn~ao podem ser empaotados em uma mesma plaa. Assim,OPT(L) � OPT(L1)= #(P1): (4.41)Como ada retângulo de L1 tem �area de pelo menos ab4 , temos#(P1) � S(L1)ab=4 : (4.42)Considere a lista L2. O Algoritmo FF(x2) empaota dois retângulos de L2 em ada plaa,exeto talvez na �ultima. Como ada retângulo de L2 tem pelo menos uma �area de ab6 , onlu��mosa partir do Lema 4.2.1 que #(P2) � S(L2)ab=3 + 1:Este mesmo raio��nio pode ser feito para as listas L3; : : : ; L5. Assim, temos#(Pi) � S(Li)ab=3 + 1; para i = 2; : : : ; 5: (4.43)Pelo Lema 4.5.3, temos #(P6) � S(L6)ab=3 + 6: (4.44)De�nindo n1 := #(P1) e n2 := #(P2) + � � �+#(P6)� 10, e usando (4.43) e (4.44) temosS(L n L1)ab � 13n2: (4.45)Por outro lado, OPT(L) � S(L)ab� S(L1)ab + S(L n L1)ab� 14n1 + 13n2: (4.46)Portanto, podemos obter que OBI(L) � � �OPT(L) + 10;onde � = n1+n2maxfn1; 14n1+ 13n2g � 3;25.



106 Problema de Empaotamento em Plaas4.6 Resumo dos AlgoritmosA seguir, apresentamos duas tabelas om os algoritmos para os problemas de empaotamento emplaas. Uma para o PEP e outra para o PEPr. Alguns dos algoritmos desenvolvidos para o PEPforam apresentados nos algoritmos do PEPr, pois estes algoritmos tiveram suas an�alises baseadasapenas em argumentos envolvendo �area. Assim, os limites provados para estes algoritmos servemtanto para o PEP omo para o PEPr.Os algoritmos desenvolvidos nesta tese est~ao marados om ? na oluna da referênia.



4.6ResumodosAlgoritmos
107

Algoritmos para o PEPAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoSTPm o�-line �(STPm) O(m) ? Ret^angulos de L t^em dimens~oes pequenasIOFFm on-line �m+2m+1�2 + 2m(m+1) O(m2) ? Ret^angulos de L t^em dimens~oes pequenasHFF o�-line 2;125 5 [6℄ Caso GeralFF(2) on-line � 2;86 O � 11�r 11�s� [39, 14℄ Caso GeralAlgoritmos para o PEPrAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoBIm o�-line �m+1m �2 6 ? Ret^angulos de L t^em dimens~oes pequenasOFF(2)m on-line �m+1m �2 O(m2) ? Ret^angulos de L t^em dimens~oes pequenasRRk on-line � 2;6875 O(k) ? Empaotamento em Plaas quadradasBIk;� o�-line � 2;639 : : : O �k + 1� � ? Caso GeralOBI on-line 3;25 10 ? Caso Geral





Cap��tulo 5Problema de EmpaotamentoTridimensional
5.1 Introdu�~aoApresentamos neste ap��tulo algoritmos de aproxima�~ao para o Problema de EmpaotamentoTridimensional (PET). Consideramos duas vers~oes, uma em que todas as aixas s~ao orientadase outra em que as aixas de L podem ser giradas ortogonalmente em torno do eixo z.Li e Cheng [40℄ foram os primeiros a estudar este problema sob a �otia de algoritmos deaproxima�~ao. Em 1990, esses autores apresentaram v�arios algoritmos para o PET: para o asogeral, um algoritmo om limite de desempenho assint�otio 3;25; e para o aso espeial onde todasas aixas têm fundo quadrado, um algoritmo om limite de desempenho assint�otio 2;6875. Em[44℄ eles melhoraram este limite apresentando um algoritmo on-line om limite de desempenhoque pode se tornar t~ao pr�oximo de 2;89 quanto se queira. Apresentamos um algoritmo quemelhora este limite para menos que 2;67. Este resultado responde a uma quest~ao levantadapor Li e Cheng [44℄, sobre a existênia de um algoritmo polinomial om limite de desempenhoassint�otio menor que 2;89. Desenvolvemos tamb�em algoritmos partiulares para asos espeiaisdeste problema. Para o aso em que as aixas de L têm fundo quadrado apresentamos umalgoritmo om limite de desempenho assint�otio n~ao maior que 2;543. E para o aso espeialonde a aixa B e todas as aixas de L têm fundo quadrado, melhoramos o limite (devido a Li eCheng) para menos que 2;361 .Para o aso em que as aixas de L podem sofrer rota�~oes em torno do eixo z apresentamosuma aplia�~ao interessante em um problema de esalonamento de proessos em omputadoresparalelos. Este problema foi introduzido por Li e Cheng [41℄, que foram os primeiros a de-senvolver um algoritmo de aproxima�~ao para este problema. Esses autores apresentaram umalgoritmo om um limite de desempenho assint�otio 4;572. Obtivemos um algoritmo para este109



110 Problema de Empaotamento Tridimensionalproblema, adaptando o algoritmo para o aso orientado (om limite de desempenho assint�otio2;67), e mantendo o mesmo limite de desempenho assint�otio. Desrevemos tamb�em um algo-ritmo para o aso espeial em que a aixa B tem fundo quadrado e mostramos que seu limitede desempenho assint�otio �e menor que 2;528.Para o aso on-line apresentamos um algoritmo om um limite de desempenho assint�otioque pode se tornar t~ao pr�oximo de 3;25 quanto se queira, e tamb�em outro algoritmo para o asoespeial onde a aixa B tem fundo quadrado, om um limite de desempenho assint�otio quepode se tornar t~ao pr�oximo de 2;6875 quanto se queira.Tamb�em onsideramos o aso espeial, on-line e o�-line, onde as aixas têm fundo de di-mens~oes pequenas.Os melhores limites desritos para instânias espeiais n~ao s~ao aplia�~oes diretas dos algo-ritmos para o aso geral. Cada um deles prov�em de um algoritmo partiular, que �e resultado dean�alises espe���as para as instânias em onsidera�~ao.5.2 De�ni�~oesDenotamos uma aixa bi omo uma tripla bi = (xi; yi; zi), onde xi, yi e zi s~ao seus omprimento,largura e altura, respetivamente.O fundo da aixa B ser�a sempre representado no plano xy e sua altura �e relativa ao eixo z.Assim, usaremos a nota�~ao S(b) para designar a �area de fundo de uma aixa b.Note que, usando um sistema de oordenadas tridimensional, uma aixa B = (a; b; ) podeser vista omo a regi~ao [0; a)� [0; b)� [0; ), e podemos de�nir um empaotamento tridimensionalorientado de L em B omo P : L! [0; a) � [0; b)� [0; ), tal quePx(bi) + x(bi) � a;Py(bi) + y(bi) � b e Pz(bi) + z(bi) � ;onde P(bi) = (Px(bi);Py(bi);Pz(bi)), i = 1; : : : ; n.Mais ainda, se R(bi) �e de�nido omoR(bi) = [Px(bi);Px(bi) + xi)� [Py(bi);Py(bi) + yi)� [Pz(bi);Pz(bi) + zi);ent~ao R(bi) \R(bj) = ; 8i; j; 1 � i 6= j � n:As ondi�~oes aima signi�am que ada aixa em L deve estar inteiramente ontida dentroda aixa B e deve ser empaotada ortogonalmente e orientada em todas as três dimens~oes (vejaa Figura 5.1). Mais ainda, duas aixas de L n~ao podem se sobrepor neste empaotamento.
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z y
(0; 0; 0) (1; 0; 0) (1; 1; 0)(0; 1; 0)

Figura 5.1: Empaotamento de uma aixa bi = (xi; yi; zi) dentro da aixa B = (1; 1;1).
Dado um empaotamento P de L, denotamos por H(P) a altura do empaotamento P, i.e.,H(P) := maxfPz(b) + z(b) : b 2 Lg.Problema. Problema de Empaotamento Tridimensional (PET): Dados uma lista de aixas Le uma aixa B = (a; b;1), enontrar um empaotamento tridimensional orientado de L em Buja altura seja a menor poss��vel.Assumiremos para o PET que a aixa B tem dimens~oes (1; 1;1), j�a que, se este n~ao for oaso e tivermos B = (a; b;1), a > 0, b > 0, podemos dividir o omprimento x(bi) e a larguray(bi) de ada aixa bi por a e b, respetivamente.Problema. Problema de Empaotamento Tridimensional z-Orientado (PETr): Dados uma listade aixas L e uma aixa B = (a; b;1), enontrar um empaotamento tridimensional orientadode uma lista L0 2 �z(L) em B uja altura seja a menor poss��vel.Quando estivermos referindo ao PETr, dado um onjunto T de aixas, diremos que umaaixa b �e do tipo T se b 2 T ou �(b) 2 T .Sejam P1;P2; : : : ;Pv empaotamentos de listas disjuntas, L1; L2; : : : ; Lv , respetivamente.De�nimos a onatena�~ao desses empaotamentos omo um empaotamento P = P1kP2k : : : kPvde L = L1[L2[: : :[Lv, onde P(b) = (Pxi (b);Pyi (b);Pi�1j=1H(Pj)+Pzi (b)), para todo b 2 Li; 1 �i � v.



112 Problema de Empaotamento TridimensionalDe�nimos um n��vel em um empaotamento P omo uma regi~aoN = [0; a) � [0; b)� [Z1; Z2);na qual h�a um onjunto S de aixas tal que8 2 S : Pz() = Z1 e Z2 � Z1 � max2S (z()):Lembramos que Pz() �e a posi�~ao relativa ao eixo z, onde  �e empaotado. Neste aso, Z2 �Z1�e a altura do n��vel N . Quando a altura de um n��vel n~ao for de�nida previamente pelo algoritmo,onsideramos que a sua altura �e Z2�Z1 = max2S(z()). Dizemos que o n��vel N �e ortogonal aoeixo z. De forma an�aloga, podemos ter n��veis ortogonais aos eixos x ou y.Uma faixa em um n��vel N , omo de�nido aima, �e uma regi~aoF = [0; a)� [Y1; Y2)� [Z1; Z2)na qual h�a um onjunto S de aixas tal que8 2 S : Py() = Y1 e Pz() = Z1 ; Y2 � Y1 � max2S (y()) e Z2 � Z1 � max2S (z()):Dizemos que a faixa F tem largura Y2 � Y1. Quando a largura de uma faixa n~ao for de�nidapreviamente pelo algoritmo, onsideramos que sua largura �e Y2 � Y1 = max2S(y()).Dizemos que a faixa �e ortogonal ao eixo z e paralela ao eixo y. Faixas em outras dire�~oess~ao de�nidas analogamente.Seja Sp um onjunto de arredondamento, Sp := f1; p; p2; : : :g, 0 < p < 1. Toda aixa  emL, tal que pi+1 < z() � pi, �e submetida a um arredondamento na altura pi. O arredondamentopode ser t~ao pequeno quanto se queira, bastando para isto tomar p su�ientemente pr�oximo de1. Cada aixa tal que pi+1 < z() � pi �e denominada uma i-aixa. Toda i-aixa �e empaotadaem um n��vel de altura pi, tal n��vel �e denominado de i-n��vel.Consideraremos aqui que Z �e um limite superior para a altura de uma aixa de L.Denotaremos por PET (a; b) o problema do empaotamento tridimensional onde a aixa B�e do tipo (a; b;1).O lema seguinte, �e um resultado referente �a altura de um empaotamento que onsiste den��veis om ertas propriedades. Este lema �e uma generaliza�~ao de resultados provados paraalgoritmos partiulares apresentados em [40℄.Lema 5.2.1. Seja L uma instânia do PET e P um empaotamento de L onsistindo de n��veisN1; : : : ; Nv onde minfz(b) : b 2 Nig � maxfz(b) : b 2 Ni+1g, e S(Ni) � s para uma dadaonstante s > 0, i = 1; : : : ; v � 1. Ent~ao, H(P) � 1sV (L) + Z.



5.3 Caso Orientado 113Prova. Seja hi a altura do n��vel Ni, i = 1; : : : ; v.V (L) � S(N1) � h2 + S(N2) � h3 + � � �+ S(Nv�1) � hv� s � h2 + s � h3 + � � �+ s � hv= s � ( vXi=1 hi � h1)= s � (H(P) � Z):A onstante s menionada no Lema 5.2.1 ser�a denominada de garantia de �area doempaotamento P.5.3 Caso OrientadoNesta se�~ao apresentamos alguns algoritmos de estrat�egias simples, generaliza�~oes de algoritmosdo aso unidimensional, j�a onheidos na literatura e algoritmos desenvolvidos nesta tese. Apre-sentamos algoritmos para empaotamento de aixas de fundo de dimens~oes pequenas, on-line eo�-line, para o empaotamento de aixas om fundo quadrado e para o aso geral. Estes �ultimoss~ao o�-line.5.3.1 Estrat�egias Next Fit (NF), First Fit (FF) e OutrosEm [40℄, Li e Cheng apresentaram dois algoritmos que apliam a estrat�egia NF e FF para o PET.Eles s~ao denominados de NFDH(t) (Next Fit Dereasing Height) e FFDH (First Fit DereasingHeight).Primeiramente, desreveremos o Algoritmo NFDH(t). Este algoritmo tem duas variantes:NFDHx e NFDHy. A nota�~ao NFDH(t) �e usada para referir a qualquer uma destas variantes.O Algoritmo NFDHx primeiro ordena as aixas de L em ordem n~ao-resente de altura:b1; b2; : : : ; bn. A primeira aixa b1 �e empaotada na posi�~ao (0; 0; 0), a pr�oxima aixa �e em-paotada na posi�~ao (x(b1); 0; 0), assim por diante, lado a lado, at�e que uma aixa n~ao possaser empaotada nesta faixa. Neste momento, a pr�oxima aixa bk �e empaotada na posi�~ao(0; y(b�); 0), onde y(b�) = maxfy(bi); i = 1; : : : ; k � 1g. Este proedimento �e repetido at�e queuma aixa bl n~ao possa ser empaotada no primeiro n��vel. Ent~ao o algoritmo empaota estaaixa em um novo n��vel na altura z(b1) de B. O algoritmo proede desta maneira at�e que todasas aixas de L tenham sido empaotadas.O Algoritmo NFDHy �e an�alogo ao Algoritmo NFDHx, exeto que ele gera as faixas na dire�~aodo eixo y.



114 Problema de Empaotamento TridimensionalComo foi visto no Cap��tulo 3 o Algoritmo NFDH(f) que usa a estrat�egia NF para o asobidimensional em faixa, tem limite de desempenho assint�otio 2. No entanto, omo mostra oteorema a seguir, o Algoritmo NFDH(t) tem desempenho de pior aso ilimitado [40℄.Teorema 5.3.1. Para ada inteiro M > 1, existe uma instânia L para o PET (a; b) tal queNFDH(t)(L) > M �OPT(L):No Algoritmo NFDH(t), sempre que se ome�a uma nova faixa, todas as faixas anteriormenteriadas s~ao esqueidas. Um meio de se evitar poss��veis \desperd��ios" seria usar a mesma id�eiado algoritmo de empaotamento bidimensional em faixa FFDH, no qual s~ao sempre revisitadasas faixas anteriores. Esta estrat�egia pode ter boas onseq�uênias na pr�atia, mas n~ao faz omque o limite de desempenho deste algoritmo melhore. De fato, Li e Cheng [40℄ provaram que oAlgoritmo FFDH tamb�em tem limite de desempenho de pior aso ilimitado.Embora no aso geral o Algoritmo NFDH(t) tenha desempenho de pior aso ilimitado,restringindo-se os tamanhos das aixas ontidas na lista L, �e poss��vel onseguir bons limites dedesempenho nestes asos. O seguinte resultado, provado por Li e Cheng [40℄, pode ser derivadoomo um orol�ario do Lema 5.2.1.Lema 5.3.2. Se L � Cxy h 1m+1 ; 1m ; 0; 1mi ent~ao NFDHy(L) � �m+1m�1�V (L) + Z. O mesmoresultado vale para o Algoritmo NFDHx quando apliado �a lista L 2 Cxy h0; 1m ; 1m+1 ; 1mi.Prova. Seja P um empaotamento gerado pelo Algoritmo NFDHy sobre uma listaL � Cxy h 1m+1 ; 1m ; 0; 1mi. Observe que em ada n��vel de P, exeto talvez o �ultimo, h�a exatamentem faixas. Cada faixa ont�em aixas om largura total maior que �1� 1m� e ada aixa tem om-primento maior que 1m+1 . Portanto a garantia de �area de P �e pelo menosm��1� 1m�� 1m+1 = m�1m+1 .O resultado segue usando o Lema 5.2.1.Um outro algoritmo que ser�a usado omo subrotina de algoritmos do aso geral do PET ePETr �e o Algoritmo OC (One Column). Dada uma lista de aixas, digamos L = (b1; : : : ; bn),este algoritmo empaota ada aixa bi+1 no topo da aixa bi, para i = 1; : : : ; n � 1. Assim, aprimeira aixa �e empaotada na posi�~ao (0; 0; 0), a segunda �e empaotada na posi�~ao (0; 0; z(b1)),assim por diante. �E f�ail veri�ar o seguinte resultado.Lema 5.3.3. Se P �e um empaotamento gerado pelo Algoritmo OC quando apliado �a lista L es �e uma onstante tal que S(b) � s para ada aixa b em L, ent~ao H(P) � V (L)s .Lema 5.3.4. Seja P um empaotamento gerado pelo Algoritmo OC quando apliado a uma listaL tal que x(b) > 12 e y(b) > 12 para ada aixa b em L. Ent~ao H(P) = OPT(L) .



5.3 Caso Orientado 1155.3.2 Empaotamento de Caixas om Fundo PequenoApresentamos nesta se�~ao um outro algoritmo que gera um empaotamento em n��veis, omodesrevemos no Lema 5.2.1, e usa a estrat�egia NF. Este algoritmo foi apresentado por Li e Chengem [41℄ e �e usado para empaotar lista de aixas L 2 Cxy �0; 1m ; 0; 1m�, m � 3. Denominaremoseste algoritmo de LLm.Vamos desrever informalmente este algoritmo usando o Algoritmo NFDH(p) para empao-tamento de retângulos pequenos em plaas.Iniialmente, este algoritmo ordena as aixas de L em ordem n~ao-resente de altura. Aseguir, divide a lista L em sublistas L1; : : : ; Lv, obtendo L = L1kL2k : : : kLv, sendo que adasublista preserva a ordem (n~ao-resente) das aixas, eS(Li) � �m�2m �+ � 1m�2 para i = 1; : : : ; v;S(Li) + S(�rst(Li+1)) > �m�2m �+ � 1m�2 para i = 1; : : : ; v � 1:Ent~ao, o Algoritmo LLm usa o algoritmo de empaotamento bidimensional em plaas NFDH(p)para empaotar ada lista Li em apenas um n��vel, digamos Ni (veja o Lema 4.4.2). O empa-otamento �nal �e a onatena�~ao de ada um destes n��veis. Como a �area de ada aixa �e nom�aximo 1m2 , temos que ada n��vel Ni (exeto talvez o �ultimo) �e tal que S(Ni) � m�2m . Assim, oseguinte resultado (dado em [41℄) pode ser obtido apliando-se o Lema 5.2.1.Lema 5.3.5. Se P �e um empaotamento gerado pelo Algoritmo LLm para uma instânia L � Cm,ent~ao H(P) � � mm�2�V (L) + Z.Usando o Algoritmo BIm, apresentado na Se�~ao 4.4.4 para o PEP, �e f�ail desenvolver suavers~ao para o PET (PETr). Vamos hamar esta vers~ao adaptada ao PET omo BI(t)m . Con-siderando os passos do Algoritmo BI(t)m vamos desrever as altera�~oes neess�arias para adapt�a-loao PET. O Algoritmo BI(t)m faz a mesma parti�~ao da lista de entrada em sublistas omo feito noAlgoritmo BIm. Nos passos 2 e 3, o Algoritmo BI(t)m aplia o Algoritmo NFDH. No passo 4 a listaL6 �e ordenada em ordem n~ao-resente de altura, e s�o depois �e feita sua divis~ao em sublistas.Cada sublista �e empaotada em apenas um n��vel usando-se o Algoritmo NFDH(p), sendo queo empaotamento de L6 �e a onatena�~ao dos n��veis gerados desta forma. A onatena�~ao dosempaotamentos �e feita onforme de�nida para o PET. Com isso, �e f�ail provar os seguintesresultados, apresentados em [46℄.Lema 5.3.6. Para toda lista de aixas L � Cxy �0; 1m ; 0; 1m�, m � 2, onde nenhuma aixa temaltura maior que Z, tem-se queBI(t)m (L) � �m+ 1m �2 V (L) + 6Z:



116 Problema de Empaotamento TridimensionalProva. Pelas inequa�~oes (4.3)|(4.6), temos que os empaotamentos pariais de L têm garantiade �area de pelo menos � mm+1�2. O lema segue usando esta garantia de �area om o Lema 5.2.1.Corol�ario 5.3.7. Para toda lista de aixas L � Cxy �0; 1m ; 0; 1m�, m � 2, onde nenhuma aixatem altura maior que Z, tem-se queBI(t)m (L) � �m+ 1m �2OPT(L) + 6Z:Um algoritmo que ter�a um papel importante, no desenvolvimento dos algoritmos do asogeral do PET, �e o Algoritmo COLUMN. Este algoritmo gera um empaotamento parial deduas listas de aixas L1 e L2. O empaotamento onsiste de v�arias pilhas de aixas, as quaisreferimos omo olunas. Cada oluna �e onstru��da oloando-se uma aixa no topo de outra, eada oluna onsiste de aixas de somente uma das listas L1 ou L2.O Algoritmo COLUMN �e hamado om os parâmetros (L1; L2; [p1℄; [p2℄), onde [p1℄ = p11;p12; : : : ; p1n1 india as posi�~oes no fundo da aixa B onde as olunas de aixas de L1 podemome�ar e [p2℄ = p21; p22; : : : ; p2n2 india as posi�~oes no fundo da aixa B onde as olunas deaixas de L2 podem ome�ar. Cada ponto pij = (xij ; yij) representa as oordenadas nos eixos xe y onde a primeira aixa (se existir) de ada oluna da respetiva lista deve ser empaotada.Note que a oordenada do eixo z n~ao preisa ser espei�ada, j�a que podemos assumir omo0 (orrespondendo ao fundo da aixa B). Vamos assumir que [p1℄, [p2℄ e as listas L1 e L2 s~aoesolhidas de tal modo que elas n~ao geram empaotamentos invi�aveis.Vamos hamar de altura da oluna a soma das alturas de todas as aixas dessa oluna.Iniialmente, todas as n1 + n2 olunas ome�am vazias no fundo da aixa B. Em adaitera�~ao, o algoritmo esolhe uma oluna om menor altura e empaota a pr�oxima aixa daorrespondente lista no topo dessa oluna. O proesso termina quando todas as aixas da listaL1 ou todas as aixas da lista L2 tiverem sido empaotadas (o que oorrer primeiro). Nestemomento, o algoritmo retorna um par (P; L0), onde L0 onsiste das aixas de L1 [L2 que foramempaotadas, e P �e o empaotamento de L0 gerado pelo algoritmo. Dizemos que o AlgoritmoCOLUMN ombina as listas L1 e L2.Se ada aixa da lista Li tem �area de fundo pelo menos si (i = 1; 2), a soma n1s1 + n2s2 �ehamada de �area ombinada do empaotamento gerado pelo Algoritmo COLUMN. Denotaremospor COLUMN(t) o Algoritmo COLUMN hamado om os parâmetros (L \ T1; L \ T2; [p1℄; [p2℄).O seguinte resultado sobre este algoritmo ser�a usado.Lema 5.3.8. Seja P um empaotamento de L0 � L1 [ L2 gerado pelo Algoritmo COLUMNquando apliado �as listas L1 e L2, e lista de posi�~oes pi1; pi2; : : : ; pini (i = 1; 2). Se S(b) � si, paraada aixa b em Li (i = 1; 2), ent~ao H(P) � 1s1n1+s2n2V (L0) + Z.



5.3 Caso Orientado 117Prova. Note que a diferen�a de altura de quaisquer duas olunas n~ao �e maior que Z. Assim,V (L0) � (H(P) � Z)(s1n1 + s2n2).Usando o Algoritmo COLUMN para ombinar listas de aixas r��tias, podemos adaptar oAlgoritmo STPm (do PEP) para o PET. Vamos hamar esta adapta�~ao de STP(t)m . A adapta�~aosegue omo feito na adapta�~ao do Algoritmo BIm para o Algoritmo BI(t)m . O Algoritmo COLUMN�e usado para ombinar as aixas r��tias da mesma forma omo foi feito no Algoritmo COMB(para gerar o empaotamento PABC); e o empaotamento P1 (gerado no passo 5) �e onstru��dogerando-se m2 olunas, empaotando uma aixa em uma oluna mais baixa em ada itera�~ao.Desta forma, teremos que P1kPABC �e um empaotamento assintotiamente �otimo. Com isto,podemos provar o seguinte resultado para este algoritmo.Teorema 5.3.9. Para qualquer lista L de retângulos, om dimens~oes no fundo menores ouiguais a 1m , STP(t)m (L) � �m �OPT(L) + (4k � 2m+ 8)Z;onde �m = (2m3 + 5m2 + 5m+ 2 +p9m4 + 34m3 + 41m2 + 20m+ 4)=(2m(m + 1)2).Este resultado melhora os limites anteriores de m+1m�1 de Li e Cheng [40℄ e �m+1m �2 de Miyazawa[46℄. A Tabela 4.1 apresenta os valores de �m para m entre 1 e 10.
5.3.3 Empaotamento On-Line de Caixas om Fundo PequenoSem perda de generalidade, iremos onsiderar que o empaotamento �e feito em uma aixa B =(1; 1;1). Se este n~ao for o aso, basta reparametrizar a instânia.Al�em do valor de m, este algoritmo tamb�em depender�a de um valor p, 0 < p < 1, que ser�ausado para arredondar a altura das aixas de forma a restringir os diferentes valores de alturasposs��veis. As aixas de alturas iguais ser~ao empaotadas usando um algoritmo de empaotamentobidimensional on-line.Este algoritmo tem um limite de desempenho assint�otio 1p �m+1m �2. O fator 1p �e devido aoarredondamento feito na altura das aixas e o fator �m+1m �2 �e devido �a garantia de �area assoiadaaos empaotamentos gerados pelo algoritmo de empaotamento bidimensional em plaas.



118 Problema de Empaotamento TridimensionalAlgoritmo SRR(3)m;pEntrada: Lista de aixas L = (b1; : : : ; bn), bi 2 Cxy �0; 1m ; 0; 1m�.Sa��da: Empaotamento das aixas de L em uma aixa B = (1; 1;1).1 P  ;.2 Para i = 1 at�e n fa�a2.1 Seja j � 0 tal que bi �e uma j-aixa.2.2 Seja Nj o onjunto de j-n��veis gerados at�e o momento.2.3 Use o algoritmo OFF(2)m para empaotar bi nos n��veis Nj, visualizando ada n��vel deNj omo uma plaa (1; 1) e bi omo um retângulo (x(bi); y(bi)). Caso neess�ario, rieum novo j-n��vel em P para empaotar bi.3 Retorne P.Fim algoritmo.Teorema 5.3.10. Seja m um inteiro m � 2, e p um raional positivo menor que 1. Seja L umalista de aixas L � Cm a serem empaotadas em B = (1; 1;1). Ent~ao, o Algoritmo SRR(3)m;ppara o PET �e tal que SRR(3)m;p(L) � 1p �m+ 1m �2 �OPT(L) +O� m21� p� :Prova. Seja Li as i-aixas de L e Ni o n�umero de i-n��veis em um empaotamento P gerado peloAlgoritmo SRR(3)m;p. Ent~ao temos queV (L) � Xi�0 V (Li)� Xi�0 pi+1S(Li)� pXi�0 pi "� mm+ 1�2Ni �O(m2)# (pelo Lema 4.4.7)= p24� mm+ 1�2Xi�0 piNi �O(m2)Xi�0 pi35 :Ou seja, H(P) � 1p �m+ 1m �2 V (L) +O� m21� p� : (5.1)



5.3 Caso Orientado 119As an�alises feitas para este algoritmo se baseiam apenas em ompara�~ao do empaotamento�otimo om o volume. Observe que rota�~oes n~ao s~ao efetuadas e portanto, temos um algoritmopara o PETr om o mesmo limite de desempenho assint�otio.Usando-se o esquema de arredondamento na altura das aixas, omo feito para o AlgoritmoSRR(3)m;p, e onsiderando empaotamentos gerados da mesma forma omo feito para o AlgoritmoIOFFm, do PEP, podemos onstruir um algoritmo on-line para este problema om limite dedesempenho assint�otio t~ao pr�oximo do limite de desempenho assint�otio do Algoritmo IOFFmquanto se queira. A estrat�egia �e empaotar as aixas de altura pi em n��veis de altura pi. Oempaotamento em n��veis �e feito pelo Algoritmo IOFFm, do PEP. Com isso, o empaotamento�nal �e onstitu��do de duas partes, um empaotamento pr�oximo do �otimo (assintotiamente) omgarantia de �area 1p � mm+1�2 e outro om garantia de �area 1p � mm+2�. Chamamos este algoritmode ISRRm;p. Assim, o seguinte resultado �e v�alido para este algoritmo.Teorema 5.3.11. Para qualquer lista L de aixas, om dimens~oes no fundo menores ou iguaisa 1m , e dado p, 0 < p < 1, temos queISRRm;p(L) � �m;p �OPT(L) +O� m21� p� ;onde limp!1 �m;p = �(ISRRm;p) � �m+2m+1�2 + 2m(m+1) .5.3.4 Algoritmo TRIkNesta se�~ao apresentamos um algoritmo que desenvolvemos para o PET |hamado TRIk| omlimite de desempenho assint�otio n~ao superior a 2;67.Primeiramente, apresentaremos um outro algoritmo para o PET que ser�a usado omo sub-rotina no Algoritmo TRIk. Este algoritmo �e baseado no Algoritmo UD, desenvolvido por Bakeret al [2℄ para o PEF.Vejamos iniialmente a vers~ao que hamamos de UDx. Dada uma lista L = (b1; b2; : : : ; bn)de aixas bi = (xi; yi; zi), o Algoritmo UDx primeiro usa o Algoritmo UD para gerar um em-paotamento B, apliando-o a uma lista de retângulos R = (r1; r2; : : : ; rn), onde ri = (xi; zi),i = 1; : : : ; n. Ent~ao ele gera um empaotamento de L empaotando as aixas orrespondentes naposi�~ao 0 no eixo y e usando as mesmas oordenadas do empaotamento bidimensional B paraos eixos x e y.O Algoritmo UDy �e a vers~ao sim�etria a do Algoritmo UDx.Usando o Teorema 3.3.5 �e f�ail provar o seguinte resultado.



120 Problema de Empaotamento TridimensionalLema 5.3.12. Seja L uma instânia para o PET tal que y(b) > 12 (resp. x(b) > 12) para adaaixa b em L. Ent~ao o empaotamento P gerado pelo Algoritmo UDx (resp. UDy) �e tal queH(P) � 54OPT(L) + 538 Z:Daremos a seguir uma id�eia do Algoritmo TRIk. Este algoritmo �e pareido om o AlgoritmoBIk;� e tamb�em depende de um parâmetro k, k > 5. Este �e o mesmo k usado na De�ni�~ao 4.4.1.Este algoritmo divide a lista de entrada L em sublistas e aplia um algoritmo apropriadopara ada uma (ou uma ombina�~ao) destas sublistas. O empaotamento �nal �e obtido omouma onatena�~ao destes empaotamentos.Iniialmente, as aixas de L s~ao divididas em quatro partes: P1; P2; P3 e P4, onde Pi := L\}i,i = 1; : : : ; 4 (veja a Figura 5.2).Suponha que para ada uma destas partes geramos empaotamentos onsistindo de n��veis.Li e Cheng [40℄ mostraram que �e poss��vel gerar um empaotamento de ada uma das partes P1,P2 e P3 om garantia de �area 13 . Note que para a parte P4 a melhor garantia de �area poss��vel �e14 . A garantia para as partes P1, P2 e P3 foram obtidas onsiderando a subdivis~ao indiada naFigura 5.2.
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Figura 5.2: Subdivis~ao de P1; P2 e P3.Em geral quando temos aixas om fundo pequeno, podemos melhorar a garantia de �area.Como vimos, usando-se o Algoritmo BI(t)2 , podemos ter um empaotamento de P1 om garantiade �area 49 , que �e bem melhor que 13 . Assim, om respeito �a garantia de �area, vamos lassi�ar osempaotamentos da parte P1 omo sendo bom, das partes P2 e P3 omo regular e da parte P4omo ruim. Chamaremos um empaotamento de uma sublista omo sendo bom se ele tem umagarantia de �area perto daquela da parte P1. A id�eia do algoritmo TRIk �e re�nar a subdivis~ao



5.3 Caso Orientado 121das partes de modo que as sublistas obtidas forneam uma �area ombinada melhor ou umagarantia de �area melhor. Para isto, vamos hamar de aixas r��tias algumas das aixas quegeram empaotamentos om poua garantia de �area.O Algoritmo TRIk usa o Algoritmo COMBINE-ABxyk para ombinar as aixas r��tias emP2 e P3 (estas s~ao as aixas nos onjuntos LA = (A1 [ : : : [ Ak+14) e LB = (B1 [ : : : [ Bk+14)ilustradas na Figura 4.11) de tal modo que o empaotamento parial resultante seja um empa-otamento bom e as aixas r��tias de P2 e P3 que n~ao foram empaotadas, permane�am emapenas uma destas partes. Mais ainda, a outra parte |agora sem aixas r��tias| permita umempaotamento om boa garantia de �area.Suponha que depois deste proesso, todas as aixas r��tias em P3 (aixas no onjunto LB)foram empaotadas (veja Figura 4.12). O modo omo o onjunto LB �e de�nido garante queas aixas restantes da parte P3 (sublistas L1 a L17, veja a Figura 5.3) tenham boa garantia de�area. Agora aplique o mesmo proesso para as partes P1 [P3 om as aixas r��tias de P4 (estass~ao aixas em L0D [ L00D e LC , veja a Figura 4.12). Note que a esolha das sublistas a seremombinadas deve ser uidadosamente feita: as sublistas devem garantir boa �area ombinada; euma vez que uma das sublistas �e empaotada, as aixas restantes na orrespondente parte Pitamb�em devem forneer bom empaotamento.Suponha que LC �e totalmente empaotada (veja Figura 5.3). Agora, de�na novas aixasr��tias em P2 e P4 (estas s~ao as aixas em L0F [ L00F e LE , veja Figura 5.4) e aplique o Algo-ritmo COLUMN para as orrespondentes sublistas. O empaotamento resultante PEF tem umagarantia de �area melhor do que se onsiderarmos somente aixas de P4.Em ambos os asos, onsiderando aixas ainda n~ao empaotadas, podemos obter empaota-mento que podem ser omparados om um empaotamento �otimo da sublista orrespondente.Os detalhes deste proedimento �ar~ao laros na desri�~ao do Algoritmo TRIk.As sublistasAi e Bi que menionamos s~ao onstru��das usando os valores ri e si, (i = 1; : : : ; k+14), espei�ados na De�ni�~ao 4.4.1. Estas sublistas est~ao indiadas na Figura 4.11, e s~aoformalmente de�nidas no passo 2 do algoritmo.As oordenadas onde as olunas de Ai e Bj s~ao onstru��das s~ao espei�adas pelas posi�~oespi;j; qi;j; p0j; q0j ; p00j e q00j , dadas na De�ni�~ao 4.4.2.Agora estamos prontos para apresentar o Algoritmo TRIk. A desri�~ao deste algoritmo �epareida om a do Algoritmo BIk;�. Note que este algoritmo de�ne mais onjuntos r��tios, LEe LF , aumentando o n�umero de ombina�~oes de onjuntos r��tios. Note tamb�em que o valor det foi realulado para este algoritmo.



122 Problema de Empaotamento TridimensionalAlgoritmo TRIkEntrada: Lista de aixas L = (b1; b2; : : : ; bn).Sa��da: Empaotamento P de L em B = (1; 1;1).1 Seja Pi  L \ }i, i = 1; : : : ; 4.2 PAB  COMBINE-ABxyk (L; ftype; C1; C1;COLUMN)).Atualize(L).3 Se ftype(L;Axyk ) = ; ent~ao3.1 Seja LAB o onjunto das aixas empaotadas em PAB .3.2 Seja t = 0;46588. Subdivida a lista L em L1; : : : ; L25 omo segue (veja a Figura 4.12).Li  LT Cxy h12 ; 1 ; 1i+2 ; 1i+1i; para i = 1; : : : ; 16 L17  LT Cxy �12 ; 1 ; 0; 118�;L18  LT Cxy �13 ; 12 ; 13 ; 12�; L19  LT Cxy �13 ; 12 ; 14 ; 13�;L20  LT Cxy �13 ; 12 ; 0; 14�; L21  LT Cxy �14 ; 13 ; 13 ; 12�;L22  LT Cxy �14 ; 13 ; 0; 13�; L23  LT Cxy �0; 14 ; 13 ; 12�;L24  LT Cxy �0; 14 ; 14 ; 13�; L25  LT C4;LC  LT Cxy �12 ; 1 ; 12 ; 1� t� L0D  fb 2 L1 : y(b) � tg ;L00D  fb 2 L18 : y(b) � tg : LD  L0DSL00D:3.3 Gere empaotamentos P1; : : : ;P25 omo segue.(PCD0 ; LCD0) COLUMN(LC ; [(0; 0)℄; L0D ; [(0; 1 � t)℄);(PCD00 ; LCD00) COLUMN(LC n LCD0 ; [(0; 0)℄; L00D ; [(0; 1 � t); (12 ; 1� t)℄);PCD  PCD0kPCD00 ;LCD  LCD0 SLCD00 ;L1  L1 n LCD;L18  L18 n LCD;3.4 Pi  NFDHy(Li) para i = 1; : : : ; 22;Pi  NFDHx(Li) para i = 23; 24;P25  LL(L25; 4);3.5 P 01  P1 n LCD;P 02  P2 n LAB ;P 03  P3 n (LAB [ LCD);P 04  P4 n LCD.3.6 Se LC � LCDent~ao (Caso 1) p 0;441328 =�LC �e empaotado */ (veja a Figura 5.3)sen~ao (Caso 2) p 0;451600; =�LD �e empaotado*/ (veja a Figura 5.4)



5.3 Caso Orientado 1233.7 LE  fb 2 P 04 : x(b) � 1� pg ; L0F  �b 2 P 02 : 19 < x(b) � p	 ;L00F  �b 2 P 02 : 118 < x(b) � 19	 ; LF  L0F [ L00F ;3.8 (PEF 0 ; LEF 0) COLUMN(LE ; [(0; 0)℄; L0F ; [(1 � p; 0)℄);(PEF 00 ; LEF 00) COLUMN(LE n LEF 0 ; [(0; 0)℄; L00F ; [(1� p; 0); (1 � p+ 19 ; 0);: : : ; (1 � p+ (b9p � 1)19 ; 0)℄);PEF  PEF 0kPEF 00 ;LEF  LEF 0 [ LEF 00 ;P 002  P 02 n LEF ;P 004  P 04 n LEF .3.9 (Subaso 1.) Se LE � LEF ent~ao /* LE �e totalmente empaotado */PUD  UDx(P 02 [ P 04);POC  OC(P 004 );P 002e  �b 2 P 002 : x(b) � 13	;P 002d  �b 2 P 002 : x(b) > 13	;P2e  NFDHx(P 002e);P2d  NFDHx(P 002d);P 0  POCkP2ekP2dkPEF ;P 00  fP 2 fPUD;P 0g : H(P) �e m��nimo g;Paux  PABkPCDkP1k : : : kP25;P  PauxkP 00.3.10 (Subaso 2.) Se LF � LEF ent~ao /* LF �e totalmente empaotado */POC  OC(P 004 );P 002e  �b 2 P 002 : x(b) � 118	;P 002d  fb 2 P 002 : x(b) > pg;P2e  NFDHx(P 002e);P2d  NFDHx(P 002d);P 0  POCkPEF ;Paux  PABkPCDkP2ekP2dkP1k : : : kP25;P  PauxkP 0.3.11 Retorne P.4 Sen~ao gere um empaotamento P de L omo no passo 3 (de forma sim�etria).5 Retorne P.Fim algoritmo.O pr�oximo teorema nos d�a um limite de desempenho assint�otio, �k, do Algoritmo TRIkquando k ! 1. Depois da prova deste resultado, mostramos que para valores relativamente
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Figura 5.3: Combina�~ao de LC e L0D [ L00D: LC �e totalmente empaotada.
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126 Problema de Empaotamento Tridimensionalpequenos de k o valor de �k �e bem pr�oximo de limk!1 �k. Esta onlus~ao seguir�a da prova dopr�oximo teorema.Teorema 5.3.13. Para qualquer instânia L do PET, temosTRIk(L) � �k �OPT(L) +�2k + 5978 �Z;onde �k ! 2;6608 �a medida que k !1.Prova. Pelo Lema 4.4.14, temos que quando k ! 1 o valor de r(k)1 tende a 49 , r1 = r(k)1 < 49(veja a De�ni�~ao 4.4.1). Cada um dos empaotamentos Pi, i 2 f1; : : : ; 25g n f1; 18g, tem umagarantia de �area que �e pelo menos t. Assim, apliando o Lema 5.3.2 e o Lema 5.3.5 podemosonluir que H(Pi) � 1t V (Li) + Z; para i 2 f1; : : : ; 25g n f1; 18g: (5.2)Agora, para ada um dos empaotamentos Q 2 nPi;j; ~P 0i;j ; ~P 00i;jo que s~ao usados para geraro empaotamento PAB no passo 2, H(Q) � 5627V (Q) + Z. Para ver isto, aplique o Lema 5.3.8junto om o fato de que para ada empaotamento Q que ombina onjuntos LA e LB, a �areaombinada �e pelo menos 2756 . Como existe um m�aximo de (2k � 1) + 28 + 14 = 2k + 41empaotamentos gerados de LA e LB , podemos ter que H(PAB) � 5627V (LAB) + (2k + 41)Z.Assim, a seguinte inequa�~ao �e v�alida:H(PAB) � 1t V (LAB) + (2k + 41)Z: (5.3)Para os empaotamentos PCD0 e PCD00 (no passo 3.3), a �area ombinada �e pelo menos (14+ r12 ).Com isso, segue do Lema 5.3.8 queH(PCD) � 1�14 + r12 �V (LCD) + 2Z: (5.4)Vamos agora analisar os dois asos poss��veis (f. passo 3.6).Caso 1. LC � LCD e p = 0;441328.Para os empaotamentos P1 e P18 valem as seguintes inequa�~oes:H(P1) � 1r1V (L1) + Z; (5.5)H(P18) � 14=9V (L18) + Z: (5.6)Como a garantia de �area de ada um dos empaotamentos PEF 0 e PEF 00 �e pelo menos 310 ,podemos onluir que H(PEF ) � 103 V (LEF ) + 2Z: (5.7)



5.3 Caso Orientado 127Subaso 1.1. LE � LEFPelo Lema 5.3.12, H(PUD) � 54OPT(P 02 [ P 04) + 538 Z: (5.8)Apliando o Lema 5.3.3, omo S(b) � (1� p)(1� t) para b 2 P 004 , segue queH(POC) � 1(1� p)(1� t)V (P 004 ): (5.9)Para os empaotamentos P2e e P2d, usando o Lema 5.3.2, podemos onluir queH(P2ekP2d) � 11=3V (P 002e [ P 002d) + 2Z: (5.10)Das inequa�~oes (5.7), (5.9), (5.10) e da igualdade (1� p)(1� t) = minf 310 ; (1� p)(1� t); 13gsegue que H(P 0) = H(POCkP2ekP2dkPEF )� 1(1� p)(1� t)V �P 004 [ P 002e [ P 002d [ LEF �+ 4Z= 1(1� p)(1� t)V �P 02 [ P 04�+ 4Z: (5.11)Como P 00 = fP 2 fPUD;P 0g : H(P) �e m��nimo g, temosH(P 00) = minfH(PUD);H(P 0)g: (5.12)Para o empaotamento Paux = PABkPCDkP1k : : : kP25, usando as inequa�~oes (5.3)|(5.6) eo fato de que r1 = min�t; r1; 14 + r12 ; 49	, obtemosH(Paux) � 1r1V (Laux) + (2k + 68)Z; (5.13)onde Laux denota o onjunto de aixas no empaotamento Paux.Sejam H1 := H(P 00)� 538 Z; (5.14)H2 := H(Paux)� (2k + 68)Z: (5.15)Das inequa�~oes (5.8) e (5.12), temosH1 � 54OPT(P 02 [ P 04);



128 Problema de Empaotamento Tridimensionale portanto, OPT(P 02 [ P 04) � 45H1:Assim, OPT(L) � OPT(P 02 [ P 04) � 45H1: (5.16)Note que das inequa�~oes (5.13) e (5.15) podemos onluir queV (Laux) � r1H2: (5.17)Por outro lado, de (5.12) e (5.11) temosH(P 00) � H(P 0)� 1(1� p)(1� t)V (P 02 [ P 04) + 4Z� 1(1� p)(1� t)V (P 02 [ P 04) + 538 Z;e portanto, H1 = H(P 00)� 538 Z � 1(1� p)(1� t)V (P 02 [ P 04);ou seja, V (P 02 [ P 04) � (1� p)(1� t)H1: (5.18)Como V (L) = V (Laux) + V (P 02 [ P 04), usando (5.17) e (5.18) obtemosV (L) � r1H2 + (1� p)(1� t)H1:Assim, OPT(L) � V (L) � r1H2 + (1� p)(1� t)H1:Combinando (5.16) e a inequa�~ao aima, segue queOPT(L) � max�45H1; (1� p)(1� t)H1 + r1H2� :Como H(P) = H(Paux) +H(P 00); usando (5.14) e (5.15), temosH(P) = �H2 + (2k + 68)Z +H1 + 538 Z�= H1 +H2 +�2k + 5978 �Z:Assim, TRIk(L) � �0k(r1) � OPT(L) + �2k + 5978 �Z, onde �0k(r1) = 4�5(1�p)(1�t)+5r14r1 . Paraprovar isto, mostramos que H1+H2maxf 45H1;(1�p)(1�t)H1+r1H2g � �0k(r1), analisando-se os dois asosonde o denominador �e m�aximo.



5.3 Caso Orientado 129Subaso 1.2. LF � LEFNeste aso, H(POC) � 1(1� t)=2V (P 004 ): (5.19)Como P 0 = POCkPEF 0kPEF 00 e todos estes empaotamentos ombinam aixas em P 04, segue queOPT(L) � OPT(P 004 [ LEF ) � H(POC) +H(PEF )� 2Z = H(P 0)� 2Z: (5.20)Lembrando que P 0 = POCkPEF , e usando (5.7) e (5.19) temosH(P 0) � 1(1� t)=2V (LEF [ P 004 ) + 2Z: (5.21)Usando o Lema 5.3.2 para os empaotamentos P2e e P2d podemos onluir queH(P2ekP2d) � 1pV (P 002e [ P 002d) + 2Z: (5.22)Das inequa�~oes (5.3),..., (5.6) e (5.22) e do fato de que p = minft; 14 + r12 ; r1; 49 ; pg, temosH(Paux) � 1pV (Laux) + (2k + 70)Z: (5.23)Sejam H1 := H(P 0)� 2Z; (5.24)H2 := H(Paux)� (2k + 70)Z: (5.25)De (5.20) e (5.24), segue que OPT(L) � H1: (5.26)Usando (5.21) e (5.24), resp. (5.23) e (5.25), temosV (LEF [ P 004 ) � (1� t)2 H1;V (Laux) � pH2:Como V (L) = V (LEF [ P 004 [ Laux), somando as inequa�~oes aima, obtemosV (L) � (1� t)2 H1 + pH2;e portanto OPT(L) � (1� t)2 H1 + pH2:



130 Problema de Empaotamento TridimensionalCombinando a inequa�~ao aima om (5.26) podemos provar queTRIk(L) � �00k �OPT(L) + (2k + 72)Z;onde �00k = 1+t+2p2p . Para isto, basta provarmos que H1+H2maxfH1; (1�t)2 H1+pH2g � �00k. A prova pode serfeita analogamente ao aso anterior, e portanto ser�a omitida.Assim, das an�alises dos dois subasos, podemos onluir queTRIk(L) � �k �OPT(L) +�2k + 5978 �Z;onde �k ! �0k(49) = �00k = 2;6607 : : : �a medida que k !1.Caso 2. LD � LCD e p = 0;451600Neste aso a prova �e similar �aquela apresentada no Caso 1. Assim, apenas resumiremos aprova.Como a garantia de �area dos empaotamentos P1 e P18 �e pelo menos t, temosH(Pi) � 1t V (Li) + Z para i 2 f1; 18g: (5.27)Como no aso 1, H(PEF ) � 310V (LEF ) + 2Z: (5.28)Subaso 2.1. LE � LEFPelo Lema 5.3.12, H(PUD) � 54OPT(P 02 [ P 04) + 538 Z: (5.29)Como a �area de ada aixa de P 004 �e pelo menos (1� p)12 , apliando-se o Lema 5.3.3, temosH(POC) � 1(1� p)12 V (P 004 ): (5.30)Do mesmo modo omo em (5.10),H(P2ekP2d) � 113 V (P 002e [ P 002d) + 2Z: (5.31)De (5.28), (5.30) e (5.31), temosH(P 0) = H(POCkP2ekP2dkPEF )� 1(1� p)12 V �P 02 [ P 04�+ 4Z: (5.32)



5.3 Caso Orientado 131Como t = min�t; 14 + r12 	, de (5.27, (5.3) e (5.4) temosH(Paux) � 1t V (Laux) + (2k + 68)Z: (5.33)Sejam H1 := H(P 00)� 538 Z;H2 := H(Paux)� (2k + 68)Z:Ent~ao, de (5.29), OPT(L) � 45H1:Por outro lado, de (5.31) e (5.32), temosV (Laux) � t � H2 eV (P 02 [ P 04) � (1� p)12H1;e portanto, OPT(L) � V (L) � (1� p)12H1 + t � H2:Assim, OPT(L) � max�45H1; (1� p) 12H1 + t � H2� :Portanto, TRIk(L) � �0k(r1) �OPT(L)+�2k + 5978 �Z, onde �0k(r1) = h1t � 5(1�p)8t + 54i. A �ultimainequa�~ao segue mostrando que H1+H2maxf 45H1;(1�p) 12H1+t�H2g � �0k(r1).Subaso 2.2. LF � LEFDo mesmo modo que em (5.20), temosOPT(L) � H(P 0)� 2Z: (5.34)Do Lema 5.3.3, temos H(POC) � 114 V (P 004 ):Portanto, de (5.28), temos H(P 0) � 114 V (LEF [ P 004 ) + 2Z: (5.35)Como todas as aixas de LF foram empaotadas em P 0, temosH(P2ekP2d) � 1pV (P 002e [ P 002d) + 2Z: (5.36)Como p = min�14 + r12 ; t; p	, de (5.36), (5.27), (5.3) e (5.4) temosH(Paux) � 1pV (Laux) + (2k + 70)Z: (5.37)



132 Problema de Empaotamento TridimensionalSejam H1 := H(P 0)� 2Z;H2 := H(Paux)� (2k + 70)Z:Ent~ao, de (5.34)|(5.37), temos OPT(L) � H1;V (LEF [ P 004 ) � 14H1;V (Laux) � p � H2:Assim, OPT(L) � V (L) � 14H1 + p � H2:Portanto, TRIk(L) � �00k �OPT(L) + (2k + 72)Z;onde �00k = 3+4p4p . A �ultima inequa�~ao �e provada mostrando que H1+H2maxfH1; 14H1+p�H2g � 3+4p4p :Assim, para os valores dados de p e t, podemos onluir queTRIk(L) � �k �OPT(L) +�2k + 5978 �Z;onde �k ! �0k(49 ) = �00k = 2;6607 : : : �a medida que k !1.Os valores de p e t que onsideramos no algoritmo, foram de fato obtidos de forma a termos�0k(49) = �00k = �0k(49) = �00k . Deixaremos ao leitor a veri�a�~ao deste fato.O teorema segue das onlus~oes obtidas nos asos 1 e 2.Corol�ario 5.3.14. Para qualquer instânia L do PET e k � 6 temosTRIk(L) � k �OPT(L) +�2k + 5978 �Z;onde k < 2;67:Prova. A prova deste resultado segue da prova do teorema anterior. �E su�iente observar quepara k � 6 temos r(k)1 � 0;44281294, e portanto todos os argumentos usados na prova ontinuamv�alidos. Note que a a�rma�~ao do orol�ario vale tomando-sek = max�4� 5(1 � p1)(1� t) + 5r14r1 ; 1 + t+ 2p12p1 ; 1t � 5(1� p2)8t + 54 ; 3 + 4p24p2 � ;onde pi orresponde ao valor de p no Caso i, i = 1; 2.



5.3 Caso Orientado 133Proposi�~ao 5.3.15. O limite de desempenho assint�otio do Algoritmo TRIk, k � 6, est�a entre2;5 e 2;67.Prova. Pelo Teorema 5.3.13 �e su�iente provar que 2;5 �e um limite inferior para o limite dedesempenho assint�otio do Algoritmo TRIk.Seja L uma instânia para o PET, L = L0 [ L00, onde L0 = (b01; b02; : : : ; b02N ) e L00 =(b001 ; b002; : : : ; b0027N ), e N �e um inteiro positivo grande.Cada aixa b0i em L0, i = 1; : : : ; 2N , �e de�nida omob0i = �12 + �; 12 + �; 1� :Cada aixa b00i em L00, i = 1; : : : ; 27N , �e de�nida omob00i = ( (Æ; Æ; 1 � (i� 1)�N ) se i mod 9 = 0�14 � �; 14 � �; 1� (i� 1)�N� aso ontr�ario.Os valores de �, �N e Æ devem ser positivos e muito pequenos, e al�em disso as seguintes inequa�~oesdevem valer: 8 � 14 � ��2 + Æ2 � 12 + �14�2 e 9 �14 � ��2 + Æ2 > 12 + �14�2. Para isto basta �xar umÆ pequeno e tomar � = Æ28 .O Algoritmo TRIk apliado �a lista L gera um empaotamento P = P 0kP 00 onde P 0 (resp.P 00) �e o empaotamento gerado pelo Algoritmo OC (resp. LL(L00; 4)) apliado �a lista L0 (resp.L00).�E imediato que H(P 0) = 2N . Quanto ao empaotamento P 00, este �e gerado omo segue : P 00onsiste de 3N n��veis, ada um onsistindo de 8 aixas do tipo �14 � �; 14 � �; 1� (i� 1)�N� e umaaixa do tipo (Æ; Æ; 1 � (i� 1)�N ). Portanto, H(P 00) = 3N�h(�N ), onde h(�N ) = 9�N �9N2�3N2 �;e assim, H(P) = 2N + 3N � h(�N ) = 5N � h(�N ):Um empaotamento melhor P� da lista L pode ser obtido gerando:� 2N n��veis, ada um onsistindo de uma aixa do tipo �12 + �; 12 + �; 1� e 12 aixas do tipo�14 � �; 14 � �; 1� (i� 1)�N�;� um n��vel onsistindo de todas as aixas da forma (Æ; Æ; 1 � (i� 1)�N ). Observe que isto �eposs��vel esolhendo Æ onvenientemente.Assim, H(P�) � 2N + 1.Portanto, esolhendo-se �N tal que h(�N ) tende a 0 quando N !1, temoslimN!1 H(P)OPT(L) � limN!1 5N � h(�N )2N + 1 = 52 :



134 Problema de Empaotamento TridimensionalComplexidade de Tempo�E f�ail ver que todos os algoritmos que usamos no Algoritmo TRIk |exeto para os algoritmosUD e LL| têm omplexidade de tempo O(m logm), onde m �e o n�umero de aixas na lista deentrada orrespondente. Pode-se provar que o Algoritmo LL tamb�em tem a mesma omplex-idade de tempo [41℄. Quanto ao Algoritmo UD, os autores a�rmam (f. [2℄) que ele pode serimplementado de forma que sua omplexidade de tempo seja O(m logm). Assim, o AlgoritmoTRIk tem omplexidade de tempo O(n logn), onde n �e o n�umero de aixas da lista de entrada.5.3.5 Empaotamento de Caixas de Fundo QuadradoNesta se�~ao e nas pr�oximas, apliaremos a id�eia usada no Algoritmo TRIk, para gerar algo-ritmos para instânias partiulares do PET. Consideraremos o problema de empaotar umalista L onsistindo de aixas om fundo quadrado para ser empaotado em uma aixa B, n~aoneessariamente de fundo quadrado.Sem perda de generalidade, onsideraremos que o empaotamento ser�a feito em uma aixaB de dimens~oes (1; w;1), w � 1.Dada uma lista de aixas L = (b1; : : : ; bn), onde bi = (xi; yi; zi), onsideraremos a lista depontos (no plano xy) dados pelo onjunto f(x1; y1); : : : ; (xn; yn)g. Note que omo xi = yi todosesses pontos se enontram na reta no plano xy que passa atrav�es do ponto (0; 0) e do ponto(1; 1). Chamaremos esta reta de linha de aixas.O algoritmo onsidera dois asos, de aordo om a posi�~ao no eixo x onde a linha de aixasruza om a reta y = 12 (i.e., na posi�~ao xw = � 12w�w).Algoritmo LSEntrada: Lista de aixas L 2 Qxy[0; 1℄.Sa��da: Empaotamento P de L em B = (1; w;1).1 Seja p := 0;4791964. Subdivida a lista L em L1; : : : ; L7; LA; LB ; LC omo segue (veja a Figura5.5).L1  LT C �12 ; 1 ; 12 ; 1�; L2  LT C �13 ; 12 ; 12 ; 1�; L3  LT C �0; 13 ; 12 ; 1�;L4  LT C �13 ; 12 ; 13 ; 12�; L5  LT C �14 ; 13 ; 13 ; 12�; L6  LT C �0; 14 ; 13 ; 12�;L7  LT C �0; 13 ; 14 ; 13�; L8  LT C �0; 14 ; 0; 14�; LA  L2T C �0; 1 ; 0; 58�;LB  L3T C �0; 1 ; 0; 38�; LC  L1T C �0; 1 ; 0; 58�; LD  L2T C [0; p ; 0; 1℄;LE  L1T C [0; 1� p ; 0; 1℄:2 Seja x 12w .
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01/3
3/81/2
15/8 L2LALB L1
1/4 L3 L4L5L6L7L8 13w 12w w14wFigura 5.5: Parti�~ao da lista L gerada pelo Algoritmo LS.3 Se x � 25ent~ao /* (Caso 1.) isto signi�a que n~ao existem aixas em LC */P 01;2;3  OC(L1)kNFDHx(L2)kNFDHx(L3);P 001;2;3  UD(L1 [ L2 [ L3);P 00  �P 2 fP 01;2;3;P 001;2;3g : H(P) �e m��nimo�;Paux  NFDHx(L4)k : : : kNFDHx(L7)kLL(L8; 4);P  P 00kPaux.Retorne P.Sen~ao /* (Caso 2.) isto signi�a que n~ao existem aixas em L2 n LA */4 (PAB ; LAB) COLUMN(LA; [(0; 0); (12 ; 0)℄; LB ; [(0; 58 ); (12 ; 58 )℄);5 L4  L4 n LAB;LB  LB n LAB .6 (Caso 2.1.) Se LA � LAB /* LA �e totalmente empaotada. */(PBC ; LBC) COLUMN(LC ; [(0; 0)℄; LB ; [(0; 58 ); (12 ; 58)℄;L1  L1 n LBC ;L4  L4 n LBC .(Subaso 2.1.1.) Se LB � LBCP 0  OC(L1)kPBC ;Paux  PABkNFDHx(L4)k : : : kNFDHx(L7)kLL(L8; 4).(Subaso 2.1.2.) Neste aso, (LC � LBC)
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1/23/81/35/811/(6x) L6L7 L4L2 L1L5 LC LD LE L1L5L6L7 L2L4LBL8 L81/4 1/400
L3 L3

14w xw13w 12w w 14w pw 12w (1-p)w13w w
VAZIO VAZIO

CASO 2: (LB FOI TOTALMENTE EMPACOTADO)CASO 1: (LA FOI TOTALMENTE EMPACOTADO)Figura 5.6: Combinando sublistas LA e LB .P 0  OC(L1)kPBC ;Paux  PBCkNFDHx(L2)k : : : kNFDHx(L7)kLL(L8; 4);P  P 0kPaux.Sejam L0 e Laux as listas de aixas empaotadas em P 0 e Paux, respetivamente.7 (Caso 2.2.) Se LB � LAB /* LB �e totalmente empaotado. *//* De�na duas novas sublistas (LD e LE) omo segue. */(PDE ; LDE) COLUMN(LD; [(0; 0)℄; LE ; [(p; 0)℄);L1  L1 n LDE ;L2  L2 n LDE ./* Temos dois subasos, onsiderando o resultado deste empaotamento. */(Subaso 2.2.1.) Se LD � LDE ou x � p, x = 12w 2 �p; 12� ent~ao/* Note que quando x > p, LD = ;. */P 0  OC(L1)kPDE ;Paux  PABkNFDHx(L2)k : : : kNFDHx(L7)kLL(L8; 4).Sejam L0 e Laux as listas de aixas empaotadas em P 0 e Paux, respetivamente.P  P 0kPaux.(Subaso 2.2.2.) Se LE � LDE ent~aoP 01;2  OC(L1)kNFDHx(L2)kPDE ;P 001;2  UD(L1 [ L2 [ LDE);P 00  �P 2 fP 01;2;P 001;2g : H(P) �e m��nimo�;Paux  PABkNFDHx(L4)k : : : kNFDHx(L7)kLL(L8; 4).



5.3 Caso Orientado 137Seja L00 e Laux as lista de aixas empaotadas em P 00 e Paux, respetivamente.P  P 00kPaux.8 Retorne P.Fim algoritmo.Teorema 5.3.16. Para qualquer instânia do PET onsistindo de uma lista de aixas om fundoquadrado L, temos que LS(L) � 2;5425 �OPT(L) + 1018 Z:Prova. Como a t�enia de prova �e an�aloga �as apresentadas nas provas anteriores, vamos resumira prova. Sugerimos ao leitor que siga as an�alises de ada aso, juntamente om o orrespondenteaso na desri�~ao do algoritmo.Caso 1.Como temos uma garantia de �area de pelo menos 516 l �w para os empaotamentos das listasL1, L2 e L3, temos H(P 00) � 165 V (L00)l � w + 538 Z: (5.38)Pelo Lema 5.3.12, H(P 00) � 54OPT(L) + 538 : (5.39)Para os demais empaotamentos temos uma garantia de �area de pelo menos l�w2 , portantoH(Paux) � 2V (Laux)l � w + 5Z: (5.40)De�nindo H1 := H(P 00)� 538 Z e H2 := H(Paux)� 4Z, temos queOPT(L) � maxf45H1; 516H1 + 12H2ge portanto, proedendo omo anteriormente, obtemosH(P) � �1 �OPT(L) + 538 Z;onde �1 � H1+H2maxf 45H1; 516H1+ 12H2g � 2;5.Note que para os asos restantes, as listas L3 e L2 n LA s~ao vazias e a linha de aixas ruzaa regi~ao LC .Subaso 2.1.1. Note que neste aso, LA [ LB foi totalmente empaotado em PABkPBC . Notetamb�em que as aixas de LC em PBC pertenem a Cxy �12 ; 1 ; 12 ; 1� e portanto, obtemos a seguinteinequa�~ao: H(P 0) � 4V (L0)l � w + Z:



138 Problema de Empaotamento TridimensionalComo H(Paux) � 2V (Laux)l � w + 7Z;H(P 0) � OPT(L) + Z;usando as inequa�~oes aima e de�nindo H1 := H(P 0)� Z e H2 := H(Paux)� 7Z temos queH(P) � �2;1;1 �OPT(L) + 8Z;onde �2;1;1 � H1+H2maxfH1; 14H1+ 12H2g � 2;5.Subaso 2.1.2. Neste aso, temos que todas as aixas de LA[LC foram totalmente empaotadasem PABkPBC . Temos tamb�em que x = 12w e x 2 (25 ; 12 ℄ (note que x �w �e a posi�~ao no eixo x ondea linha de aixas ruza a reta y = 12). Neste aso, temos as seguintes inequa�~oes om respeito ax. H(P 0) � 3225x V (L0)l � w + Z;H(Paux) � 1minf 29x ; 12g V (Laux)l � w + 8Z;H(P 0) � OPT(L) + Z;e portanto, H(P) � �2;1;2 �OPT(L) + 9Z;onde �2;1;2 � H1+H2maxfH1; 25x32 H1+minf 29x ; 12gH2g . Analisando o valor de �2;1;2, quando x � 49 e quandox < 49 , podemos obter que �2;1;2 � 2;5.Subaso 2.2.1. Neste aso, temos que LB [ LD �e totalmente empaotado em PABkPDE .Lembramos que x = 12w . Dividimos a an�alise em dois asos, onsiderando primeiro quandox 2 (p; 12 ℄. Temos aqui que H(P 0) � 8xV (L0)l � w + Z;H(Paux) � 1x V (Laux)l � w + 7Z;H(P 0) � OPT(L) + Z;e portanto, H(P) � �2;2;1 �OPT(L) + 8Z;onde �2;2;1 � H1+H2maxfH1; 18xH1+xH2g � H1+H2maxfH1; 18pH1+pH2g � 2;5424 : : :Se x 2 (25 ; p℄, a an�alise �e similar e ser�a omitida.



5.3 Caso Orientado 139Subaso 2.2.2. Temos aqui que LB[LE �e totalmente empaotado em PABkPDE . Seja x = 12w ,x 2 (25 ; p℄. Ent~ao, H(P 00) � 2x(1� p)2 V (L0)l � w + 538 Z;H(Paux) � 2V (Laux)l � w + 5Z;H(P 00) � 54OPT(L) + 538 Z;e portanto, H(P) � �2;2;2 �OPT(L) + 938 Z;onde �2;2;2 � H1+H2maxf 45H1; (1�p)22x H1+ 12H2g � H1+H2maxf 45H1; (1�p)22p H1+ 12H2g � 2;5424 : : :.De fato, o valor p foi tomado de tal maneira que os dois subasos aima (2.2.1 e 2.2.2)onduzissem ao mesmo limite.O teorema segue onsiderando todos os asos analisados aima.O pr�oximo lema ser�a usado para provar limites inferiores para os limites de desempenhoassint�otio de alguns algoritmos apresentados aqui.Lema 5.3.17. Seja A um algoritmo para o PET (PETr) que partiiona a lista de entrada Lem duas sublistas L1 � }4 e L2 2 Qm, m � 3, e gera um empaotamento P = P1jjP2, onde P1 �equalquer empaotamento de L1 e P2 �e um empaotamento de L2 usando o Algoritmo LL. Ent~aoo limite de desempenho assint�otio r(A) de A �e tal que r(A) � 7m�84m�8 .Prova. A prova �e an�aloga �a do Lema 4.4.11, usando o valor �m�2m � ao inv�es de �m�1m �2Proposi�~ao 5.3.18. O limite de desempenho assint�otio do Algoritmo LS est�a entre 2;5 e2;5425.Prova. Segue diretamente do Teorema 5.3.16 e do Lema 5.3.17 (tomando m = 4).



140 Problema de Empaotamento Tridimensional5.3.6 Empaotamento de Caixas om Fundo Quadrado em Caixa om FundoQuadradoConsidere agora o aso espeial do PET onde todas as aixas de L e B têm fundo quadrado. Em1990, Li e Cheng [40℄ apresentaram um algoritmo om limite de desempenho assint�otio 2;6875para este problema. Nesta se�~ao, apresentaremos um algoritmo para o PET hamado SS(t)m , quemelhora o resultado de Li e Cheng e tem um limite de desempenho assint�otio 2;36048 : : :. Semperda de generalidade, onsideraremos o PET(1; 1).O algoritmo para empaotar aixas de fundo quadrado em aixa B de fundo quadrado vemda adapta�~ao do Algoritmo SSm do PEP para o PET. Chamaremos este algoritmo de SS(t)m . N~aoapresentaremos o algoritmo expliitamente, j�a que este pode ser obtido fazendo-se as mesmasadapta�~oes feitas para se onstruir o Algoritmo STP(t)m a partir do Algoritmo STPm. O limiteobtido para o Algoritmo SS(t)m tamb�em melhora o limite �m+1m � de Li e Cheng [40℄Teorema 5.3.19. Para qualquer lista L para o PET, onde todas as aixas têm fundo quadrado,SS(t)1 (L) � 2;36048602 : : : �OPT(L) + 4Z:Os mesmos limites para valores de m entre 1 e 10 apresentados na Tabela 4.2 valem para oAlgoritmo SS(t)m .5.4 Caso om Rota�~ao em Torno do Eixo zObservamos que neste problema n~ao podemos reparametrizar a aixa B = (a; b;1) para B =(1; 1;1). Uma reparametriza�~ao deste tipo poderia fazer om que aixas que n~ao poderiam sergiradas, possam ser em aixas B = (1; 1;1).Em 1990, Li e Cheng [41℄ apresentaram o PETr omo um modelo para um problema deesalonamento de tarefas em sistemas de malha onexa partiion�avel . Neste problema, um on-junto de tarefas J1; J2; : : : ; Jn deve ser proessado em um sistema de malha onexa partiion�avelque onsiste de l � w elementos de proessamento ligados omo uma malha retangular. Cadatarefa Ji �e espei�ada por uma tripla Ji = (xi; yi; ti) indiando que uma submalha de tamanho(xi; yi) ou (yi; xi) �e requerida pela tarefa Ji, e ti �e seu tempo de proessamento (veja Figura5.7). O objetivo �e atribuir as tarefas para as submalhas de forma a minimizar o tempo total deproessamento.Apresentamos um algoritmo o�-line om um limite de desempenho assint�otio, para o asogeral, que pode se tornar t~ao pr�oximo de 2;67 quanto se queira. Para o aso on-line apresentamosum algoritmo om um limite de desempenho assint�otio que pode se tornar t~ao pr�oximo de 3;25quanto se queira.
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Figura 5.7: Esalonamento de proessos J1; J2; J3; : : : em omputador paralelo.5.4.1 Algoritmo RkNesta se�~ao, adaptamos o Algoritmo TRIk de forma que este se torne um algoritmo para o PETre mantenha o mesmo limite de desempenho assint�otio de 2;67 do Algoritmo TRIk.Primeiramente, vamos apresentar o Algoritmo COLUMNr que ser�a usado omo subrotina.Este algoritmo �e uma vers~ao modi�ada do Algoritmo COLUMN apresentado anteriormente egera um empaotamento parial de uma lista L.O empaotamento gerado pelo Algoritmo COLUMNr tamb�em onsistir�a de v�arias pilhas deaixas, referidas omo olunas. Cada oluna �e onstru��da oloando-se uma aixa no topo deoutra, e ada oluna onsiste apenas de aixas do tipo T 1 ou T 2.O Algoritmo COLUMNr �e tamb�em hamado om os parâmetros (L;T 1;T 2; [p1℄; [p2℄), e diferedo Algoritmo COLUMN no momento de empaotar uma nova aixa. Em ada itera�~ao, oalgoritmo esolhe uma oluna om a menor altura, digamos uma oluna dada pela posi�~ao pij,e empaota uma aixa n~ao empaotada b 2 L do tipo T i girando-a previamente de forma a terb 2 T i; atualizando a lista L depois de ada itera�~ao. Se n~ao existir aixa b deste tipo, ent~ao oalgoritmo termina retornando o empaotamento parial P de L.O seguinte lema sobre este algoritmo �e v�alido. A prova �e an�aloga �aquela feita para o Algo-ritmo COLUMN.



142 Problema de Empaotamento TridimensionalLema 5.4.1. Seja P o empaotamento de L0 � L gerado pelo Algoritmo COLUMN quandoapliado �as listas de tipos T 1 e T 2 e lista de posi�~oes pi1; pi2; : : : ; pini, i = 1; 2. Se S(b) � si � l �w,para todas as aixas b em T i, i = 1; 2, ent~ao H(P) � 1s1n1+s2n2 V (L0)l�w + Z.Os seguintes resultados referentes aos algoritmos OC, UDx e UDy s~ao adapta�~oes do PETpara o PETr.Lema 5.4.2. Se P �e o empaotamento gerado pelo Algoritmo OC quando apliado �a lista L e s�e uma onstante, tal que S(b) � s � l � w para todas as aixas b em L, ent~ao H(P) � V (L)s�l�w .Lema 5.4.3. Se P �e o empaotamento gerado pelo Algoritmo OC quando apliado �a lista L talque b 2 P4 e (�(b) 2 P4 ou �(b) =2 Cxy [0; 1 ; 0; 1℄) ent~ao H(P) = OPT(L).Lema 5.4.4. Seja L uma instânia para o PETr tal que b 2 C �12 ; 1 ; 0; 1� (resp. b 2 Cxy �0; 1 ; 12 ; 1�)e ou x(b) � y(b) (resp. y(b) � x(b)) ou �(b) =2 Cxy [0; 1 ; 0; 1℄ (resp. �(b) =2 C [0; 1 ; 0; 1℄) paratodas as aixas b em L. Isto signi�a que duas aixas n~ao podem ser empaotadas lado a lado nadire�~ao do eixo x. (resp. dire�~ao do eixo y). Ent~ao o empaotamento P gerado pelo AlgoritmoUDx (resp. UDy) �e tal que H(P) � 54OPT(L) + 538 Z.Prova. Este resultado segue diretamente do Lema 5.3.12 e do fato que duas aixas n~ao podemser empaotadas lado a lado na dire�~ao do eixo x. (resp. dire�~ao do eixo y), mesmo se rota�~oess~ao permitidas.Agora podemos apresentar a desri�~ao do Algoritmo Rk. Basiamente, os passos do algoritmos~ao an�alogos �aqueles do Algoritmo TRIk apresentado anteriormente para o PET. A prinipaldiferen�a reside no tratamento de algumas aixas, j�a que agora estas podem sofrer rota�~oes etemos de trat�a-las diferentemente para obter inequa�~oes v�alidas om respeito ao empaotamento�otimo.Algoritmo RkEntrada: Lista de aixas L.Sa��da: Empaotamento P de L em B = (l; w;1).1 Gire todas as aixas b que est~ao em }4 de tal forma que �(b) 2 }1 [ }2 [ }3./* I.e., Seja R1  fb 2 L \ }4 : �(b) 2 }1 [ }2 [ }3g. L (L n R1)S �(R1). */2 Gire todas as aixas b de L que est~ao }2 [ }3 tal que �(b) 2 }1.3 PAB  COMBINE-ABxyk (L; xy-type; C1; C1;COLUMNr)).Atualize(L).4 Se xy-type(L;Axyk ) = ; ent~ao4.1 Gire as aixas de L \ }2 que se enaixam em }3.



5.4 Caso om Rota�~ao em Torno do Eixo z 1434.2 Gire as aixas de L\(}2[}4) tal que se b 2 L\(}2[}4) ent~ao x(b) � y(b) ou �(b) =2 C1.4.3 Subdivida a lista L em L1; : : : ; L25 omo segue (veja a Figura 4.12).Li  LT C h12 ; 1 ; 1i+2 ; 1i+1i; para i = 1; : : : ; 16 L17  LT C �12 ; 1 ; 0; 118�;L18  LT C �13 ; 12 ; 13 ; 12�; L19  LT C �13 ; 12 ; 14 ; 13�;L20  LT C �13 ; 12 ; 0; 14�; L21  LT C �14 ; 13 ; 13 ; 12�;L22  LT C �14 ; 13 ; 0; 13�; L23  LT C �0; 14 ; 13 ; 12�;L24  LT C �0; 14 ; 14 ; 13�; L25  LT C4;LC  LTC �12 ; 1 ; 12 ; 1t � L0D  L1T C [0; t ; 0; 1℄;L00D  L18T C [0; t ; 0; 1℄ LD  L0DSL00D:onde t = 0;46588.4.4 Gere empaotamento PCD omo segue.(PCD0 ; LCD0) COLUMN(LC ; [(0; 0)℄; L0D ; [(0; 1 � t)℄);(PCD00 ; LCD00) COLUMN(LC n LCD0 ; [(0; 0)℄; L00D ; [(0; 1 � t); (12 ; 1� t)℄);PCD  PCD0kPCD00 .LCD  LCD0 SLCD00 ;L1  L1 n LCD;L18  L18 n LCD.4.5 Gere empaotamentos P1; : : : ;P25 omo segue.Pi  NFDHy(Li) para i = 1; : : : ; 22;Pi  NFDHx(Li) para i = 23; 24;P25  LL(L25; 4).4.6 Atualize L removendo as aixas empaotadas. Note que L � }2 [ }4.4.7 Se LC � LCDent~ao (Caso 1) p 0;441328; /* LC �e totalmente empaotado */ (veja Figura 5.3)sen~ao (Caso 2) p 0;451600; /* LD �e totalmente empaotado */ (veja Figura 5.4)4.8 LE  L \ C �12 ; 1� p ; 12 ; 1�;L0F  L \ C �19 ; p ; 12 ; 1�;L00F  L \ C � 118 ; 19 ; 12 ; 1�;LF  L0F [ L00F ;4.9 (PEF 0 ; LEF 0) COLUMN(LE ; [(0; 0)℄; L0F ; [(1 � p; 0)℄);(PEF 00 ; LEF 00) COLUMN(LE n LEF 0 ; [(0; 0)℄; L00F ; [(0; 1 � p); (0; 1 � p+ 19);: : : ; (0; 1 � p+ (b9p � 1)19 )℄); ;PEF  PEF 0kPEF 00 ;



144 Problema de Empaotamento TridimensionalLEF  LEF 0 [ LEF 00 .4.10 Se LE � LEF /* (Subaso 1) LE �e totalmente empaotado */ent~aoPUD  UDx(L);POC  OC((L n LEF ) \ }4);P2e  NFDHx((L n LEF ) \ C �0; 13 ; 0; 1�);P2d  NFDHx((L n LEF ) \ C �p; 12 ; 0; 1�);P 0  POCkP2ekP2dkPEF ;P 00  fP 2 fPUD;P 0g : H(P) �e m��nimo g;Paux  PABkPCDkP1k : : : kP25.Seja L00 e Laux listas de aixas empaotadas em P 00 e Paux, resp.P  PauxkP 00.4.11 Se LF � LEF /* (Subaso 2) LF �e totalmente empaotada */ent~aoPOC  OC((L n LEF ) \ }4);P2e  NFDHx((L n LEF ) \ C �0; 118 ; 12 ; 1�);P2d  NFDHx((L n LEF ) \ C �p; 1 ; 12 ; 1�);P 0  POCkPEF ;Paux  PABkPCDkP2ekP2dkP1k : : : kP25;Seja L0 e Laux as listas de aixas empaotadas em P 0 e Paux, resp.P  PauxkP 0.5 Sen~ao, gere um empaotamento P de L omo no passo 3 (de forma sim�etria).6 Retorne P.Fim algoritmo.O pr�oximo teorema nos d�a um limite de desempenho assint�otio para o Algoritmo Rk quandok !1.Teorema 5.4.5. Para qualquer instânia L do PETr, temos queRk(L) � �k �OPT(L) +�2k + 5978 �Z;onde �k ! 2;6607 : : : �a medida que k !1.Prova. Apresentamos a prova para o aso onde todas as aixas do tipo (xy-type) Axyk foramempaotadas (passo 4). A prova para o outro aso (passo 5) �e an�aloga. Esta prova �e subdivididaem 4 asos, de aordo om os passos 4.7 (LC � LCD), 4.10 (LE � LEF ) e 4.11 (LF � LEF ).



5.4 Caso om Rota�~ao em Torno do Eixo z 145Como muitos passos do Algoritmo Rk s~ao similares aos do Algoritmo TRIk do PET, muitasdas inequa�~oes obtidas nas an�alises de TRIk s~ao v�alidas para este algoritmo. N�os apenas asmenionaremos nas a�rma�~oes que fazemos a seguir.Caso 1.1. (LC � LCD) e (LE � LEF ).A�rma�~ao 1.1.H(P 00) � 1(1� p)(1� t) V (L00)l � w + 4Z e H(Paux) � 1r1 V (Laux)l � w + (2k + 68)Z:Sejam H1 := H(P 00)� 538 Z e H2 := H(Paux)� (2k + 68)Z.Usando a de�ni�~ao de H1 e H2 nas duas inequa�~oes aima, obtemos queOPT(L) � V (L)l � w = V (L00)l � w + V (Laux)l � w � (1� p)(1� t)H1 + r1H2;i.e., OPT(L) � (1� p)(1� t)H1 + r1H2: (5.41)Note que dos passos 1, 2, 4, 4.1 e 4.2 onlu��mos que a lista L00 satisfaz a ondi�~ao do Lema5.4.4. Portanto, temosH(P 00) � UDx(L00) � 54OPT(L00) + 538 Z � 54OPT(L) + 538 Z;i.e., OPT(L) � 45H1: (5.42)Conseq�uentemente, das inequa�~oes (5.41) e (5.42) temos queOPT(L) � maxf45H1; (1� p)(1� t)H1 + r1H2g:Das de�ni�~oes de H1 e H2, temos queH(P) = H(P 00) +H(Paux) = H1 +H2 +�2k + 5978 �Z:Usando a �ultima inequa�~ao, temos queH(P) �  H1 +H2maxf45H1; (1� p)(1� t)H1 + r1H2g!OPT(L) +�2k + 5978 �Z:Mais ainda, para o Algoritmo TRIk provamos que�0k(r1) = 4� 5(1 � p)(1� t) + r14r1 � H1 +H2maxf45H1; (1� p)(1� t)H1 + r1H2g



146 Problema de Empaotamento Tridimensionale portanto, H(P) � �0k(r1) �OPT(L) +�2k + 5978 �Z:Como r1 ! 49 �a medida que k ! 1, podemos onluir que �0k(r1) ! 2;66076 : : : �a medida quek !1.Caso 1.2. (LC � LCD) e (LF � LEF ).A�rma�~ao 1.2.H(P 0) � 1(1� t)=2 V (L0)l � w + 2Z; e H(Paux) � 1p V (Laux)l � w + (2k + 70)Z:Sejam H1 := H(P 0)� 2Z e H2 := H(Paux)� (2k + 70)Z.Ent~ao, temos OPT(L) � V (L0)l � w + V (Laux)l � w � 1� t2 H1 + pH2: (5.43)Note que ada aixa em L0 \}4 onsiderada no passo 4.11, n~ao pode ser girada, ou se puder,esta se enontra em }4 novamente. Portanto, podemos onluir queOPT(L) � OPT(L0) � H1: (5.44)Proedendo omo no Caso 1.1., usando as inequa�~oes (5.43) e (5.44) temos queH(P) � �00k �OPT(L) + (2k + 72)Z;onde �00k = 1+t+2p2p .Assim, das an�alises dos subasos 1.1 e 1.2 podemos onluir queRk(L) � �k �OPT(L) +�2k + 5978 �Z;onde �k ! �0k(49) = �00k = 2;66076 : : : �a medida que k !1.Caso 2.1. (LD � LCD) e (LE � LEF ).A�rma�~ao 2.1.H(P 00) � 1(1� p)12 V (L00)l � w + 538 Z e H(Paux) � 1t V (Laux)l � w + (2k + 68)Z:Sejam H1 := H(P 00)� 538 Z e H2 := H(Paux)� (2k + 68)Z.Ent~ao, temos OPT(L) � V (L00)l�w + V (Laux)l�w � 1�p2 H1 + t � H2.



5.4 Caso om Rota�~ao em Torno do Eixo z 147Usando a mesma id�eia do aso 1.1., temos que OPT(L) � OPT(L00) � 45H1; e portanto,temos H(P) � �0k(r1)OPT(L) + �2k + 5978 �Z; onde �0k(r1) = 1t � 5(1�p)8t + 54 .Caso 2.2. (LD � LCD) e (LF � LEF ).A�rma�~ao 2.2.H(P 0) � 4V (L0)l � w + 2Z; e H(Paux) � 1p V (Laux)l � w + (2k + 70)Z:Seja H1 := H(P 0)� 2Z e H2 := H(Paux)� (2k + 70)Z.Neste aso podemos obter OPT(L) � V (L0)l�w + V (Laux)l�w � 14H1 + pH2 e OPT(L) � H1.Portanto, H(P) � �00k �OPT(L) + (2k + 72)Z; onde �00k = 3+4p4p .Assim, para o dado valor de p, omo no aso anterior, podemos onluir queH(P) � �k �OPT(L) +�2k + 5978 �Z;onde �k ! �0k(49 ) = �00k = 3+4p4p = 2;66076 : : : �a medida que k !1.O teorema segue das onlus~oes obtidas em todos os asos analisados.Os seguintes resultados provados para o Algoritmo TRIk tamb�em s~ao v�alidos para este al-goritmo e podem ser provados analogamente.Corol�ario 5.4.6. Para qualquer instânia L do PETr e k � 6 temosRk(L) � k �OPT(L) +�2k + 5978 �Z;onde k < 2;67:Proposi�~ao 5.4.7. O limite de desempenho assint�otio do Algoritmo Rk, k � 6, est�a entre 2;5e 2;67.Prova. Segue diretamente do Corol�ario 5.4.6 e do Lema 5.3.17 (usando m = 4).



148 Problema de Empaotamento Tridimensional5.4.2 Empaotamento em Caixa de Fundo QuadradoNesta se�~ao, onsideraremos o aso do PETr quando B tem fundo quadrado. Sem perda degeneralidade, onsideraremos o PETr(1; 1).Primeiramente, apresentaremos um algoritmo hamado NFDHxyp , 0 < p < 1, que ser�a usadoomo subrotina. Este algoritmo se assemelha ao Algoritmo NFxyp desenvolvido para o PEPr.Este algoritmo empaota as aixas de L em uma aixa B = (1; 1;1), da seguinte maneira.Primeiro, o Algoritmo NFDHxyp ordena L de forma n~ao-resente de altura, ent~ao ele ome�a aempaotar ada aixa na ordem dada por essa ordena�~ao, gerando um empaotamento divididoem n��veis. O Algoritmo NFDHxyp divide ada n��vel em duas partes; primeiro ele empaota naregi~ao [0; 1)� [0; p) e ent~ao empaota na regi~ao [0; 1)� [1� p; 1). As aixas s~ao empaotadas naregi~ao [0; 1)� [0; p) usando o Algoritmo NFDHx, at�e que uma aixa bi n~ao possa ser empaotadano mesmo n��vel, ent~ao NFDHxyp usa o Algoritmo NFDHy para empaotar aixas �(bi); �(bi+1); : : :na regi~ao [0; 1) � [1 � p; 1) at�e que uma aixa bk n~ao possa ser empaotada no mesmo n��vel.Neste ponto, o Algoritmo NFDHxyp onsidera as duas partes omo sendo um n��vel e ontinuaa empaotar a aixa bk em um novo n��vel. O proesso ontinua at�e que todas as aixas em Ltenham sido empaotadas.Outra variante do algoritmo aima �e hamado de NFDHyxp . Este Algoritmo �e similar aoAlgoritmo NFDHxyp , exeto que NFDHyxp primeiro empaota aixas b om x(b) � p, na dire�~aodo eixo y, e ent~ao empaota as pr�oximas aixas na dire�~ao do eixo x.Antes de apresentar o Algoritmo BS, de�niremos outra nota�~ao para espei�ar a parti�~aoda lista L. Denote por X 0 o onjunto de aixas dado por X 0 = fbi = (xi; yi; zi) : yi � 1� xig.A estrat�egia deste algoritmo tamb�em �e a de dividir a lista de entrada em sublistas, ombinare apliar algoritmos apropriados para ada uma delas. Quando a aixa B tem fundo quadrado,apenas apliando algoritmos apropriados para as sublistas, omo apresentadas na Figura 5.8, �eposs��vel obter um empaotamento dividido em duas partes. Um empaotamento om garantiade �area 49 e outro empaotamento �otimo om garantia de �area 14 . Assim, usamos a estrat�egia deombinar onjuntos r��tios para melhorar uma dessas fra�~oes.Algoritmo BSEntrada: Lista de aixas L.Sa��da: Empaotamento P de L dentro de B = (1; 1;1).1 Seja p 0;43322958 e q  1� p.2 Gire as aixas de L de tal forma que para ada aixa b, x(b) � y(b).3 Divida L nas sublistas L01; L02; L03; LA; LB ; LC ; L4; : : : ; L14 , omo segue (veja a Figura 5.8).



5.4 Caso om Rota�~ao em Torno do Eixo z 149L01  LT C [q; 1 ; q; 1℄; LA  LT C �12 ; q ; 12 ; 1�; L02  LT C �p; 12 ; 12 ; 1� n X 0;LB  LT C �13 ; p ; 12 ; 1� n X 0; L03  LT C �p; 12 ; 13 ; 12�; LC  LT C �13 ; p ; 13 ; 12�;L4  LT C �14 ; 13 ; 23 ; 1�; L5  LT C �15 ; 14 ; 23 ; 1�; L6  LT C �0; 15 ; 813 ; 1�;L7  LT C �13 ; 12 ; 12 ; 23�TX 0; L8  LT C �14 ; 13 ; 12 ; 23�; L9  LT C �15 ; 14 ; 12 ; 23�;L10  LT C �0; 15 ; 12 ; 813�; L11  LT C �14 ; 13 ; 13 ; 12�; L12  LT C �0; 14 ; 13 ; 12�;L13  LT C �0; 13 ; 14 ; 13�; L14  LT C �0; 14 ; 0; 14�:
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Figura 5.8: Parti�~ao da lista L gerada pelo Algoritmo BS.4 (PAB ; LAB) COLUMN(LA; [(0; 0)℄; LB ; [(q; 0)℄);5 (PAC ; LAC) COLUMN(LA n LAB; [(0; 0)℄; LC ; [(q; 0); (q; 12)℄);6 L1  (L01 [ LA) n (LAB [ LAC);L2  (L02 [ LB) n LAB;L3  (L03 [ LC) n LAC .7 Obtenha um empaotamento P7 de L7 da seguinte maneira.7.1 Ordene L7 em ordem n~ao-resente de altura.



150 Problema de Empaotamento Tridimensional7.2 Construa uma parti�~ao de L7 dado por L17; L27; : : : ; Ln77 tal que8><>: L7 = L17kL27k : : : kLn77 ;jLi7j = 3; i = 1; : : : ; n7 � 1;jLn77 j � 3:7.3 Gere um empaotamento Pi7 de Li7, i = 1; : : : ; n7 omo segue7.3.1 Esolha b 2 Li7, tal que x(b) �e m��nimo.7.3.2 Empaote �(b) na posi�~ao (0; 1 � x(b)) e as aixas em Li7 n fbg nas posi�~oes(0; 0) e (12 ; 0) .7.4 P  P17k : : : kPn77 ;8 P 0  OC(L1)kPABkPAC ;9 Paux  NFDHx(L2)k : : : kNFDHx(L6)kP7kNFDHxy23 (L8)kNFDHxy23 (L9)kNFDHxy813 (L10)kNFDHx(L11)k : : : kNFDHx(L13)kLL(L14);10 P  P 0kPaux.11 Retorne P.Fim algoritmo.Teorema 5.4.8. Para qualquer lista L para o PETr, onde B tem fundo quadrado, a seguinteinequa�~ao �e v�alida BS(L) � 2;5273 �OPT(L) + 15Z:Prova. Na Figura 5.8 ilustramos a parti�~ao de L em sublistas, e os valores em ada sublistarepresentam a �area garantida para ada uma delas. A demonstra�~ao destas garantias de �areasegue da mesma forma omo feito anteriormente. Talvez o �unio empaotamento diferente sejao feito para a lista L7. Observe que da forma omo a lista L7 foi de�nida, �e sempre poss��velempaotar três aixas de L7 no mesmo n��vel. Para os passos 3 e 4, podemos onluir que ou LA�e totalmente empaotado ou LB[LC �e totalmente empaotado em PABkPAC . Assim, dividimosa prova em dois asos.Caso 1. LA �e totalmente empaotado em PABkPAC .Temos aqui que H(P 0) � 1q2V (L0) + 2Z;H(Paux) � 94V (Laux) + 13Z;H(P 0) � OPT(L) + 2Z:



5.4 Caso om Rota�~ao em Torno do Eixo z 151Como feito anteriormente, temos H(P) � �1 � OPT(L) + 15Z; onde �1 � H1+H2maxfH1;q2H1+ 49H2g �2;5272 : : : :Caso 2. (LB [ LC) �e totalmente empaotado em PABkPAC .Temos aqui que H(P 0) � 4V (L0) + 2Z;H(Paux) � 12pqV (Laux) + 13Z;H(P 0) � OPT(L) + 2Z:Analogamente, temos H(P) � �2 �OPT(L) + 15Z, onde �2 � H1+H2maxfH1; 14H1+2pqH2g � 2;5272 : : : :O teorema segue dos dois asos aima.Proposi�~ao 5.4.9. O limite de desempenho assint�otio do Algoritmo BS est�a entre 2;5 e 2;5273.Prova. Segue diretamente do Teorema 5.4.8 e do Lema 5.3.17 (usando m = 4).5.4.3 Empaotamento On-Line em Caixa de Fundo QuadradoUma das prinipais aplia�~oes do problema de empaotamento tridimensional ortogonal z-orientado �e o problema de esalonamento de proessos em omputadores paralelos om topologiaem forma de malha.Quando os proessos a serem esalonados podem ser exeutados em bath isto �a vi�avelpara algoritmos o�-line, mas muitas vezes h�a uma neessidade de esalonamento dos proessos�a medida que s~ao requisitados. E neste aso preisamos apliar algoritmos on-line.Na grande maioria das vezes, a malha de proessadores �e de dimens~ao quadrada [42℄. Comesta restri�~ao podemos apliar a mesma id�eia usada no algoritmo RRk para o problema do PETre onstruir um algoritmo om limite de desempenho assint�otio que pode se tornar t~ao pr�oximode 2;6875 quanto se queira.O algoritmo que apresentamos, o qual denominamos de RR(3)k;p usa a mesma t�enia dearredondamento sobre a altura das aixas para uma potênia de p, 0 < p < 1, usada parao Algoritmo SRR(3)m;p. Uma vez que as alturas s~ao arredondadas, o empaotamento de ada aixase resume em um problema de empaotamento bidimensional on-line. E para isso usaremos oalgoritmo RRk.Vamos supor que B = (1; 1;1) e seja T um n�umero tal que T � maxfz() :  2 Lg.Normalize a altura T para 1 e todas as aixas de L na mesma propor�~ao. Considere L omosendo a lista j�a normalizada.



152 Problema de Empaotamento TridimensionalTodos os algoritmos desta se�~ao têm omo entrada um parâmetro p, 0 < p < 1, e umempaotamento produzido por estes algoritmos onsiste de n��veis, sendo que ada n��vel temaltura pi, i � 0, i inteiro.Algoritmo RR(3)k;pEntrada: Lista de aixas L = (b1; : : : ; bn).Sa��da: Empaotamento de L em aixa B = (1; 1;1) para o PETr.1 P  ;.2 Para i = 1 at�e n fa�a2.1 Seja j � 0 tal que bi �e uma j-aixa.2.2 Seja Nj o onjunto de j-n��veis gerados at�e o momento.2.3 Use o algoritmo RRk para empaotar bi nos n��veis Nj , visualizando ada n��vel de Njomo uma plaa (1; 1) e bi omo um retângulo (x(bi); y(bi)). Caso neess�ario, rie umnovo n��vel em P de forma que se x(bi) > 12 e y(bi) > 12 ent~ao este n��vel tem alturaz(b), aso ontr�ario, o novo n��vel riado tem altura pj .3 Retorne P.Fim algoritmo.Teorema 5.4.10. Considere uma instânia do PETr que onsiste de uma lista L de aixas aserem empaotadas em uma aixa B = (1; 1;1). Ent~ao,RR(3)k;p(L) � �k;p �OPT(L) +�k + 141� p �Z;onde limk!1;p!1�k;p � 2;6875.Prova. Sejam L0 = fb 2 L : x(b) > 12 e y(b) > 12g;L00 = L n L0;L00i = L00 \ Z[pi+1; pi℄e N 00i o n�umero de i-n��veis gerados para as aixas de L00i . Seja h1 a altura do empaotamentoformado pelas aixas de L0 e h2 a soma das alturas dos n��veis de Si�0N 00i menos k+141�p . Com issotemos que, V (L0) > 14h1 (5.45)OPT(L) � h1: (5.46)



5.4 Caso om Rota�~ao em Torno do Eixo z 153Pela inequa�~ao (4.40) temos queS(L00i ) � r1 � (N 00i � k � 14);e portanto, temos que V (L00) = Xi�0 V (L00i )> Xi�0 pi+1S(L00i )� p � r1Xi�0 pi(N 00i � k � 14)= p � r10�Xi�0 piN 00i � (k + 14)Xi�0 pi1A :Assim, h2 =Xi�0 piN 00i � (k + 14)1� p � V (L00)p � r1 :Usando as mesmas t�enias usadas anteriormente, podemos obter queRR(3)k;p(L) � �k;p �OPT(L) +�k + 141� p �Z;onde �k;p � h1+h2maxfh1; 14h1+p�r1�h2g. Assim, limk!1;p!1�k;p � 2;6875.5.4.4 Algoritmo OTRINesta se�~ao, usamos o Algoritmo OBIp para desenvolver um algoritmo on-line para o problemade empaotamento tridimensional usando rota�~oes ortogonais. Este algoritmo pode ter seu limitede desempenho assint�otio t~ao pr�oximo de 3;25 quanto se queira.Algoritmo OTRIpEntrada: Lista de aixas L = (1; : : : ; n).Sa��da: Empaotamento on-line de L em B = (a; b;1), permitindo rota�~oes ortogonais.1 Empaote as aixas b 2 L na ordem dada por L.1.1 Seja i tal que pi+1 < z(b)Z � pi.1.2 Empaote b nos i-n��veis usando o Algoritmo OBI, onsiderando ada n��vel omo umaplaa (a; b) e a aixa b omo um retângulo (x(b); y(b)).1.3 Caso o Algoritmo OBI n~ao tenha onseguido empaotar b (no passo 1.2) nos n��veis j�aexistentes, ent~ao empaote b em um novo n��vel da seguinte maneira.



154 Problema de Empaotamento Tridimensional1.3.1 Se fb; �(b)g \ (}1 [ }2 [ }3) 6= ; ent~ao empaote b em um novo n��vel de alturapi usando o Algoritmo OBI.1.3.2 Caso ontr�ario, empaote b (sozinho) em um novo n��vel de altura z(b).5 Retorne P.Fim algoritmo.O seguinte resultado �e valido para o Algoritmo OTRIp.Teorema 5.4.11. Para qualquer instânia L do PETr, temos queOTRIp(L) � �p �OPT(L) + 101� pZ;onde �p ! 3;25 �a medida que p! 1.Prova. Seja L1 a lista de aixas que foram empaotadas no passo 1.3.2 e L2 := L n L1, Li2 :=L2 \ Z[pi+1; pi℄.SejaN 00i o n�umero de i-n��veis gerados para as aixas de Li2. Seja h1 a altura do empaotamentoformado pelas aixas de L1 e h2 a soma das alturas dos n��veis gerados para as aixas de L2 menos101�pZ. Com isso temos que, V (L1)ab > 14h1 (5.47)OPT(L) � h1: (5.48)Pela inequa�~ao (4.45) temos que S(Li2)ab � 13ni2;onde ni2 �e o n�umero de n��veis gerados para o empaotamento de Li2, menos 10.Portanto, temos que V (L2) = Xi�0 V (Li2)� Xi�0 pi+1S(Li2)� p � 13Xi�0 pi(N 00i � 10)= p � 13 0�Xi�0 piN 00i � 10Xi�0 pi1A := p � 13 � h2:



5.5 Resumo dos Algoritmos 155Usando as mesmas t�enias usadas anteriormente, podemos obter queOTRIp(L) � �p �OPT(L) +� 101� p�Z;onde �p � h1+h2maxfh1; 14h1+p� 13 �h2g . Assim, limp!1 �p � 3;25.5.5 Resumo dos AlgoritmosA seguir apresentamos um resumo dos algoritmos, para o problema de empaotamento tridi-mensional, nas duas tabelas seguintes.Os algoritmos desenvolvidos nesta tese est~ao marados om ? na oluna da referênia.
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ProblemadeEmpaotamentoTridimensional

Algoritmos para o PETAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoSTP(t)m o�-line �(STP(t)m ) O(m � Z) ? Caixas de L t^em fundo pequenoISRRm;p on-line � �m+2m+1�2 + 2m(m+1) O � m21�p�Z ? Caixas de L t^em fundo pequenoLS o�-line 2;5425 1018 Z ? Caixas de L t^em fundo quadradoCQQ o�-line 2;6875 2Z [40℄ Todas as aixas t^em fundo quadradoSS(t)1 o�-line 2;3605 : : : 4Z ? Todas as aixas t^em fundo quadradoSS(t)m o�-line �(SS(t)m ) 4Z ? Todas as aixas t^em fundo quadrado e pequenoTRIk o�-line � 2;6607 : : : �2k + 5978 �Z ? Caso GeralFFLSr;s on-line � 2;89 O � 1(1�r) 1(1�s)�Z [44℄ Caso GeralAlgoritmos para o PETrAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoC�m o�-line �m+1m �2 6Z [46℄ Caixas de L t^em fundo pequenoSRR(3)m;p on-line � �m+1m �2 O � m21�p�Z ? Caixas de L t^em fundo pequenoBS o�-line 2;5273 : : : 15Z ? Caixa B tem fundo quadradoRR(3)k;p on-line � 2;6875 O � k1�r�Z ? Caixa B tem fundo quadradoRk o�-line � 2;6607 : : : �2k + 5978 �Z ? Caso GeralOTRIp on-line � 3;25 O � 101�p�Z ? Caso Geral



Cap��tulo 6Problema de Empaotamento emContêineres
6.1 Introdu�~ao
O tema entral deste ap��tulo �e o Problema de Empaotamento em Contêineres. Tratamos aquiduas vers~oes deste problema: a totalmente orientada, denotada por PEC, e a vers~ao em querota�~oes ortogonais s~ao permitidas, denotada por PECr.Os primeiros a apresentar um algoritmo de aproxima�~ao para o PEC foram Coppersmithe Raghavan [12℄, que desenvolveram um algoritmo om limite de desempenho assint�otio 6;25.Para esta mesma vers~ao totalmente orientada, Li e Cheng [39℄ apresentaram um algoritmo que �euma generaliza�~ao do Algoritmo HM do Problema de Empaotamento Unidimensional, obtendoum limite de desempenho assint�otio que pode se tornar t~ao pr�oximo de 4;84 quanto se queira.Este mesmo limite �e tamb�em atingido por um outro algoritmo desenvolvido por Csirik e vanVliet [14℄. Esses dois �ultimos algoritmos s~ao on-line. Este �e o melhor limite de desempenhoassint�otio onheido para este problema.Blitz, van Vliet e Woeginger [4℄ mostraram que algoritmos on-line para o PEC (PECr) n~aopodem ter limite de desempenho assint�otio menor que 2;111.N~ao enontramos na literatura resultados sobre algoritmos de aproxima�~ao para o PECr.Apresentamos um algoritmo para o aso geral do PECr om limite de desempenho assint�otion~ao maior que 4;883. Para o aso espeial de empaotamentos de ubos em ubos apresentamosum algoritmo om limite de desempenho n~ao maior que 3;467. Para o aso on-line, apresentamosum algoritmo om um limite de desempenho assint�otio 6;25. Tamb�em apresentamos algoritmospara o aso espeial onde as aixas têm dimens~oes pequenas.157



158 Problema de Empaotamento em Contêineres6.2 De�ni�~oesA seguir, de�nimos os dois problemas abordados neste ap��tulo.Problema. Problema do Empaotamento em Contêineres (PEC): Dadas uma lista de aixas Le aixas B = (a; b; ), enontrar uma parti�~ao L1; : : : ; Lk de L e empaotamentos tridimension-ais orientados de Li em aixas B tal que k seja o menor poss��vel.Problema. Problema do Empaotamento em Contêineres om Rota�~ao (PECr) Dadas umalista de aixas L e aixas B = (a; b; ), enontrar uma parti�~ao L1; : : : ; Lk de L e empaotamen-tos tridimensionais orientados de L0i 2 �(Li) em aixas B tal que k seja o menor poss��vel.A Figura 6.1 ilustra um empaotamento de aixas em ontêiners.

Figura 6.1: Exemplo de um empaotamento de aixas em ontêineres.O seguinte lema apresenta uma rela�~ao entre o volume garantido em ada ontêiner om seulimite de desempenho assint�otio.Lema 6.2.1. Seja L uma instânia do PEC (PECr) e P um empaotamento de L onde adaontêiner de P ont�em aixas om volume total de pelo menos v � a � b � , exeto talvez em umn�umero onstante C de ontêineres. Ent~ao,#(P) � 1v V (L)ab + C:A onstante v menionada no lema anterior �e hamada de garantia de volume do empaota-mento P.



6.3 Caso Orientado 1596.3 Caso OrientadoNesta se�~ao apresentamos algoritmos, on-line e o�-line, para o aso espeial onde todas as aixasde L têm dimens~oes pequenas; e algoritmos o�-line para o aso onde as aixas e os ontêineress~ao ubos.6.3.1 Algoritmo H3DDesrevemos a seguir um algoritmo para o PEC, denominado H3D (Hibrid 3-D bin pakingalgorithm). Este algoritmo usa a mesma estrat�egia apresentada no Algoritmo HFF, do problemade empaotamento em plaas. O Algoritmo HFF usa o Algoritmo FFDH para gerar n��veis (doPEF) e em seguida aplia o Algoritmo FF do PEU para empaotar os n��veis em plaas. OAlgoritmo H3D ontr�oi seu empaotamento de forma an�aloga e usa um algoritmo do PET paragerar n��veis e em seguida usa um algoritmo do PEU para empaotar estes n��veis em ontêineres.Os algoritmos do PET e do PEU n~ao s~ao �xos, mas s~ao parte da entrada omo subrotinas doAlgoritmo H3D. Este algoritmo ser�a usado omo subrotina de outros algoritmos desritos nasse�~oes seguintes.Algoritmo H3DzEntrada: Lista de aixas L.Subrotinas: Algoritmo Apet para o PET em n��veis e algoritmo Auni para o PEU.Sa��da: Empaotamento das aixas de L em ontêineres B = (a; b; ).1 P  Apet(L) .2 Seja N o onjunto de n��veis de P .3 Aplique o algoritmo Auni para empaotar os n��veis de N em ontêineres B. Cada n��velN 2 N , de altura zN , �e visto omo uma barra de altura zN , e ada ontêiner B �e vistaomo uma barra de altura . Seja Ph3d este empaotamento.4 Retorne Ph3d .Fim algoritmo.Denotamos por H3Dx e H3Dy as variantes deste algoritmo onde a gera�~ao dos n��veis e oempaotamento unidimensional destes �e feito na dire�~ao do eixo x e do eixo y, respetivamente.Note que se Apet e Auni forem algoritmos on-line, tal que os n��veis gerados por Apet têmaltura de�nida logo na sua gera�~ao, ent~ao o Algoritmo H3Dz, usando esses algoritmos, poder�aser implementado de forma a se tornar on-line.Denotamos por NFDH() o Algoritmo H3Dz que utiliza os algoritmos NFDH(t), do PET, eNF, do PEU, omo subrotinas.



160 Problema de Empaotamento em Contêineres6.3.2 Empaotamento de Caixas PequenasVejamos agora o aso em que as aixas da lista L têm dimens~oes pequenas. Para isso, onsidereo Algoritmo BI(t)m desrito para o PET. Podemos us�a-lo omo subrotina do H3D para gerarempaotamento de aixas om dimens~oes pequenas para o PEC.Algoritmo H3Dm(L;Auni)Entrada: Lista L de aixas om dimens~oes n~ao maiores que 1m .Sa��da: Empaotamento de L em ontêineres B = (1; 1; 1).1 Divida L em duas sublistas L1 e L2 tal queL1  L \Z[ 1m+ 1 ; 1m ℄; L2  L n L1;2 Pi  H3D(BI(t)m ; Li;Auni); i = 1; 2.3 Retorne P1 [ P2.Fim algoritmo.Lema 6.3.1. Seja L uma lista de aixas om dimens~oes n~ao maiores que 1m , m � 1. Ent~aoH3Dm(L;NF ) � �m+ 1m �3 V (L) + 14:Prova. O Algoritmo BI(t)m garante pelo menos �area de � mm+1�2 em todos os n��veis, exeto talvezem 6 n��veis. Considere os n��veis gerados pelo empaotamento da lista L1. Como �e poss��veloloar pelo menos m n��veis em ada ontêiner B, ada n��vel ontendo aixas om altura pelomenos 1m+1 , temos queV (L1) � m � 1m+ 1 � � mm+ 1�2 ((#(P1)� 1)� 6):Assim, #(P1) � �m+ 1m �3 V (L1) + 7:Da mesma forma, podemos provar o mesmo resultado para o empaotamento gerado para asaixas de L2.Seja P 02 um empaotamento gerado pelo Algoritmo BI(t)m para a lista L2. Note que P2 �egerado a partir dos n��veis de P 02. Como os n��veis em ada ontêiner de P2 obrem at�e pelomenos uma altura de �1� 1m+1�, exeto talvez no �ultimo ontêiner, temos queH(P 02) � �1� 1m+ 1� � (#(P2)� 1):



6.3 Caso Orientado 161Como H(P 02) � �m+1m �2 V (L2) + 6Z, pelo Lema 5.3.6, temos que�m+ 1m �2 V (L2) + 6m+ 1 � H(P 02) � �1� 1m+ 1� � (#(P2)� 1);e portanto, (#(P2)� 1) � �m+ 1m �"�m+ 1m �2 V (L2) + 6m+ 1#= �m+ 1m �3 V (L2) + 6m� �m+ 1m �3 V (L2) + 6:Assim, #(P2) � �m+ 1m �3 V (L2) + 7:A onlus~ao segue das inequa�~oes obtidas aima para #(P1) e #(P2).Teorema 6.3.2. Seja L uma lista de aixas om dimens~oes n~ao maiores que 1m . Ent~ao,H3Dm(L;NF) � �m+ 1m �3OPT(L) + 14:A seguir, apresentamos um outro algoritmo para empaotamento de itens pequenos, quefaz uma ombina�~ao de itens r��tios, usando a mesma t�enia do Algoritmo STPm. De fato,este algoritmo pode ser visto omo uma generaliza�~ao do Algoritmo STPm para o aso deempaotamento em ontêineres. Chamamos este algoritmo de SCPm.Algoritmo SCPmEntrada: Lista de aixas L � CxyzmSa��da: Empaotamento P das aixas de L em ontêineres B = (1; 1; 1).1 Sejam p p16m6+76m5+141m4+142m3+85m2+28m+4�2m3�7m2�7m�22m2(2+m2+3m) ; % 1m+2 < p < 1m+1q  1�pm ;k  2m2(m+2)4m3+11m2+7m+2�p85m2+141m4+142m3+28m+16m6+76m5+4 ;2 LA  L \ X [ 1m+1 ; q℄ \ Y[ 1m+1 ; q℄ \ Z[ 1m+1 ; q℄;3 PA  NFDH()(LA);SA  Conjunto de ontêineres em PA.% Note que dentro de ada ontêiner de SA h�a regi~oes (p; 1; 1), (1; p; 1) e (1; 1; p) vazias.4 Seja LxB;i  L \ Cxyz[ 1k ; p; 1k ; 1m ; 1i+1 ; 1i ℄, i = m; : : : ; k � 1.



162 Problema de Empaotamento em Contêineres5 Gere um empaotamento ombinando aixas de LA om aixas de LxB;1[ : : :[LxB;k da seguintemaneira.Aplique o Algoritmo NFx sobre a lista LxB;i para empaotar dentro da regi~ao (p; 1; 1) deada ontêiner em SA, oloando m � i aixas de LxB;i em ada regi~ao (p; 1; 1), exetotalvez na �ultima regi~ao usada.Seja PxAB;i o empaotamento onstru��do, que ombina aixas de LA e LxB;i.SA  SA n PxAB;i;PxAB  PxAB;1k : : : kPxAB;k�m.6 Construa empaotamentos PyAB e PzAB usando o proedimento desrito no passo 5, troandoas de�ni�~oes de onjunto de forma an�aloga.PAB  PxABkPyABkPzAB .Seja LAB a lista das aixas empaotadas em PAB.Atualize(L).7 Para i = 1; : : : ; k �m, sejamX 0i := f : 1m+i < x() � 1m+i�1g; X 0k�m+1 := f : 0 < x() � 1kg;Y 0i := f : 1m+i < y() � 1m+i�1g; Y 0k�m+1 := f : 0 < y() � 1kg;Z 0i := f : 1m+i < z() � 1m+i�1g; Z 0k�m+1 := f : 0 < z() � 1kg:Lrst  L \ X 0r \ Y 0s \Z 0t, 1 � r; s; t � k �m.8 Aplique uma variante do Algoritmo NFDH (a que garantir menor limite de desempenhoassint�otio) sobre as listas Lrst, gerando um empaotamento Prst, (r; s; t) 6= (k; k; k).9 Pkkk  H3Dm+k(Lkkk);10 Retorne a onatena�~ao de todos os empaotamentos gerados.Fim algoritmo.A prova do resultado a seguir �e an�aloga �a feita para o Algoritmo STPm. Assim, apenasapresentamos uma prova bem resumida.Teorema 6.3.3. Seja L uma lista de aixas om dimens~oes n~ao maiores que 1m . Ent~ao,SCPm(L) � �m �OPT(L) + �m;onde �m = 2m4+6m3+9m2+7m+2+p16m6+76m5+141m4+142m3+85m2+28m+42m2(m+1)2 e �m = O(m3).Prova. Consideramos dois asos. Primeiramente abordamos o aso em que todos os itens de LAs~ao empaotados em LAB (Caso 1); em seguida (Caso 2) analisamos a situa�~ao em que isto n~aoaontee.



6.3 Caso Orientado 163Caso 1. LA � LAB .Neste aso, tanto o empaotamento PAB quanto o empaotamento P1 têm garantia de volumede pelo menos m3(m+1)2 q. Esta garantia �e devido ao empaotamento de P1 que atribui m3 aixasem ada ontêiner (ada aixa om volume de pelo menos q 1m+1 1m+1 ), exeto talvez no �ultimo.O empaotamento PxAB;i, i = m; : : : ; k� 1 tem pelo menos garantia de volume m3 � 1m+1�3+m �i 1m+1 1i+1 1k � � mm+1�3 + m2k(m+1)2 . Substituindo o valor de k, temos que esta garantia de volume�e pelo menos m3(m+1)2 q. Os demais empaotamentos têm garantia de volume de pelo menosm2(m+1)(m+1)2(m+2) . Este m��nimo �e atingido para aixas na regi~ao Cxyz[ 1m+1 ; 1m ; 1m+1 ; 1m ; 1m+2 ; 1m+1 ℄ (ouem regi~oes sim�etrias a esta).Assim, temos o empaotamento dividido em duas partes. Uma parte, um empaotamentoassintotiamente �otimo om garantia de volume qm3(m+1)2 , e outra parte om garantia de volumem2(m+1)(m+1)2(m+2) .Usando esses resultados, podemos obter a inequa�~ao desejada.Caso 2. LB � LAB.Neste aso, podemos onseguir uma garantia de volume de pelo menos m3(m+1)3 para o empao-tamento P1kPAB (que �e um empaotamento assintotiamente �otimo), e de m2(m+1)(m+1)2 p para os de-mais empaotamentos. Este m��nimo sendo atingido por aixas na regi~ao Cxyz[ 1m+1 ; 1m ; 1m+1 ; 1m ; p; 1m+1 ℄.Estes valores nos permitem provar a inequa�~ao desejada, om �m omo espei�ado.A partir da prova dos dois asos aima, podemos onluir que este algoritmo tem um limitede desempenho assint�otio �m. O valor de p foi tomado de modo a termos o mesmo limite paraambos os asos.O valor de k foi tomado de forma a ser o menor inteiro positivo tal que m2(m+1)p(m+1)2 ��1� 1k�m2 � 1m+1�2 e � mm+1�3+ m2k(m+1)2 � m3(m+1)2 q. A onstante aditiva aompanhando o limitede desempenho assint�otio �e O(k3). Como k = O(m) temos que �m = O(m3).A Tabela 6.1 apresenta valores de �m (limites de desempenho assint�otio do AlgoritmoSCPm), para m entre 1 e 10. Indiamos tamb�em o respetivo valor de p = p(m).6.3.3 Empaotamento On-Line de Caixas PequenasEste algoritmo usa id�eia an�aloga �a do Algoritmo OFF(2)m . A lista de entrada L �e partiionadaem 3 sublistas. O algoritmo mant�em três tipos de ontêineres, uma para ada sublista.As aixas da primeira lista têm altura no intervalo (1=(m+1); 1=m℄. Assim, em ada ontêiners~ao aloados m n��veis. As aixas da primeira lista s~ao empaotadas nos n��veis deste tipo usando



164 Problema de Empaotamento em Contêineresm �(SCPm) p = p(m)1 6;022634 : : : 0;348422 : : :2 3;015766 : : : 0;261824 : : :3 2;232760 : : : 0;208430 : : :4 1;882391 : : : 0;172825 : : :5 1;685433 : : : 0;147514 : : :6 1;559705 : : : 0;128631 : : :7 1;472655 : : : 0;114015 : : :8 1;408887 : : : 0;102374 : : :9 1;360197 : : : 0;092884 : : :10 1;321820 : : : 0;085001 : : :Tabela 6.1: Valores de �(SCPm) e p = p(m) para valores de m entre 1 e 10.o algoritmo OFF(2)m . O mesmo �e feito para a segunda lista, sendo que as aixas desta listatêm altura no intervalo (1=(m + 2); 1=(m + 1)℄. Para a tereira lista, �e usado um esquema dearredondamento para uma potênia de p, 0 < p < 1, omo feito para o Algoritmo OFF(2)m .Novamente, para n~ao deixar o fator de perda onstante, devido ao arredondamento, p �e umafun�~ao de m.Algoritmo OFF(3)mEntrada: Lista L de aixas L om dimens~oes no m�aximo 1m .Sa��da: Empaotamento de L em ontêineres B = (1; 1; 1).1 Divida a lista L em sublistas L1; : : : ; L3 da seguinte formaL1  L \ Z[ 1m+1 ; 1m ℄;L2  L \ Z[ 1m+2 ; 1m+1 ℄;L3  L n (L1 [ L2):2 Gere o empaotamento P1 de L1 da seguinte maneira: Considere os n��veis de altura 1m geradosat�e o momento. Empaote a pr�oxima aixa n~ao empaotada de L1 nestes n��veis usando oAlgoritmo OFF(2)m . Caso neessite, gere um novo n��vel om altura 1m no �ultimo ontêiner,ou em um ontêiner novo, aso preise.3 Gere o empaotamento P2 de L2 de forma an�aloga ao onstru��do no passo 2, mas om n��veisde altura 1m+1 .4 P3  H3Dz(SRR(3)m;p; L3;FF), om p = m(m+2)(m+1)2 ;5 P  P1 [ : : : [ P3.6 Retorne P.



6.3 Caso Orientado 165Fim algoritmo.Novamente, este algoritmo n~ao �e on-line da forma omo foi desrito. Mas sua transforma�~aopara on-line �e simples. Deixamos esta transforma�~ao para o leitor interessado.Lema 6.3.4. Para toda lista L de aixas om dimens~oes no m�aximo 1m , m � 2, temos queOFF(3)m (L) � �m+ 1m �3 V (L) +O(m4):Prova. Seja Ni o n�umero de n��veis gerados para empaotar Li, i = 1; 2. Primeiramente, vamosanalisar o empaotamento P1 de L1. Como �e usado o Algoritmo OFF(2)m para empaotar aixasde L1 em n��veis de altura 1m , temosV (L1) � � 1m+ 1� � S(L1)� � 1m+ 1�� mm+ 1�2 � (N1 �O(m2)) (pelo Lema 4.4.8)� � 1m+ 1�� mm+ 1�2 � (m � (#(P1)� 1)�O(m2))= � mm+ 1�3#(P1)�O(m):O seguinte resultado pode ser provado de maneira an�aloga para o empaotamento P2 de L2.V (L2) � � mm+ 1�3#(P2)�O(m):Considere agora o empaotamento P3 de L3. Seja Li3, i � 0, as i-aixas de L3 e N i3 o n�umerode i-n��veis onstru��dos para Li3. Note que o Algoritmo SRR(3)m;p usa o Algoritmo OFF(2)m paraempaotar as aixas em n��veis. Assim, pelo Lema 4.4.7 temosV (Li3) � pi+1S(Li3)� pi+1 "� mm+ 1�2N i3 �O(m2)# :Logo, V (L3) = Xi�0 V (Li3)� Xi�0 pi+1 "� mm+ 1�2N i3 �O(m2)#



166 Problema de Empaotamento em Contêineres= p24� mm+ 1�2Xi�0 piN i3 �O� m21� p�35� p"� mm+ 1�2�1� 1m+ 2� (#(P3)� 1)�O� m21� p�# :Substituindo p, temos #(P3) � �m+ 1m �3 V (L3) +O(m4):O teorema segue das inequa�~oes provadas para os empaotamentos P1,P2 e P3.Com isto o seguinte resultado �e imediato.Teorema 6.3.5. Para toda lista de aixas L, onde nenhuma aixa de L tem dimens~ao maiorque 1m , m � 2, vale a seguinte inequa�~ao para o empaotamento em ontêineres (1; 1; 1).OFF(3)m (L) � �m+ 1m �3OPT(L) +O(m4):Usando a mesma estrat�egia usada para o Algoritmo IOFFm, podemos re�nar este algo-ritmo de modo a termos um limite de desempenho melhor que o apresentado para o Algo-ritmo OFF(3)m . Vamos hamar este algoritmo melhorado de IOFF(3)m . Este algoritmo proede daseguinte maneira. Primeiro, o algoritmo divide a lista L em duas sublistas, L1 e L2, ondeL1  L \ X [ 1m+ 1 ; 1m ℄ \ Y[ 1m+ 1 ; 1m ℄ \ Z[ 1m+ 1 ; 1m ℄;L2  L n L1:Para a lista L1, o Algoritmo IOFF(3)m empaota m3 aixas em ada ontêiner, exeto talvez no�ultimo. Como ada aixa tem volume maior que � 1m+1�3, o empaotamento de L1 tem garantiade volume de pelo menos � mm+1�3.Subdividindo a lista L2 e usando os algoritmos IOFFm e OFF(3)m podemos obter um empa-otamento de L2 om garantia de volume m �� 1m+1� �m �� 1m+1� � (m+1) �� 1m+2� = m2(m+1)(m+2) .Por �m, o Algoritmo IOFF(3)m retorna a onatena�~ao dos empaotamentos das listas L1 eL2. O seguinte resultado pode ser provado para este algoritmo.Teorema 6.3.6. Para toda lista de aixas L, onde nenhuma aixa de L tem dimens~ao maiorque 1m , m � 2, a seguinte inequa�~ao �e v�alida.IOFF(3)m (L) � �m �OPT(L) +O(m4);onde �m = h1+h2maxfh1;( mm+1)3h1+� m2(m+1)(m+2)�h2g � m4+5m3+10m2+7m+2m2(m+1)2 .



6.3 Caso Orientado 1676.3.4 Empaotamento de ubos em ubosMeir e Moser [45℄ provaram que se um onjunto L = (b1; : : : ; bn) de ubos, tem volume V (L) �l3 + (1 � l)3, onde l �e a dimens~ao do maior ubo de L, ent~ao, L pode ser empaotado em umubo unit�ario pelo Algoritmo NFDH(). De fato, eles provaram mais que isto,Teorema 6.3.7. Qualquer lista de ubos k-dimensionais L, om dimens~oes x1 � x2 � � � � �xn � � � � pode ser empaotado pelo Algoritmo NFDH() dentro de um retângulo k-dimensional detamanho a1�a2� : : :�ak se aj > x1, j = 1; : : : ; k e xk1+(a1�x1)(a2�x1) � � � (ak�x1) � V (L).Usando este resultado, �e f�ail derivar um algoritmo para empaotar ubos de dimens~oespequenas dentro de ubos (ontêineres). Usamos a mesma estrat�egia usada anteriormente noaso tridimensional. Dividimos a lista de entrada em duas partes. Apliamos um algoritmotrivial na primeira e usamos o resultado do Teorema 6.3.7 para empaotar a segunda lista (queont�em ubos menores que a primeira lista).Algoritmo CUBm(L)Entrada: Lista de ubos L = (b1; : : : ; bn) onde x(bi) � 1mSa��da: Empaotamento P de L em ubos B = (1; 1; 1)1 Partiione L em duas sublistas L1 e L2 da seguinte maneira.L1  fb 2 L : 1m+ 1 < x(b) � 1mg;L2  fb 2 L : 0 < x(b) � 1m+ 1g:2 P  NFDH()(L1).3 Gere um empaotamento P2 da lista L2 da seguinte maneira:3.1 Partiione a lista L2 em sublistas L12; L22; : : : ; Lk2, L2 = L12k : : : kLk2 , tal queLi2 = (bi1; bi2; : : : ; bini);S(Li2) � � 1m0�3 +�1� 1m0�3 ; i = 1; : : : ; k eS(Li2) + S(bi+11 ) > � 1m0�3 +�1� 1m0�3 ; i = 1; : : : ; k � 1;onde m0 = m+ 1.3.2 Pi2  NFDH()(Li2); para i = 1; : : : ; k;3.3 P2  P12k : : : kPk2 .



168 Problema de Empaotamento em Contêineres4 Retorne P1kP2.Fim algoritmo.Lema 6.3.8. Para toda lista de ubos L = (b1; : : : ; bn) tal que x(bi) � 1m , m � 2, a seguintedesigualdade �e v�alida para o empaotamento em ubos de dimens~oes (1,1,1).CUBm(L) � �m+ 1m �3 V (L) + 2:Prova.�E f�ail ver que para o empaotamento gerado para a lista L1 temos em ada ontêiner, exetotalvez no �ultimo, pelo menos m3 ubos, ada um om volume � 1m+1�3. Assim, temos#(P1) � �m+ 1m �3 V (L1) + 1: (6.1)Para o empaotamento da lista L2, temos que esta �e subdividida em sublistas L12; : : : ; Lk2. Noteque pelo Teorema 6.3.7 ada sublista Li2 �e empaotada pelo Algoritmo NFDH() em um ubounit�ario. Assim, temos que k = #(P2) e V (L2) � �1� 1m+1�3, i = 1; 2; : : : ; k � 1. Portanto,temos #(P2) � �m+ 1m �3 V (L2) + 1: (6.2)O lema segue das inequa�~oes (6.1) e (6.2).Teorema 6.3.9. Para toda lista de ubos L = (b1; : : : ; bn) tal que x(bi) � 1m , m � 2, a seguintedesigualdade �e v�alida para o empaotamento em ubos (ontêineres) de dimens~oes (1,1,1).CUBm(L) � �m+ 1m �3OPT(L) + 2:Proposi�~ao 6.3.10. O limite de desempenho assint�otio �m+1m �3 do Algoritmo CUBm �e justo.Prova. Para provar este resultado, onsidere uma lista de ubos L2 = L12kL22k : : : kLk2 ondeLi2 = (X;Y1; Y2; : : : ; Yt) onde X = � 1m+1 ; 1m+1 ; 1m+1� e Yj = (�; �; �), onde � �e um valor pequeno,m�ultiplo de � 1m+1� e V (X) +Ptj=1 V (Yj) = �1� 1m+1�3 + �3.Note que em um empaotamento gerado pelo Algoritmo CUBm, o volume oupado porada ontêiner �e de �1� 1m�3 + �3. Por outro lado, um empaotamento �otimo pode preenhertotalmente um ontêiner, exeto talvez o �ultimo ontêiner. Assim, oloando k grande e � bempequeno, �e poss��vel mostrar que o empaotamento gerado por esta instânia apresenta limite dedesempenho assint�otio que pode se tornar t~ao pr�oximo de �m+1m �3 quanto se queira.



6.3 Caso Orientado 169
L1

L2

L3

LA

LB

1 x

z
y

(1-p)1/3 p 1/2Figura 6.2: Conjunto de listas usadas no Algoritmo CUBO.A seguir, usamos a mesma t�enia de ombinar onjuntos r��tios para o aso espeial deempaotamento de ubos em ubos.Algoritmo CUBO1(L)Entrada: Lista de ubos L.Sa��da: Empaotamento P de L em ubos B = (1; 1; 1).1 Sejam L1; : : : ; L3; LA; LB sublistas de L da seguinte maneira.Li  L \ X [ 1i+1 ; 1i ℄ i = 1; 2; L3  L \ X [0; ; 13 ℄;LA  L1 \ X [12 ; (1� p)℄; LB  L2 \ X [13 ; p℄;onde p = 0; 354014:2 Gere um empaotamento parial PAB de LA [ LB, tal que PAB �e a onatena�~ao dos empa-otamentos P1AB ; : : : ;PkAB , onde PiAB �e um empaotamento em um ontêiner e ont�em umubo de LA e sete ubos de LB, exeto talvez no �ultimo ontêiner, que pode ter menosubos de LB . O empaotamento PAB deve onter, ou todos os ubos de LA ou todos osubos de LB.Atualize(L1; L2).3 Pi  NFDH()(Li), i = 1; 2;4 P3  CUB3(L3);5 Paux  P2kP3kPAB .6 Retorne P1kPaux.



170 Problema de Empaotamento em ContêineresFim algoritmo.Teorema 6.3.11. Para toda lista de ubos L, vale a seguinte desigualdade para o empaotamentode L em ubos B = (1; 1; 1). CUBO1(L) � 3;466 �OPT(L) + 4:Prova. Primeiramente, onsidere o empaotamento PAB . Como ada ontêiner de PAB , exetotalvez o �ultimo, ont�em um ubo de LA e sete de LB, temos que#(PAB) � 183=216V (LAB) + 1; (6.3)onde LAB �e o onjunto de ubos de L empaotados em PAB .Considere o empaotamento P3 da lista L3. Pelo Lema 6.3.8, temos#(P3) � 127=64V (L3) + 2: (6.4)A seguir, dividimos a demonstra�~ao em dois asos, onforme o passo 2 do algoritmo. Primeirose todos os ubos de LB foram empaotados em PAB (Caso 1), em seguida se todos os ubos deLA foram empaotados em PAB (Caso 2).Caso 1. LB �e totalmente empaotado em PAB .Como todos os ubos de L1 têm pelo menos 18 de volume,#(P1) � 11=8V (L1): (6.5)Neste aso, todos os ubos de L2 têm dimens~ao de pelo menos p. Como �e empaotado oito ubosde L2 por ontêiner, temos #(P2) � 18p3V (L2) + 1: (6.6)De (6.3), (6.4) e (6.6), e omo 8p3 = minf8p3; 83216 ; 2764g, obtemos#(Paux) � 18p3V (Laux) + 4: (6.7)Note que s�o podemos empaotar um ubo de L1 por ontêiner, portanto#(P1) � OPT(L): (6.8)Proedendo da mesma forma omo feito anteriormente, de�nindo h1 = #(P1) e h2 = #(Paux)�4,temos a partir das inequa�~oes (6.5), (6.7) e (6.8) queCUBO1(L) � �0 �OPT(L) + 4;



6.4 Caso Com Rota�~oes 171onde �0 = h1+h2maxfh1; 18h1+8p3h2g � 3;4652 : : :.Caso 2. LA �e totalmente empaotado em PAB.Neste aso, a garantia de volume para os ubos de L1 �e melhor que a onseguida no Caso 1.Cada ubo de L1 tem pelo menos dimens~ao de (1� p). Assim,#(P1) � 1(1� p)3V (L1):Para o empaotamento P2, obtemos uma garantia de pelo menos 827 de volume. O mesmo �ev�alido para os empaotamentos P3 e PAB . Portanto,#(Paux) � 18=27V (Laux) + 4:Do mesmo modo omo no aso 1, n~ao podemos empaotar dois ubos de L1 em um mesmoontêiner. Com isso, obtemos #(P1) � OPT(L):A partir destas inequa�~oes e proedendo omo feito para o aso 1, �e poss��vel obter queCUBO1(L) � �00 �OPT(L) + 4;onde �0 = h1+h2maxfh1;(1�p)3h1+ 827h2g � 3;4652 : : :.Proposi�~ao 6.3.12. O limite de desempenho assint�otio do Algoritmo CUBO1 est�a entre 3;074e 3;466.Prova. Considere a seguinte instânia. L = L1kL2, onde L1 = (X1;X2; : : : ;Xn1); Xi =�12 + �; 12 + �; 12 + �� e L2 �e a mesma instânia onstru��da para a Proposi�~ao 6.3.10 om os valoresde k = 5627n1 e m = 3.A id�eia por tr�as desta instânia �e obter um empaotamento �otimo de L em n1 ontêineres,sendo que ada ontêiner deste empaotamento �otimo ont�em uma aixa de L1 e todo o espa�orestante �e preenhido om aixas de L2. Assim, oloando � bem pequeno e n1 grande, temosque CUBO1(L)OPT(L) pode se tornar t~ao pr�oximo de n1+ 5627n1n1 quanto se queira. I.e., 8327 = 3;074 : : :.Novamente, o Algoritmo CUBO1 pode ser generalizado para o empaotamento de ubos emQxyzm . A seguinte tabela apresenta os limites que podem ser onseguidos para m entre 1 e 10.6.4 Caso Com Rota�~oesNesta se�~ao, abordamos o problema de empaotamento em ontêineres, permitindo-se rota�~aoortogonal em torno de qualquer um dos eixos. Apresentamos dois algoritmos para o aso geral



172 Problema de Empaotamento em Contêineresm �(CUBOm) p1 3;46520933 : : : 0;354014802 2;42362851 : : : 0;263558153 1;98710755 : : : 0;209166644 1;75134789 : : : 0;173203335 1;60493006 : : : 0;147732566 1;50557632 : : : 0;128768487 1;43390862 : : : 0;114108018 1;37984938 : : : 0;102438789 1;33765946 : : : 0;0929316010 1;30383840 : : : 0;08503735Tabela 6.2: Valores de �(CUBOm) e p = p(m) para valores de m entre 1 e 10.deste problema. Um algoritmo o�-line que pode ter um limite de desempenho assint�otio t~aopr�oximo de 4;883 quanto se queira e outro, on-line, om um limite de desempenho assint�otio6;25.6.4.1 Algoritmo BOXk;�Apresentamos um algoritmo, hamado BOXk;� om um limite de desempenho assint�otio quepode se tornar t~ao pr�oximo de 4;882 : : : quanto poss��vel. Este algoritmo �e o�-line e �e desritopara o problema de empaotar uma lista de aixas L em ontêineres B = (a; b; ) onde s~aopermitidas rota�~oes ortogonais em torno de qualquer eixo.Antes de apresentarmos este algoritmo preisamos de alguns proedimentos que ser~ao usadosomo subrotinas deste algoritmo. Vamos usar o mesmo esquema do Algoritmo COLUMNr usadopara o PETr. Assim, vamos apresentar uma modi�a�~ao deste algoritmo para o problema deempaotamento em ontêineres. Chamamos este algoritmo de FFCxy (First Fit COLUMN forx and y axis).O Algoritmo FFCxy usa a estrat�egia do Algoritmo COLUMN om a estrat�egia do AlgoritmoFF (First Fit do problema de empaotamento unidimensional) para empaotar as aixas sobreas olunas formadas pelo Algoritmo Combine.Os parâmetros de entrada s~ao uma lista de aixas L, dois onjuntos de aixas T1 e T2 e duaslistas de oordenadas p1 e p2 assoiadas a estes onjuntos. Cada oluna ome�a no fundo deuma aixa B em uma oordenada p 2 p1 [ p2. As olunas situadas nas oordenadas pi ter~ao asaixas do onjunto L \ Ti, i = 1; 2 e ome�am no plano xy e resem em dire�~ao ao eixo z.



6.4 Caso Com Rota�~oes 173Quando estivermos abordando o PECr, dizemos que uma aixa bi = (xi; yi; zi) �e do tipo Tse alguma permuta�~ao (x0i; y0i; z0i) de (xi; yi; zi) �e tal que (x0i; y0i; z0i) 2 T e x0i � a, y0i � b e z0i � ,onde a, b e  s~ao as dimens~oes m�aximas permitidas para os eixos x, y e z, respetivamente.Algoritmo FFCxyEntrada: (L;T1;T2; [p1℄; [p2℄) % pi s~ao listas de pontos.Sa��da: Empaotamento onde, ou todas as aixas do tipo T1 ou todas as aixas do tipo T2s~ao totalmente empaotadas.1 Enquanto todas as aixas de ambos os tipos n~ao forem totalmente empaotadas, fa�a1.1 Sejam P1;P2; : : : ;Pi os empaotamentos em ontêineres B1; : : : ; Bi feitas at�e o mo-mento, respetivamente.1.2 Tente empaotar a pr�oxima aixa b0 do tipo T1 em alguma oluna de aixas de L1 emP1; : : : ;Pi na ordem em que foram riadas, e sem violar os limites de ada ontêinerBj, que ont�em o empaotamento Pj . Caso neessite, gire a aixa b0 de modo a termosb0 2 T1.1.3 Se falhar no passo 1.2, tente empaotar a pr�oxima aixa b00, do tipo T2, usando amesma estrat�egia, usada no passo 1.2 mas para as olunas de aixas do tipo T2.1.4 Se falhar nos passos 1.2 e 1.3, omee um novo empaotamento Pi+1 om olunas vaziasnas posi�~oes de p1 [ p2, em um ontêiner Bi+1. Coloque aixas n~ao empaotadas b0do tipo T1 e b00 do tipo T2 em duas olunas de tipos T1 e T2, respetivamente, emPi+1. Caso neessite, gire previamente as aixas para que estas se enontrem nosrespetivos onjuntos dos tipos. Inremente i.2 Retorne P1;P2; : : : ;Pi.Fim algoritmo.Damos agora uma id�eia de omo funiona o Algoritmo BOXk;�. Considere as listas Lijk,i; j; k 2 f0; 1g, de�nidas no passo 1 do algoritmo (veja a Figura 6.3).Usando ombina�~ao de onjuntos r��tios e algoritmos apropriados para ada sublista, oAlgoritmo BOXk;� fornee uma garantia de volume de pelo menos 29 para os empaotamentosPijk, exeto talvez no empaotamento da lista L111 e em uma das listas Lijk tal que i+j+k = 2.Apenas para mostrar a id�eia, onsidere ser L110 este onjunto. Prevendo isto, �e feito umaombina�~ao das aixas r��tias respons�aveis pela garantia de volume pr�oxima de 29 om as aixasr��tias de L111 relaionadas om a garantia de volume pr�oximo de 18 . Isto possibilita melhorarou a garantia de 29 ou a garantia de 18 .Para garantir o volume de 29 nas aixas de L101 e L011, usamos a estrat�egia de ombinarsublistas r��tias de onjuntos de�nidos por Axyk e Bxyk , visualizando as aixas de L101 e L011 pelo



174 Problema de Empaotamento em Contêineresplano xy. Isto nos possibilita ter esta garantia em pelo menos um destes onjuntos, digamosL101. Com isto, aplique novamente esta estrat�egia om os onjuntos L011 e L110, desta vez,visualizando as aixas pelo plano zx. E neste aso, novamente onseguimos garantir um volumede 29 para o empaotamento de uma destas listas. A outra lista que ainda ont�em aixas r��tias�e o onjunto L110 refereniado aima om i+j+k = 2. As aixas que n~ao s~ao ritias no aspetovolum�etrio, s~ao empaotadas normalmente usando algoritmos do tipo NF.Para empaotar as aixas de L111 e L110, usamos algoritmos unidimensionais.
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Figura 6.3: Listas Lijk.Agora podemos apresentar o Algoritmo BOXk;�.Algoritmo BOXk;�(L)Entrada: Lista de aixas L.Sa��da: Empaotamento P de L em aixas B = (a; b; ), permitindo rota�~oes em torno dequalquer eixo.1 Sejam X0  X [0; 12 ℄ X1  X [12 ; 1℄Y0  Y[0; 12 ℄ Y1  Y[12 ; 1℄Z0  Z[0; 12 ℄ Z1  Z[12 ; 1℄Tijk  Xi \ Yj \ Zk; ijk 2 f0; 1g ;2 p 0;4507833184.



6.4 Caso Com Rota�~oes 1753 Gire todas as aixas poss��veis b 2 L \ T111 de forma que b se enontre em um dos onjuntosTijk, ijk 6= 111.4 PxyAB  COMBINE-ABxy(L; rtype;T011;T101;FFCxy).Atualize(L);Se rtype(L;T011 \Axyk ) = ; ent~aoPyzAB  COMBINE-AByz(L; rtype;T101;T110;FFCyz).Atualize(L);PAB  PxyAB [ PyzAB .Caso ontr�ario % todas as aixas do tipo (rtype) (T101 \ Bxyk ) foram empaotados.PxzAB  COMBINE-ABxz(L; rtype;T110;T011;FFCxz).Atualize(L).PAB  PxyAB [ PxzAB .5 Consideramos a seguir que as aixas dos tipos (T011 \ Axyk ) e (T101 \ Ayzk ) foram totalmenteempaotadas.5.1 Gire todas as aixas poss��veis b 2 L do tipo T110 de forma que b se enontre em umdos onjuntos Tijk, ijk =2 f111; 110g.5.2 Gire todas as aixas poss��veis b 2 L do tipo T110[T111 de forma que z(b) seja o menorposs��vel.5.3 Divida a lista L em 8 sublistas Lijk, i; j; k 2 f0; 1g, tal que Lijk  L \ Xi \ Yj \ Zk:(Veja a Figura 6.3.)5.4 P000  H3D2(L000;NF).5.5 Gere um empaotamento PCD da seguinte maneira.P011CD  FFCxy(L011 \ X [13 ; p℄; L111 \ X [12 ; 1� p℄; [(0; 0)℄; [(0; p)℄);Atualize(L011; L111);P101CD  FFCyz(L101 \ Y[13 ; p℄; L111 \ Y[12 ; 1� p℄; [(0; 0)℄; [(0; p)℄);Atualize(L101; L111);P001CD  FFCxy(L001 \ X [13 ; 12 ℄ \ Y[13 ; p℄; L111 \ Y[12 ; 1� p℄; [(0; 0); (0; 12)℄; [(0; p)℄);Atualize(L001; L111);P010CD  FFCzx(L010 \ Z[13 ; 12 ℄ \ X [13 ; p℄; L111 \ X [12 ; 1� p℄; [(0; 0); (0; 12)℄; [(0; p)℄);Atualize(L010; L111);P100CD  FFCyz(L100 \ Y[13 ; 12 ℄ \ Z[13 ; p℄; L111 \ Z[12 ; 1� p℄; [(0; 0); (0; 12)℄; [(0; p)℄);Atualize(L100; L111);PCD  P011CD [ P101CD [ P001CD [ P010CD [ P100CD.



176 Problema de Empaotamento em Contêineres5.6 Gere empaotamentos das aixas restantes das listas Lijk tal que i+ j + k = 1.5.6.1 Gere empaotamento P001 das aixas restantes de L001 da seguinte maneira.Seja L18001; : : : ; L25001 uma parti�~ao de L001 tal que (veja a Figura 4.12).L18001  L001 \ Cxy �13 ; 12 ; 13 ; 12�; L19001  L001 \ Cxy �13 ; 12 ; 14 ; 13�;L20001  L001 \ Cxy �13 ; 12 ; 0; 14�; L21001  L001 \ Cxy �14 ; 13 ; 13 ; 12�;L22001  L001 \ Cxy �14 ; 13 ; 0; 13�; L23001  L001 \ Cxy �0; 14 ; 13 ; 12�;L24001  L001 \ Cxy �0; 14 ; 14 ; 13�; L25001  L001 \ Cxy �0; 14 ; 0; 14�:Pi001  H3Dz(NFDHy; Li001;NF); i = 18; : : : ; 22;Pi001  H3Dz(NFDHx; Li001;NF); i = 23; 24;P25001  H3Dz(LL4; L25001;NF);P001  P18001 [ : : : [ P25001.5.6.2 Gere empaotamento P010 das aixas restantes de L010 de forma an�aloga �a feitano passo 5.6.1, gerando os n��veis na dire�~ao do eixo y.5.6.3 Gere empaotamento P100 das aixas restantes de L100 de forma an�aloga �a feitano passo 5.6.1, gerando os n��veis na dire�~ao do eixo x.5.7 Gere empaotamento das aixas restantes de L011 e L101.5.7.1 Gere empaotamento P011 das aixas restantes de L011.Seja L1011; : : : ; L17011 uma parti�~ao de L011 da seguinte maneira (veja a Figura4.12).Li011  L011 \ Y[ 1i+2 ; 1i+1 ℄; i = 1; : : : ; 16;L17011  L011 \ Y[0; 118 ℄;Pi011  H3Dxy(NFDHy; Li011;NF); i = 1; : : : ; 17;P011  P1011 [ : : : [ P17011.5.7.2 Gere empaotamento P101 das aixas restantes de L101 de forma an�aloga �a feitano passo 5.7.1, onsiderando o plano yz ao inv�es do plano xy.5.8 Gere empaotamento das aixas restantes de L110 e L111.5.8.1 LUNI  L110 [ L111;5.8.2 Considere ada aixa d de LUNI omo uma barra de omprimento z(d) e adaaixa B omo uma barra de omprimento .5.8.3 P 0UNI  FFDz(LUNI);5.8.4 P 00UNI  VLz� (LUNI);5.8.5 PUNI  (P 2 fP 0UNI ;P 00UNIgj#(P) �e m��nimo).5.9 Paux  PAB [ PCD [ P000 [ P001 [ P010 [ P100 [ P011 [ P101;5.10 P  PUNI [ Paux.6 Para os demais asos, o algoritmo �e an�alogo ao passo 5, diferindo apenas nos planos e dire�~oessobre os quais o empaotamento �e onstru��do.



6.4 Caso Com Rota�~oes 1777 Retorne P.Fim algoritmo.Teorema 6.4.1. Para toda lista de aixas L para o PETr, a seguinte desigualdade �e v�alidaBOX(L) � �k;� � OPT(L) + �k;�, onde limk!1;�!0�k;� � 4;8821 : : :, e �k;� �e onstante paravalores onstantes de k e �.Prova. Vamos dividir a demonstra�~ao em dois asos onforme o onte�udo da lista M , de�nidoomo M := L111 \ X [12 ; 1� p℄ \ Y[12 ; 1� p℄ \ Z[12 ; 1� p℄;ap�os o passo 5.5.Caso 1. (M 6= ;) ap�os o passo 5.5.Pelo Lema 6.3.1 temos que #(P000) � 18=27 V (L000)ab + 14: (6.9)Para o empaotamento PAB , note que em ada ontêiner B, deste empaotamento, a �areade fundo oupada em ada ontêiner de LAB �e pelo menos 1736 do fundo do ontêiner, isto emtodas as aixas, exeto talvez em 2(k + 14) ontêineres. Como ada aixa de LAB tem alturamaior que 12 da dimens~ao z, temos que#(PAB) � 117=72V (LAB) + 2k + 28: (6.10)Para o empaotamento PCD, note que ada ontêiner B de PiCD, i 2 f011; 101; 001; 010; 100gtem �area de fundo pelo menos 14 + r12 do fundo do ontêiner, exeto talvez no �ultimo ontêinerde ada empaotamento PiCD. Considerando tamb�em que ada aixa tem altura maior que 12 dadimens~ao orrespondente, temos#(PCD) � 118 + r14 V (LAB) + 6: (6.11)Para o empaotamento P001, temos que ada um dos empaotamentos Pi001, tem umaoupa�~ao de �area de fundo de pelo menos 1736 do fundo do ontêiner e ada aixa tem alturapelo menos 12 da dimens~ao orrespondente. Note que as aixas que tinham poua garantia de�area em L18001 foram totalmente empaotados em PCD, aso ontr�ario n~ao ter��amos M 6= ;.Assim, proedendo da mesma forma que anteriormente, temos#(P001) � 117=72 V (L0001)ab + 8: (6.12)



178 Problema de Empaotamento em ContêineresA mesma an�alise feita para o empaotamento P001 pode ser feita para os empaotamentosP010 e P100. Assim, valem as seguintes desigualdades#(P010) � 117=72 V (L0010)ab + 8; (6.13)#(P100) � 117=72 V (L0100)ab + 8: (6.14)Agora onsidere o empaotamento P011. Note que ada um dos empaotamentos Pi011 tem�area de fundo de pelo menos p do fundo do ontêiner (este m��nimo atingido para a lista L1011)exeto talvez no �ultimo ontêiner de ada empaotamento Pi011. Assim,#(P011) � 1p=2 V (L0011)ab + 17: (6.15)Da mesma forma, temos para o empaotamento P101 a seguinte desigualdade#(P101) � 1p=2 V (L0101)ab + 17: (6.16)A partir de (6:9)|(6:16) e onsiderando que p2 = minfp2 ; 1772 ; 18 + r14 g, temos que#(Paux) � 1p=2 V (Laux)ab + Ckaux: (6.17)Finalmente, onsidere o empaotamento PUNI gerado para aixas de L110 e L111 no passo5.4. O volume m��nimo em ada ontêiner B de P 0UNI , exeto talvez no �ultimo ontêiner, �e pelomenos ab8 . Assim, #(P 0UNI) � 11=8 V (LUNI)ab + 1:Note que ap�os a rota�~ao feita no passo 5.1, n~ao h�a mais nenhuma aixa de LUNI que possaser girada de forma que se enontre em alguns dos tipos Tijk, ijk =2 f110; 111g. Assim, depoisdo passo 5.2, todas as aixas de LUNI ter~ao a menor altura poss��vel, sem sair de T110 [ T111.Portanto, ao apliarmos o Algoritmo VLz� no passo 5.8.4, temos#(P 00UNI) � (1 + �) �OPT(LUNI) + C�UNI :Como #(PUNI) � maxf#(P 0UNI);#(P 00UNI)g, temos que#(PUNI) � 11=8 V (LUNI)ab + 1: (6.18)#(PUNI) � (1 + �) �OPT(LUNI) + C�UNI (6.19)A partir de (6:17)|(6:19) podemos onluir que#(P) � �0k;� �OPT(L) + �k;�;



6.4 Caso Com Rota�~oes 179onde �0k;� � h1+h2maxf 11+�h1; 18h1+ p2h2g e �k;� = Ckaux + C�UNI .Caso 2. (M = ;) ap�os o passo 5.1.A an�alise quando M = ; �e an�aloga.Pelas an�alises feitas no aso 1, temos#(P000) � 18=27 V (L000)ab + 14;#(PAB) � 117=72 V (LAB)ab + 2k + 28;#(PCD) � 118 + r14 V (LCD)ab + 6:Neste aso, ada empaotamento Pi001 tem garantia de �area de pelo menos 49 . Como ada aixade L0001 tem altura maior que 12 da dimens~ao orrespondente a altura, temos uma garantia devolume de pelo menos 29 . A mesma an�alise �e feita para os empaotamentos P010 e P100. Assim,temos #(P001) � 12=9 V (L0001)ab + 8;#(P010) � 12=9 V (L0010)ab + 8;#(P100) � 12=9 V (L0100)ab + 8:Para os empaotamentos Pi011 temos uma garantia de �area de pelo menos r1. Como a alturadas aixas �e pelo menos 12 da dimens~ao orrespondente, temos uma garantia de volume de pelomenos r12 . An�alise an�aloga �e feita para o empaotamento P101. Assim,#(P011) � 1r1=2 V (L0011)ab + 17;#(P101) � 1r1=2 V (L0101)ab + 17:Pelas inequa�~oes aima, temos#(Paux) � 1r1=2V (Laux) + Ckaux:Como todas as aixas de M , M � L111, foram empaotadas, temos que o volume m��nimo dasaixas de L111 �e pelo menos 1�p4 . Assim, onsiderando os empaotamentos de P110 e P111, temos#(PUNI) � 1(1� p)=4V (LUNI) + 1:#(PUNI) � (1 + �) �OPT(LUNI) + C�UNI



180 Problema de Empaotamento em ContêineresAssim, obtemos que #(P) � �00k;� �OPT(L) + �k;�;onde �0k;� � h1+h2maxf 11+�h1; 1�p4 h1+ r12 h2g e �k;� = Ckaux + C�UNI .Seja �k;� = maxf�0k;�; �00k;�g. Como para k !1 temos r1 ! 49 , podemos onluir pelos doisasos aima que limk!1;�!0�k;� � 4;8821 : : :.6.4.2 Algoritmo OBOXpApresentamos nesta se�~ao um algoritmo para o empaotamento on-line de aixas em ontêineresusando de rota�~oes ortogonais. Este algoritmo tem an�alise de limite de desempenho assint�otiobaseada na an�alise feita para o algoritmo desenvolvido por Coppersmith e Raghavan [12℄. Defato, o algoritmo desenvolvido em [12℄ pode ser failmente adaptado para o PECr, usando damesma adapta�~ao feita para o Algoritmo OBI. A desri�~ao do algoritmo ser�a um pouo diferente,pois aproveitamos alguns outros algoritmos desritos nesta tese.Algoritmo OBOXEntrada: Lista de aixas L = (b1; : : : ; bn).Sa��da: Empaotamento on-line de L em ontêineres R = (a; b; ), permitindo rota�~oes or-togonais.1 Sejam X0  X [0; 12 ℄; X1  X [12 ; 1℄;Y0  Y[0; 12 ℄; Y1  Y[12 ; 1℄;Z0  Z[0; 12 ℄; Z1  Z[12 ; 1℄;Tijk  Xi \ Yj \ Zk; ijk 2 f0; 1g:2 Gire as aixas poss��veis b 2 L \ T111, de forma que b se enontre em um dos onjuntos Tijk,ijk 6= 111.3 Lijk  L \ Tijk, i; j; k 2 f0; 1g.4 Construa empaotamentos Pijk i+ j + k = 2 da seguinte maneira:4.1 Construa empaotamento P011 da lista L011 da seguinte maneira:4.1.1 Partiione a lista L011 nas listas L1011 e L2011 da seguinte maneira:L1011  L011 \ X [13 ; 12 ℄;L2011  L011 \ X [0; 13 ℄:4.1.2 Construa empaotamento Pi011 de Li011 usando o Algoritmo NF, onsiderandoada aixa b 2 Li011 omo um item unidimensional de omprimento x(b) e adaontêiner B omo uma barra de omprimento a.



6.4 Caso Com Rota�~oes 1814.1.3 P011  P1011kP2011.4.2 Construa empaotamento P101 e P110 para as listas L101 e L110 de forma an�aloga aoonstru��do para o empaotamento P011, mas usando as dimens~oes y e z, em vez de x,respetivamente.5 Construa empaotamento Pijk i+ j + k = 1 da seguinte maneira:5.1 Construa empaotamento P001 da lista L001 usando o Algoritmo OFF(2)2 , onsiderandoada aixa b 2 L001 omo um retângulo de dimens~oes (x(b); y(b)) e ada ontêineromo uma plaa de dimens~oes (a; b).5.2 Construa empaotamento P010 e P100 para as listas L010 e L100 de forma an�aloga aoonstru��do para o empaotamento P001, mas usando o plano zx e yz em vez de xy,respetivamente.6 P000  OFF(3)2 (L000);7 P  P000 [ P001P010 [ P100 [ P011 [ P101 [ P110 [ P111.8 Retorne P.Fim algoritmo.Novamente, da forma omo este algoritmo foi desrito, ele �e o�-line. Mas sua transforma�~aoem algoritmo on-line �e f�ail, j�a que todos os algoritmos usados omo subrotinas s~ao tamb�emon-line. Assim, onsideramos que este algoritmo �e on-line.O seguinte teorema apresenta um limite de desempenho para o Algoritmo OBOX. A demon-stra�~ao seguir�a o mesmo modelo do feito no Teorema 4.5.6.Teorema 6.4.2. Para qualquer instânia L do PECr, temos queOBOX(L) � 6;25 �OPT(L) + C;onde C �e uma onstante.Prova. Primeiramente, note que (pelo passo 1) a lista L111 ont�em aixas tais que duas delasn~ao podem ser empaotados em um mesmo ontêiner. Assim,OPT(L) � OPT(L111)= #(P111): (6.20)Como ada aixa de L111 tem volume de pelo menos ab8 , temos#(P111) � V (L111)ab=8 : (6.21)



182 Problema de Empaotamento em ContêineresConsidere a lista Li011, i = 1; 2. O Algoritmo NF garante uma altura preenhida em adaontêiner, de pelo menos 23a, exeto talvez na �ultima. Como ada aixa de L011 tem �area defundo b4 , temos #(P011) � V (L011)ab=6 + 2:Este mesmo raio��nio pode ser feito para os empaotamentos das listas L101 e L110. Portanto,#(Pijk) � V (Lijk)ab=6 + 2; para i+ j + k = 2: (6.22)Considere o empaotamento P001. Note que todas as aixas de L001 têm altura maior que 2 .Como as aixas de L001 s~ao empaotadas pelo Algoritmo OFF(2)2 , pelo Lema 4.4.7, temos#(P001) � V (L001)(ab)2=9 + 2:Usando esta mesma an�alise para o empaotamento das listas L010 e L100, temos#(Pijk) � V (Lijk)ab=6 + C1; para i+ j + k = 1; (6.23)onde C1 �e uma onstante.As aixas de L000 têm todas as dimens~oes menores que 12 da dimens~ao de ada aixa. Assim,pelo Lema 6.3.4, temos #(P000) � S(L000)ab=6 + C2; (6.24)onde C2 �e uma onstante.De�nindo n1 := #(P111) en2 := Xi;j;k2f0;1g e ijk 6=111#(Pijk)� C;onde C = C1 + C2 + 6 temos V (L n L111)ab � 16n2: (6.25)Da mesma forma que feito antes,OPT(L) � V (L)ab� V (L111)ab + V (L n L111)ab� 18n1 + 16n2:



6.4 Caso Com Rota�~oes 183Portanto, podemos obter queOBOX(L) � � �OPT(L) +C;onde � = n1+n2maxfn1; 18n1+ 16n2g � 6;25.
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6.5 Resumo dos AlgoritmosAlgoritmos para o PECAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoSCPm o�-line �(SCPm) O(m3) ? Caixas de L om dimens~oes pequenasIOFF(3)m on-line m4+5m3+10m2+7m+2m2(m+1)2 O(m4) ? Caixas de L om dimens~oes pequenasCUBO1 o�-line 3;4653 : : : 4 ? Todas as aixas s~ao ubos.CUBOm o�-line �m+1m �3 O(m) ? Caixas de L s~ao ubos pequenos, m � 2.LC/CV on-line � 4;84 O � 11�r 11�s� [39, 14℄ Caso GeralAlgoritmos para o PECrAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoH3Dm(L;NF ) o�-line �m+1m �3 11 ? Caixas de L om dimens~oes pequenasOFF(3)m on-line �m+1m �3 O(m4) ? Caixas de L om dimens~oes pequenasBOXk;� o�-line � 4;882 : : : O �k� � ? Caso GeralOBOX on-line 6;25 O(1) ? Caso Geral



Cap��tulo 7Considera�~oes Finais
Neste ap��tulo fazemos alguns oment�arios �nais sobre a tese. Menionamos nossas ontribui�~oes,algumas onsidera�~oes sobre implementa�~ao e disutimos quest~oes em aberto e dire�~oes depesquisa futura.7.1 Contribui�~oesNesta tese, apresentamos v�arios algoritmos de aproxima�~ao para problemas de empaotamento,muitos dos quais om limites de desempenho melhores que os onheidos anteriormente. Desen-volvemos tamb�em algoritmos para problemas n~ao tratados na literatura, sob essa abordagem.Os limites de desempenho obtidos est~ao resumidos nas tabelas do Apêndie A.Em termos te�orios, ontribu��mos na introdu�~ao de t�enias para o desenvolvimento e an�alisede algoritmos para problemas de empaotamento onde rota�~oes ortogonais s~ao permitidas. Aid�eia de ombinar onjuntos r��tios foi anteriormente usada na disserta�~ao de mestrado deMiyazawa [46℄, mas um tratamento mais elaborado foi apresentado nesta tese. Esse tipo det�enia, at�e onde sabemos, n~ao foi utilizado por outros autores. A t�enia que utilizamos noaso em que rota�~oes ortogonais s~ao permitidas nos paree muito promissora e esperamos que elaonstitua um primeiro passo na busa de melhores algoritmos de aproxima�~ao para este tipo deproblema. Quanto �a id�eia de ombinar onjuntos r��tios, esperamos que seu uso seja re�nadoe usado em mais asos de problemas de empaotamento. Notamos que as pr�oprias de�ni�~oes deonjuntos r��tios podem ser revistas de forma a tentar melhorar os limites de desempenho.O primeiro algoritmo que desenvolvemos usando a id�eia de onjuntos r��tios, de uma formamais elaborada, �e o Algoritmo TRIk (para o problema de empaotamento tridimensional). Estealgoritmo est�a desrito em [48℄, num volume espeial sobre algoritmos de aproxima�~ao. OAlgoritmo Rk (para o problema de empaotamento tridimensional z-orientado) surgiu de umaadapta�~ao do Algoritmo TRIk. Este algoritmo e varia�~oes deste para asos espeiais do mesmo185



186 Considera�~oes Finaisproblema, LS, BS e SS est~ao desritos em [47℄.Alguns resumos ou mini-artigos sobre resultados desta tese est~ao publiados nos anais dosseguintes ongressos e enontros: XV International Symposium on Mathematial Programming(1994), I Enontro em Ciênia da Computa�~ao da UFMS (1996), I O�ina Naional de Corte eEmpaotamento (1996), XVI International Symposium on Mathematial Programming (1997) eXX Congresso Naional de Matem�atia Apliada e Computaional (1997) [49℄.7.2 Considera�~oes sobre implementa�~aoNa desri�~ao dos algoritmos desta tese, n~ao nos preoupamos em apresentar aspetos relaiona-dos �a implementa�~ao, e�iênia ou outros detalhes. Assim, teemos a seguir algumas on-sidera�~oes a respeito de alguns itens referentes �a implementa�~ao, de forma que os algoritmosapresentados aqui tamb�em possam ter um bom desempenho na pr�atia.1. Uma das estrat�egias de empaotamento mais usada nas subrotinas dos algoritmos aquiapresentados �e a estrat�egia NF (Next Fit, Next Fit Dereasing,...). Vimos que o uso detal estrat�egia, bastante simples, onduz a bons limites de desempenho assint�otio. Masna pr�atia, a substitui�~ao desta estrat�egia pela estrat�egia FF (First Fit) pode levar aomportamentos muito melhores, sem perda de e�iênia e qualidade de aproxima�~ao.Uma implementa�~ao deste algoritmo om omplexidade de tempo O(n log n) �e disutidaem [30℄.2. Alguns algoritmos que apresentamos usam a seguinte estrat�egia: fazem uma ordena�~ao dalista de entrada L, partiionam L em sublistas L1; : : : ; Lk, L = L1k : : : kLk, de forma queitens de ada sublista Li tenham espa�o (omprimento, �area ou volume) total n~ao superiora um erto fator do espa�o total do reipiente. Feito isto, �e usado um algoritmo, digamosA, que sob estas ondi�~oes de espa�o, garante o empaotamento de ada Li em apenas umreipiente. Por �m o algoritmo retorna a onatena�~ao dos empaotamentos gerados paraada sublista (veja algoritmos BIm, BI(t)m e CUBm).Uma modi�a�~ao nesses algoritmos que pode levar a omportamentos melhores pode serfeita da seguinte maneira. Seja L = (e1; e2; : : : ; en) a lista de entrada na ordem desejada.Seja L1 = (e1; e2; : : : ; ei) a maior lista que o algoritmo A pode empaotar em um reip-iente. Teste se a lista L1 [ fei+2g pode ser empaotada em um reipiente. Caso possa,insira o elemento ei+2 na lista L1. Em seguida fa�a o mesmo proedimento para o elementoei+3. Fa�a isto at�e o elemento en. Seja P1 o empaotamento de L1 gerado pelo algoritmoA. Remova de L os elementos da lista L1, mantendo a mesma ordena�~ao para os itensremanesentes. Em seguida, fa�a para uma lista L2 o mesmo proedimento feito para a



7.3 Quest~oes em Aberto e Pesquisas Futuras 187lista L1, gerando um empaotamento P2. Continue desta maneira, gerando empaotamen-tos P1;P2; : : : ;Pv, at�e que todos os itens de L sejam empaotados. Por �m, retorne aonatena�~ao dos empaotamentos gerados.3. Algoritmos que ombinam itens, de digamos listas LA e LB, podem gerar espa�os vagos,dentro do empaotamento ombinado, que nuna v~ao ser usados. Um exemplo disto oorrena Figura 4.13. Assim, reomendamos que estes espa�os sejam aproveitados om itens pe-quenos, ou que se fa�a uma rede�ni�~ao dos itens r��tios, deste empaotamento ombinado,de forma a aproveitar melhor o espa�o em ada reipiente.4. Caso se ahe a implementa�~ao do Algoritmo VL� muito omplexa, ou invi�avel para asondi�~oes de uso, sugerimos tro�a-lo pelo Algoritmo MFFD (Modi�ed First Fit Dereasing),apresentado por Johnson e Garey [34℄, que tem limite de desempenho assint�otio 7160 =1;18333 : : : (ou por algum outro algoritmo om bom limite de desempenho). Observamosque esta mudan�a aumenta o limite de desempenho assint�otio dos algoritmos alterados,embora este aumento n~ao seja grande, mas na pr�atia esta mudan�a pode ser muito maisproveitosa, j�a que estes algoritmos s~ao bem simples de serem implementados e têm bomomportamento esperado.5. Como j�a menionamos, muitas aplia�~oes pr�atias s~ao vistas omo problemas de orte, emvez de problemas de empaotamento. Assim, em vez de um item ser empaotado em umreipiente, este �e ortado de um material (reipiente). Mais ainda, estes ortes muitas vezesdevem ser do tipo guilhotina. Salientamos que todos os algoritmos desta tese, exeto osalgoritmos que usam o Algoritmo UD (do PEF) omo subrotina, geram empaotamentosguilhotin�aveis. Assim, dos algoritmos propostos, apenas os algoritmos TRIk e Rk n~aogeram empaotamentos guilhotin�aveis. Note que uma das prinipais aplia�~oes destesproblemas �e o esalonamento de proessos em omputadores paralelos. Nesta aplia�~ao,n~ao importa se o empaotamento �e ou n~ao guilhotin�avel.7.3 Quest~oes em Aberto e Pesquisas Futuras\It is typial of this business that one answer leads to n more questions."Ronald L. Graham [27℄Nesta se�~ao, apresentamos alguns problemas em aberto e suspeitas que obtivemos, e quepodem onduzir a futuras pesquisas.1. Eeste trabalho �e entrado no desenvolvimento de algoritmos de aproxima�~ao para proble-mas de empaotamento. Aperfei�oando-se algumas das t�enias aqui introduzidas, talvez



188 Considera�~oes Finaisseja poss��vel obter algoritmos om limites de desempenho melhores dos que os apresenta-dos nesta tese. Utilizar essas t�enias em outros problemas tamb�em nos paree um t�opiopromissor para futuros trabalhos.2. Nas Preliminares menionamos que um dos problemas mais simples envolvendo rota�~oesortogonais �e quando temos apenas um tipo de item sendo empaotado (Pallet LoadingProblem). Observamos que algumas pesquisas sobre este problema têm sido feitas, muitasdelas a respeito de heur��stias. Ainda que este problema venha sendo tratado omo sendoNP-dif��il, n~ao enontramos nenhum artigo da literatura mostrando a omplexidade om-putaional do problema. Assim, deixamos esta quest~ao omo uma pergunta em aberto.3. Li e Cheng [44℄ apresentaram um algoritmo on-line para o PET, om um limite de desem-penho assint�otio 2;89. Este algoritmo �e baseado na estrat�egia FF (de limite de desempenhoassint�otio 1;7) de forma que o algoritmo de empaotamento tridimensional se dividisse nouso de duas aplia�~oes do Algoritmo FF juntamente om a t�enia de arredondamento empotênias de p, 0 < p < 1. O valor 2;89 reete bem estas duas aplia�~oes do Algoritmo FF,sendo igual a (1;7)2. Neste mesmo artigo, esses autores questionam a existênia de algumalgoritmo polinomial para este problema om limite de desempenho melhor. Nesta tese,respondemos a esta quest~ao apresentando um algoritmo om um limite de desempenhoassint�otio de 2;67. Nosso algoritmo, entretanto, �e o�-line. Uma pergunta natural quesurge �e se �e poss��vel usar o Algoritmo HM (de limite de desempenho assint�otio 1;6910 : : :)da mesma forma omo feito para o Algoritmo FF e obter um limite de desempenho melhorpara o aso on-line.4. Uma quest~ao em aberto, j�a h�a algum tempo, �e sobre a existênia de um algoritmo para oPEU que n~ao usa mais que um n�umero onstante de barras que o �otimo [7, 8℄. Ou seja,existe algoritmo A para o PEU e onstante C tal que A(L) � OPT(L) +C ?5. Uma linha que pode gerar boas pesquisas �e a inser�~ao de uma limita�~ao no n�umero dereipientes sendo empaotados na mem�oria por algoritmos on-line (bounded-spae). Ouseja, para empaotar um item, o algoritmo deve onsiderar um m�aximo de k reipientes,digamos hamados ativos, e uma vez que este deixa de ser ativo, nuna mais volta a seronsiderado. Um exemplo disto �e o Algoritmo NF para o PEU, om k = 1. Neste algoritmo,apenas a barra sendo empaotada �e onsiderada (ativa). Quando um item n~ao pode serempaotado nesta barra, esta deixa de ser ativa e o item �e empaotado em uma nova barra,que se torna a barra ativa. Este tipo de abordagem �e muito usada para o problema deempaotamento unidimensional, mas pouo usado para problemas de dimens~oes maiores.6. A permiss~ao de rota�~oes ortogonais abre um novo leque de poss��veis algoritmos (de aprox-ima�~ao) que podem ser obtidos. Podemos onsiderar todos os problemas vistos nestetrabalho sob este enfoque, gerando novas e interessantes variantes. Algumas abordagens



7.3 Quest~oes em Aberto e Pesquisas Futuras 189que podem ser onsideradas juntamente om a possibilidade de rota�~oes ortogonais s~ao:algoritmos on-line, algoritmos bounded-spae, empaotamentos guilhotin�aveis, empaota-mentos em n��veis, an�alises de aso m�edio, algoritmos exatos, et.7. O Algoritmo HFF para o PEP (om um limite de desempenho assint�otio 2;125) �e on-stru��do usando-se uma aplia�~ao do Algoritmo FFDH(f) para o PEF (om limite de de-sempenho assint�otio 1710 ) e uma aplia�~ao do Algoritmo FFD para o PEU (om limitede desempenho assint�otio 119 ). Os autores [6℄ questionam se o limite de desempenhoassint�otio para o Algoritmo HFF pode ser melhorado para 1710 119 = 2;0777 : : :.8. �E poss��vel formular o PEU omo um problema de programa�~ao linear inteira da forma:minimizar x � 1 sujeito a A � x = b. Nesta formula�~ao, A �e uma matriz ujas linhas s~aoindexadas pelos itens de L e as olunas representam as formas poss��veis de se empaotaritens dentro de uma barra. Assim, ada oluna representa um poss��vel padr~ao de empa-otamento em uma barra. O vetor b � 0 representa a quantidade de itens de ada tiponeess�arios no empaotamento. E �nalmente, o vetor x � 0 deve ser um vetor inteiro, deforma a representar uma solu�~ao para o empaotamento (i.e., a quantidade de ada padr~aousado nesta solu�~ao). Assim, laramente, o objetivo deste sistema �e minimizar o n�umerode barras usadas para empaotar L. O seguinte omportamento tem sido observado: seremovermos a restri�~ao de integralidade do vetor x, e resolvermos o problema relaxado, ovalor da solu�~ao (fraion�aria) arredondada para ima �e menor ou igual ao valor �otimo doempaotamento mais um. Isto �e sempre verdade ? [53℄9. Dados k retângulos distintos r1; : : : ; rk e multipliidades ni para ada retângulo ri e n =Pki=1 ni, onde k �e onstante, pergunta-se: �e poss��vel empaotar estes n retângulos em umaplaa de tamanho unit�ario ? Chamaremos este problema de k-Retangle Paking Problem.Shiermeyer [54℄ prop~oe duas onjeturas:� Conjetura Fraa: O 2-Retangle Paking Problem pode ser resolvido em tempo poli-nomial.� Conjetura Forte: O k-Retangle Paking Problem pode ser resolvido em tempo poli-nomial para ada k �xo.10. Os limites de inaproximabilidade para os limites de desempenho assint�otios dos algoritmoson-line para os problemas de empaotamento bi- e tridimensional (PEP, PET e PEC)ainda est~ao muito distantes dos valores obtidos at�e o momento. Assim, outra linha quepode gerar boas pesquisas �e a obten�~ao de melhores limites para esses problemas, inlusiveonsiderando rota�~oes ortogonais.



190 Considera�~oes Finais11. Quando onsideramos problemas onde rota�~oes ortogonais s~ao permitidas, podemos permi-tir rota�~oes em torno de todos os eixos ou tamb�em podemos �xar algum eixo. No problemaPETr, permitimos rota�~oes em torno do eixo z. Uma das aplia�~oes interessantes para esteproblema �e em esalonamento de proessos em omputadores paralelos. J�a no problemaPECr permitimos rota�~oes em torno de qualquer eixo. Assim, uma extens~ao natural �eonsiderar qualquer tipo de rota�~ao para o PETr ou restringirmos as rota�~oes em torno deapenas um eixo para o PECr.12. Em todos os problemas de empaotamento que onsideramos, onde o objetivo �e o deminimizar o n�umero de reipientes usado no empaotamento, os reipientes têm as mesmasdimens~oes. Uma extens~ao deste problema �e onsiderar empaotamentos em reipientes n~aoneessariamente iguais.



Apêndie ATabelas om Limites de DesempenhoAssint�otio
Nas tabelas apresentadas a seguir indiamos os algoritmos om os melhores limites de desem-penho onheidos para os problemas de empaotamento estudados nesta tese. Para ada algo-ritmo A, os valores de � e � apresentados s~ao relativos aos limites de desempenho assint�otiodesse algoritmo. Mais preisamente, s~ao as onstantes de A(L) � � � OPT (L) + �. Denotamospor Z a altura do maior item, quando o termo ouber.Apresentamos a referênia onde est�a apresentado ada algoritmo, sendo que os algoritmos quedesenvolvemos aqui est~ao marados om ?. Para esses �ultimos algoritmos que desenvolvemos,aresentamos um ampo indiando o melhor limite de desempenho assint�otio anteriormenteonheido, aso exista. Para os algoritmos que foram desenvolvidos para o aso orientado,ujo limite de desempenho tamb�em �e v�alido para o aso om rota�~oes, oloamos o problemarelaionado entre parênteses. Alguns dos algoritmos est~ao batizados om as iniiais dos seusrespetivos autores.Algoritmos para o Problema de Empaotamento UnidimensionalAlgoritmo Tipo � � Ref. Condi�~aoFFD o�-line m+3m+2 � 1m(m+1)(m+2) 4 [13℄ Itens pequenosHm+2 on-line �(Hm+2) 3 [37℄ Itens pequenosFFD,BFD o�-line 1;5 |{ [55℄ Caso GeralVL� o�-line 1 + � � 1� �2 [16℄ Caso GeralKK o�-line 1 O � log2OPT(L)OPT(L) � [35℄ Caso GeralHarmoni + 1 on-line � 1;5888 : : : O(M) [52℄ Caso Geral
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Algoritmos para o Problema de Empaotamento em FaixaAlgoritmo Problema Tipo � � Ref. Condi�~aoM,S PEF o�-line 2 |{ [54, 57℄ Caso GeralUD PEF o�-line 1;25 538 Z [2℄ Caso GeralSF PEF o�-line m+2m+1 2Z [9℄ Ret^angulos de largura pequenaIOSSPm;p PEF on-line � m+2m+1 + 1(m+1)2 4Z1�p ? Ret^angulos de largura pequenaShelf(HM ; p) PEF on-line � 1;691 M1�p [15℄ Caso GeralSSPm PEFr o�-line m+1m 2Z ? Ret^angulos de largura pequenaOSSPm;p PEFr on-line � m+1m 2Z1�p ? Ret^angulos de largura pequenaSPR PEFr o�-line 1;6123 : : : 4Z ? Caso GeralOSPR PEFr on-line � 1;75 : : : 2Z1�p ? Caso GeralAlgoritmos para o Problema de Empaotamento em PlaasAlgoritmo Problema Tipo � � Ref. Condi�~aoHFF PEP o�-line 2;125 5 [6℄ Caso GeralSTPm PEP o�-line �(STPm) O(m) ? Ret^angulos de L om dimens~oes pequenasIOFFm PEP on-line �m+2m+1�2 + 2m(m+1) O(m2) ? Ret^angulos de L om dimens~oes pequenasFF(2) PEP on-line � 2;86 O � 11�r 11�s� [39, 14℄ Caso GeralSSm PEP o�-line �(SSm) 4Z ? Empaotamento de quadrados pequenos em quadradosBIm PEPr o�-line �m+1m �2 6 ? Ret^angulos de L om dimens~oes pequenasOFF(2)m PEPr on-line �m+1m �2 O(m2) ? Ret^angulos de L om dimens~oes pequenasBIk;� PEPr o�-line � 2;639 : : : O �k + 1� � ? Caso GeralRRk PEPr on-line � 2;6875 O(k) ? Empaotamento em Plaas quadradasOBI PEPr on-line 3;25 10 ? Caso Geral
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Algoritmos para o Problema de Empaotamento TridimensionalAlgoritmo Problema Tipo � � Ref. Condi�~ao AnteriorTRIk PET o�-line � 2;6607 : : : �2k + 5978 �Z ? Caso Geral � 2;89 [44℄LS PET o�-line 2;5425 1018 Z ? Caixas de L t^em fundo quadrado |{STP(t)m PET o�-line �(STP(t)m ) O(m � Z) ? Todas as aixas t^em fundo pequeno �m+1m�1� [41℄FFLSr;s PET on-line � 2;89 O � 1(1�r) 1(1�s)�Z [44℄ Caso Geral 3;25 [12℄ISRRm;p PET on-line � �m+2m+1�2 + 2m(m+1) O � m21�p�Z ? Todas as aixas t^em fundo pequeno |{SS(t)1 PET o�-line 2;3605 : : : 4Z ? Todas as aixas t^em fundo quadrado 2;6875 [40℄SS(t)m PET o�-line �(SS(t)m ) 4Z ? Todas as aixas t^em fundo quadrado e pequeno |{BI(t)m PETr o�-line �m+1m �2 6Z [46℄ Todas as aixas t^em fundo pequeno �m+1m�1� [41℄SRR(3)m;p PETr on-line �m+1m �2 O � m21�p�Z ? Todas as aixas t^em fundo pequeno |{Rk PETr o�-line � 2;6607 : : : �2k + 5978 �Z ? Caso Geral 3;0491 [46℄BS PETr o�-line 2;5273 : : : 15Z ? Caixa B tem fundo quadrado |{RR(3)k;p PETr on-line � 2;6875 O � k1�r�Z ? Caixa B tem fundo quadrado |{OTRIp PETr on-line � 3;25 O � 101�p�Z ? Caso Geral |{Algoritmos para o Problema de Empaotamento em Cont^einersAlgoritmo Problema Tipo � � Ref. Condi�~aoLi-Cheng/CsirikV PEC on-line � 4;84 O � 11�r 11�s� [39, 14℄ Caso GeralSCPm PEC o�-line �(SCPm) O(m3) ? Caixas om dimens~oes pequenasIOFF(3)m PEC on-line m4+5m3+10m2+7m+2m2(m+1)2 O(m4) ? Caixas de L om dimens~oes pequenasCUBO1 PEC o�-line 3;4653 : : : 4 ? Todas as aixas s~ao ubos.CUBOm PEC o�-line �(CUBOm) O(m) ? Caixas de L s~ao ubos pequenos, m � 2.H3Dm(L;NF ) PECr o�-line �m+1m �3 11 ? Caixas om dimens~oes pequenasOFF(3)m PECr on-line �m+1m �3 O(m4) ? Caixas de L om dimens~oes pequenasBOXk;� PECr o�-line � 4;882 : : : O � k� � ? Caso GeralOBOX PECr on-line 6;25 O(1) ? Caso Geral
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Algoritmos para Empaotamento de itens PequenosAlgoritmo Problema Tipo Ref. m = 1 m = 2 m = 3 m = 4 m = 5 m = 6 m = 7 m = 8 m = 9 m = 10FFD PEU o�-line [13℄ 1;334 1;250 1;200 1;167 1;143 1;125 1;112 1;100 1;091 1;084HM PEU on-line [37, 21℄ 1;691 1;423 1;302 1;233 1;192SF PEF o�-line [9℄ 1;500 1;333 1;250 1;200 1;167 1;143 1;125 1;111 1;100 1;091IOSSPm;p PEF on-line ? 1;750 1;445 1;313 1;240 1;195 1;164 1;141 1;124 1;110 1;100SSPm;p PEFr o�-line ? 2;000 1;500 1;334 1;250 1;200 1;167 1;143 1;125 1;112 1;100OSSPm;p PEFr on-line ? 2;000 1;500 1;334 1;250 1;200 1;167 1;143 1;125 1;112 1;100STPm PEP o�-line ? 3;049 2;027 1;683 1;511 1;408 1;339 1;291 1;254 1;226 1;203IOFFm PEP on-line ? 3;250 2;112 1;730 1;540 1;428 1;354 1;302 1;263 1;233 1;209SSm PEP o�-line ? 2;361 1;836 1;598 1;464 1;378 1;319 1;276 1;243 1;217 1;196BIm PEPr o�-line ? 4;000 2;250 1;778 1;563 1;441 1;362 1;307 1;266 1;235 1;211OFF(2)m PEPr on-line ? 4;000 2;250 1;778 1;563 1;441 1;362 1;307 1;266 1;235 1;211STP(t)m PET o�-line ? 3;049 2;027 1;683 1;511 1;408 1;339 1;291 1;254 1;226 1;203ISRRm;p PET on-line ? 3;250 2;112 1;730 1;540 1;428 1;354 1;302 1;263 1;233 1;209SS(t)m PET o�-line ? 2;361 1;836 1;598 1;464 1;378 1;319 1;276 1;243 1;217 1;196BI(t)m PETr o�-line [46℄ 4;000 2;250 1;778 1;563 1;441 1;362 1;307 1;266 1;235 1;211SRR(3)m;p PETr on-line ? 4;000 2;250 1;778 1;563 1;441 1;362 1;307 1;266 1;235 1;211IOFF(3)m PEC on-line ? 6;250 3;112 2;285 1;915 1;708 1;576 1;486 1;419 1;369 1;329SCPm PEC o�-line ? 6;023 3;016 2;233 1;882 1;685 1;560 1;473 1;409 1;361 1;322CUBOm PEC o�-line ? 3;466 2;424 1;988 1;752 1;605 1;506 1;434 1;380 1;338 1;304H3Dm(L;NF) PECr o�-line ? 8;000 3;376 2;371 1;954 1;729 1;589 1;493 1;424 1;372 1;332OFF(3)m PECr on-line ? 8;000 3;376 2;371 1;954 1;729 1;589 1;493 1;424 1;372 1;332



Apêndie BAplia�~oes
Neste apêndie listamos algumas aplia�~oes para os problemas de empaotamentos abordadosnesta tese. As aplia�~oes onde as vers~oes om rota�~oes ortogonais podem ser usadas est~aomaradas om o s��mbolo (r).Problema de Empaotamento Unidimensional� Aloa�~ao de omeriais em TV.Tem-se n omeriais para televis~ao p1; p2; : : : ; pn, tendo ada omerial pi uma dura�~aode si segundos. Esses omeriais devem ser apresentados em intervalos de um programade televis~ao, onde ada intervalo possui C segundos. Deseja-se aloar esses omeriais demodo a diminuir o n�umero de intervalos neess�arios para apresentar esses omeriais.� Aloa�~ao de programas em disos e �tas magn�etias.Programas de omputador de tamanhos p1; p2; : : : ; pn, ada programa pi om tamanho sibytes, devem ser oloados em trilhas (ou setores) de disos magn�etios, de forma a usaro menor n�umero de trilhas para gravar os n programas.� Carregamento de ve��ulos.Carregar n argas om peso si (i = 1; : : : ; n), em ve��ulos om limite de peso C, de maneiraa n~ao violar a restri�~ao de lota�~ao de ada ve��ulo, om o objetivo de minimizar o n�umerode ve��ulos neess�arios.� Esalonamento de tarefas.Minimizar o n�umero de m�aquinas neess�arias para ompletar n tarefas p1; p2; : : : ; pn, emum dado limite de tempo C. Sabe-se que ada tarefa pi requer um tempo si para serexeutada. 195



196 Aplia�~oes� Problema da programa�~ao de ve��ulos.Cargas (por ex., jornais) devem ser transportadas por ve��ulos, a partir de um dep�ositoat�e os pontos de entrega, em no m�aximo C horas. Cada ve��ulo pode fazer v�arias viagens.Programar n viagens om tempo de dura�~ao si horas (i = 1; : : : ; n), de maneira a n~aoatrasar a entrega das argas e om o objetivo de minimizar o n�umero de ve��ulos neess�arios.� Corte de bobinas (papel, a�o, ...).Bobinas (por ex., papel), de omprimento C s~ao produzidas por uma f�abria e devem serortadas em diversos rolos de omprimentos s1; : : : ; sn, de forma a minimizar o n�umero debobinas neess�arias.� Corte de vigas (em madeireiras, onstru�~ao ivil, ...).Barras (por ex., ferro), de omprimento C, devem ser ortados em diversas barras menoresde omprimentos s1; : : : ; sn. O objetivo �e ortar o menor n�umero poss��vel de barras deomprimento C.� Pr�e-pagina�~ao.Fra�~oes de p�aginas de mem�oria (de omputador) de tamanhos s1; : : : ; sn devem ser alo-adas em p�aginas de tamanho C bytes (fra�~oes de p�agina s~ao requeridas por segmentos deprogramas e estes devem apareer em um menor n�umero poss��vel de p�aginas, por ex., loopsinternos, arrays). Enontrar um aloa�~ao que minimize o n�umero de p�aginas de tamanhoC.Problema de Empaotamento em Plaas� Corte de plaas (vidro(r), hapas(r), madeira, ompensado(r) , ...).Plaas R de tamanho (a; b) devem ser ortadas em plaas menores de v�arios tamanhos(r1; : : : ; rn). O objetivo �e minimizar o n�umero de plaas R neess�arias para ortar asplaas menores.Problema de Empaotamento em Faixa� Corte de retalhos em f�abria de teidos, ou em onfe�~ao de roupas(r) (rota�~oes permitidaspara os retalhos sem orienta�~ao devida �a estampa, nem �as linhas do teido).Retalhos de teidos retangulares r1; : : : ; rn devem ser ortados em um rolo de teido delargura a, objetivando-se minimizar o omprimento do rolo de teido a ser ortado.



Aplia�~oes 197� Corte de pel��ulas de �lme fotogr�a�o(r).Uma pel��ula de �lme de largura a deve ser ortada em n fotos de tamanhos retangulares,objetivando-se minimizar o omprimento da pel��ula de �lme usada.� Esalonamento de tarefas.Um onjunto de n programas r1; : : : ; rn devem ser exeutados dispondo se de uma quan-tidade de reurso a (por exemplo mem�oria de omputador). Cada programa ri = (wi; hi)neessita de wi unidades do reurso e leva hi unidades de tempo para ser exeutado. Oobjetivo �e minimizar o tempo neess�ario para exeutar os n programas.Problema de Empaotamento Tridimensional� Empaotamento de aixas em galp~oes(r).Caixas 1; : : : ; n devem ser armazenadas em um galp~ao om fundo a � b, de forma aminimizar a altura da disposi�~ao �nal das aixas.� Esalonamento de tarefas em sistemas partiion�aveis de malha onexa (job sheduling inpartitionable mesh onneted systems) (r).Um omputador paralelo om uma on�gura�~ao que forma uma malha de proessadoresde forma retangular (em geral quadrada) deve exeutar n proessos 1; : : : ; n, onde adaproesso i = (xi; yi; zi) usa uma submalha de tamanho (xi; yi) gastando zi unidades detempo. O objetivo aqui �e aloar os proessos de modo a minimizar o tempo total para queo omputador exeute os n proessos.Problema de Empaotamento em Contêineres� Empaotamento em ontêineres(r).Caixas 1; : : : ; n devem ser empaotadas em ontêiners de tamanho (a; b; ). O objetivo �efazer o empaotamento de modo a minimizar o n�umero de ontêiners usados.� Carregamento de argas em furg~oes(r).Carregar argas 1; : : : ; n em ve��ulos de transporte om dimens~oes de (a; b; ). O objetivoaqui �e minimizar o n�umero de ve��ulos neess�arios para transportar as n argas.� Corte de espumas para olh~oes(r).Espumas de olh~oes devem ser ortadas de bloos de espumas maiores. O objetivo �eminimizar o n�umero destes bloos de espuma usados.
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