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Otimização Flávio K. Miyazawa

Problemas de Otimizaç̃ao
Def.: Um problema de otimização consiste em:

Dado conjuntoS, e funç̃aof : S ! R , encontrarx 2 S tal quef(x) é

ḿınimo.

I.e.,

Encontrarx que

minimize f(x)

sujeito a x 2 S
Nosso principal interesse será para o caso ondeS é um doḿınio finito e

enumeŕavel.
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Problemas de Otimizaç̃ao Combinatória� Doḿınio Finito (enumeŕavel)� Funç̃ao de Otimizaç̃ao: Custos, Comprimentos, Quantidades� Objetivo: Minimizaç̃ao ou Maximizaç̃ao

Exemplo: Problema do Caixeiro Viajante (TSP)� Entrada:

- Grafo ñao orientado:G = (V;E),
- Custos nas arestas:e � 0, 8e 2 E.� Objetivo:

Encontrar umtour (circuito hamiltoniano) de custo ḿınimo que visita

cada v́ertice exatamente uma vez.
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Otimização Flávio K. Miyazawa

Encontre o circuito hamiltoniano de custo mı́nimo
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Circuito hamiltoniano de custo ḿınimo: 27
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Algoritmo Ing ênuo para o TSP:Tentar todos os tours.
Complexidade:O(n!), onden = jV j.
Algoritmo Bom= Algoritmo Polinomial(Cobham’64&Edmonds’65)

Provavelmente ñao existam algoritmos rápidos para o TSP

Outros exemplos dif́ıceis:� Atribuição de Freq̈uências em Telefonia Celular� Empacotamento de Objetos em Contêineres� Escalonamento de Funcionários em Turnos de Trabalho� Escalonamento de Tarefas em Computadores� Classificaç̃ao de Objetos� Coloraç̃ao de Mapas� Projetos de Redes de Computadores� Vários outros...
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Complexidade Computacional

� Problemas de Decisão

Simplificaç̃ao dos problemas e sua formalização

– Exemplo:Dado grafoG = (V;E), existe um circuito

hamiltoniano emG ?

– Exemplo:Dado grafo completoG = (V;E),  : E ! Z+ e um

inteiro positivoK, existe um circuito hamiltoniano emG, de peso

no máximoK ?

– Exemplo:Dado um mapaM e um inteiroK, posso colorirM comK cores sem conflitos ?

– Exemplo:Dado grafo completoG = (V;E),  : E ! Z+, vérticess e t e um inteiro positivoK, existe um caminho emG, des parat,
de peso no ḿaximoK ?
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Reduç̃ao polinomial entre problemasP1 é polinomialmente redutı́vel aP2 (P1  P2 ouP1 � P2) se� 9 Ti que transforma instânciaI1 deP1 para inst̂anciaI2 deP2� 9 Ts que transforma soluçãoS2 deI2 para soluç̃aoS1 deI1� Ti eTs têm complexidade de tempo polinomial

I1

S2:=A2(I2)

S2

I2
I2:=Ti(I1)

S1:=Ts(S2)
S1

Instância

Solução

Conseq̈uências:
SeP2 é “polinomial” ent̃aoP1 é “polinomial”.
SeP1 é “exponencial” ent̃aoP2 é pelo menos “exponencial”.
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Reduç̃ao polinomial entre problemas de decisãoP1 é polinomialmente redutı́vel aP2 (P1  P2 ouP1 � P2) se� 9 T que transforma instânciaI1 deP1 para inst̂anciaI2 deP2� I1 tem soluç̃ao se e somente seI2 tem soluç̃ao� T é polinomial

Conseq̈uências:

SeP2 é “polinomial” ent̃aoP1 é “polinomial”.

SeP1 é “exponencial” ent̃aoP2 é pelo menos “exponencial”.
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Exemplo de reduç̃oes entre problemas� Reduç̃ao do problema de encontrar o máximo de um conjunto para o

problema de ordenação do conjunto.

Basta ordenar o conjunto, com os maiores primeiro e retornaro

primeiro elemento� Reduç̃ao do problema de colorir um grafo comK cores para o

problema de colorir comK + 1 cores.

Dado um grafoG (para o problema dasK-cores), constrúımos um

grafoG0 inserindo um novo v́ertice emG e todas as arestas ligando o

vértice novo com os antigos.G éK coloŕıvel se e somente seG0 éK + 1 coloŕıvel� Reduç̃ao do problema de ordenação de um conjunto para o problema

de encontrar um caminho hamiltoniano em grafo orientado.

Dado um conjuntoC (a ordenar), construir um grafo orientadoG cujo

conjunto de v́erticeséC e existe arestau! v seu � v. Um caminho

hamiltoniano emG nos d́a uma ordenaç̃ao deC.
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Classes de Complexidade:
P, NP, NP-Completo, NP-Difı́cil

X 2 P:X pode ser decidido em tempo polinomial.X 2 NP:X tem certificado curto e verificável em tempo polinomial.X 2 NP-Completo:X 2 NP e 8Y 2 NP , Y � X.X 2 NP-Difı́cil:8Y 2 NP,Y � X, ondeX não necessariamente pertence a NP.
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Uma provável configuraç̃ao das classes

P

NP−Difíceis

NP−Completos

Polinomiais

NP

Vários Problemas Práticos

Conjectura (Edmonds’65): P6=NP ?
Pr̂emio de 1 milh̃ao de US$.
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Problemas emP� Dado um conjunto de ńumerosS, existek 2 S tal quek =Pi2Snfkg i ?� Dado um grafoG = (V;E), G é conexo ?� Dado grafo completoG = (V;E),  : E ! Z+, vérticess e t e um

inteiro positivoK, existe um caminho emG, des parat, de peso no

máximoK ?� Posso colorir um mapa com4 cores sem conflitos ?

Complexidade Computacional 7



Otimização Flávio K. Miyazawa

O primeiro problema NP-Completo

Def.: Uma f́ormula booleana está na forma normal conjuntiva (FNC) seé

uma conjunç̃ao (conectivos^) de cĺausulas, cada cláusula contendo

apenas conectivos_ entre literais.

Exemplo:f(x; y; z) = (x _ y _ z) ^ (y _ x) ^ (x _ z)

Problema SAT: Dado uma f́ormula booleanaF na forma FNC, decidir seF tem uma atribuiç̃ao para suas variáveis que a torne verdadeira.

Exemplo:f(x; y; z)=(x _ y _ z) ^ (y _ x) ^ (x _ z) é satisfeita parax=0, y=0 ez=1.

Verificação: Podemos verificar em tempo polinomial se uma atribuição
satisfaz uma f́ormula:SAT2 NP

Teorema: (Cook’71) O problema SAT́e NP-completo.
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Problemas emNP-Completo� Partiç̃ao: Dado um conjunto de ńumerosS, existeN � S tal quePi2N i =Pi2SnN i ?� Circuito Hamiltoniano:Dado grafoG = (V;E), existe um circuito

hamiltoniano emG ?� TSP:Dado grafo completoG = (V;E),  : E ! Z� e um inteiro

positivoK, existe um circuito hamiltoniano emG, de peso no ḿaximoK ?� Caminho Ḿınimo com pesos quaisquerDado grafo completoG = (V;E),  : E ! Z, vérticess e t e um inteiro positivoK, existe

um caminho emG, des parat, de peso no ḿaximoK ?� 3-Cores:Posso colorir um mapa com3 cores sem conflitos ?
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Algumas reduç̃oes de problemas NP-completos

3DM

CIRC−HAMILT

TSP

3SAT 3−CORES

SAT

SUBSETSUM

PROG−INTEIRAPARTICAO

MOCHILA

COBERT−VERTICES COBERT−EXATA

CLIQUE

CONJ−INDEP

3−CORES−PLANAR

As primeiras reduç̃oes foram apresentadas por Karp [Kar72].
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Problemas NP-dif́ıceis� Vários problemas práticos s̃ao NP-dif́ıceis

Exemplos:

– Problema do Caixeiro Viajante

– Atribuição de Freq̈uências em Telefonia Celular

– Empacotamento de Objetos em Contêineres

– Escalonamento de Funcionários em Turnos de Trabalho

– Escalonamento de Tarefas em Computadores

– Classificaç̃ao de Objetos

– Coloraç̃ao de Mapas

– Projetos de Redes de Computadores

– Vários outros...� P6=NP) não existem algoritmos eficîentes para problemas NP dif́ıceis� Para uma lista grande de problemas NP-difı́ceis, veja Crescenzi e Kann [CK00].
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Comparando tempos polinomiais e exponenciaisf(n) n = 10 n = 20 n = 30 n = 40 n = 50 n = 60n :00001seg :00002seg :00003seg :00004seg :00005seg :00006segn2 :0001seg :0004seg :0009seg :0016seg :0025seg :0036segn3 :001seg :008seg :027seg :064seg :125seg :216segn5 :1seg 3:2seg 24:3seg 1:7min 5:2min 13:0min2n :001seg 1:0seg 17:9min 12:7dias 35:7anos 366se:3n :059seg 58min 6:5anos 3855se 2�108se 1:3�1013se

Quando uma instruçãoé efetuada em0:000001 segundos.
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Comparando tempos polinomiais e exponenciaisf(n) Computador atual100�mais ŕapido 1000�mais ŕapidon N1 100N1 1000N1n2 N2 10N2 31:6N2n3 N3 4:64N3 10N3n5 N4 2:5N4 3:98N42n N5 N5 + 6:64 N5 + 9:973n N6 N6 + 4:19 N6 + 6:29

Fixando o tempo de execução

Para entender mais sobre a teoria de NP-completude, veja
[Pap94, GJ79, CLR90].

Complexidade Computacional 13



Otimização Flávio K. Miyazawa

Algoritmos Gulosos� Método Construtivo:� Adicionando items ou� Extendendo “soluç̃oes parciais”� Sem backtracking� Não reconsidera itens já adicionados

� Escolha Gulosa:� Próximo item ou extenç̃aoé escolhido de maneira gulosa

Algoritmos Gulosos 1
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Algoritmos GulososÓtimos� Ingredientes para algoritmos gulosośotimos

– Propriedade de Escolha Gulosa:

Soluç̃aoótima global pode ser encontrada fazendo escolha

(gulosa)ótima local.

– Subestruturáotima:

Soluç̃aoótima cont́em (sub)soluç̃oesótimas para subproblemas� Exemplos

– Árvore geradora de peso máximo

– Árvore (de compressão) de Huffman

Algoritmos Gulosos 2



Otimização Flávio K. Miyazawa

Problema daÁrvore Geradora de Peso Ḿaximo
Problema MST: Dado um grafo conexo não orientadoG = (V;E) e uma

função de custo nas arestas : E ! R , encontrar umáarvore geradora deG de custo ḿaximo.

Aplicações:Projeto de redes de computadores, determinação de rotas

aéreas e como heurı́stica para diversos outros problemas.

G Árvore Geradora de peso 38
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� Algoritmo guloso: Selecionar as arestas de maior custo primeiro.� Descartar arestas que formam circuito com as escolhidas anteriormente.

KRUSKAL (G = (V;E))
1 A ; % Conjunto de arestas de T .
2 (e1; e2; : : : ; em) (ordenação de E, tal que (ei) � (ei+1)

3 para i 1 até m faça
4 se ei liga componentes distintas em G[A℄ então
5 A A+ ei
6 devolva G[A℄
ondeG[A℄ é o grafo gerado pelas arestas emA.
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Teorema: O algoritmo de Kruskal encontra umáarvore geradora de peso

máximo.

Para ver uma teoria sobre algoritmos gulososótimos, procure sobre

matroidsem [CLR90].

Exerćıcio: Faça uma implementação eficiente do algoritmo de Kruskal.
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Código de Huffman

� Codificação Comum de Textos:

– Alfabeto de tamanho fixo

– Freq̈uencias distintas para cada elemento do alfabeto� Compress̃ao pelo ćodigo de huffman

– Codificaç̃ao dos elementos do alfabeto com tamanho variável de bits

– Caracteres mais freqüêntes com ćodigos menores

– Caracteres menos freqüêntes com ćodigos maiores

– Codificaç̃ao sem perda� Programas/formatos que usam o Ćodigo de Huffman ou alguma variante:� pkZIP, lha, gz, zoo, arj, JPEG, MPEG

Algoritmos Gulosos 7



Otimização Flávio K. Miyazawa

Exemplo: Alfabeto:A = fa; b; ; d; e; fg.a b  d e f

Freq̈uência de cada letra 45 13 12 16 9 5

Codificaç̃ao usando 3 bits 000 001 010 011 100 101

Codificaç̃ao de tamanho variável 0 101 100 111 1101 1100
Arquivo com100:000 caracteres:� Arquivo texto normal:3 bits� 100.000 =300.000 bits� Codificaç̃ao por Ćodigo de HuffmanXs2A freq(s) � 100:000�jodigo(s)j= (0:45�1 bit +0:13�3 bits+0:12�3 bits+0:16�3 bits +0:9�4 bits +0:5�4 bits )�100:000= 45:000 + 39:000 + 36:000 + 48:000 + 36:000 + 20:000= 224:000 bits� 25% de economia:300:000�224:000300:000 = 0:2533.
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Representaç̃ao por árvore binária� Código Prefixo

– Nenhum śımbolo tem codificaç̃ao queé prefixo de outro� Representaç̃ao emárvore bińaria 0/1
– Ramo esquerdo nos dá um bit0

– Ramo direito nos d́a um bit1

– Śımbolo: representado pelo trajeto da raiz até uma folha

a:45 b:13 c:12 d:16 e: 9 f: 5

2858 14

1486

100
0

0

0 0

0

0

1

1

1

11

Árvore para ćodigo fixo

a:45

c:12 b:13 d:16

f: 5 e: 9

30

14

100

55

25

0 1

10

0 1 0 1

0 1

Árvore para ćodigo varíavel
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Representando a seqüênciaab:
1. Na codificaç̃ao fixa:000k001k010 = 000001010.

2. Na codificaç̃ao varíavel: 0k101k100 = 0101100.

Note que ñao precisamos representar separação entre a codificação dos śımbolos

ALGORITMO HUFFMAN(A)
1 seja A uma floresta com cada sı́mbolo como um nó isolado
2 enquanto A não é conexo faça
3 8 componente  de A, f() freqüência dos sı́mbolos em .
4 seja a e b duas componentes com menor freqüência
5 ligue a e b por um novo nó  e arestas (; a) e (; b)

6 coloque label 0 para aresta (; a) e label 1 para aresta (; b)

7 retorne a árvore gerada

Teorema: O algoritmo de Huffman produz umaárvore de ćodigo prefixo

ótima. Veja demonstração em [CLR90].
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c:12 b:13 f: 5 e: 9 d:16a:45 c:12 b:13 d:16a:45

f: 5 e: 9

0 1

14

Passo 1: Floresta inicial Passo 2
d:16a:45

f: 5 e: 9c:12 b:13

25

0 1 0 1

14 a:45

c:12 b:13

25

0 1

d:16

f: 5 e: 9

0 1

0 1

30

14

Passo 3 Passo 4
a:45

c:12 b:13 d:16

f: 5 e: 9
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30
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a:45

c:12 b:13 d:16

f: 5 e: 9

30

14
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10
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Passo 5 Passo 6
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Escalonamento de Tarefas
Problema ESCALONAMENTO: Dados uma lista de tarefasL = (J1; : : : ; Jn), cada uma com tempot(Ji) em máquinas id̂enticas,

encontrar uma partição deL, (M1; : : : ;Mm), tal quemaxi t(Mi) é ḿınimo.

Teorema: ESCALONAMENTO é NP dif́ıcil.

Algoritmo de Graham:Escalonar a pŕoxima tarefa na ḿaquina com menos tempo.

ESCALONAMENTO-GRAHAM (m;n; t)
1 para j de 1 a m faça Mj  ;
2 para i de 1 a n faça

3 seja k uma máquina tal que t(Mk) é mı́nimo

4 Mk  Mk [ fig
5 devolva fM1; : : : ;Mmg

Algoritmos Gulosos 12
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Exemplo:

L= ( )

Algoritmo Graham

Graham(L) = 16

OPT(L) = 10

Escalonamento Ótimo

2 3 1 5 4 5 10
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Teorema: Graham(L) � 2OPT(L) :

Prova.

SejaJk a última tarefa terminada no escalonamento.

k

Graham(L)Graham(L)−tkOPT(L) � maxi t(Ji) � t(Jk)OPT(L) � 1nPi t(Ji) � Graham(L)� t(Jk)

I:e:; 2 �OPT(L) � Graham(L):
Veja mais sobre algoritmos de aproximação em [CCD+01, Vaz00].

Algoritmos Gulosos 14
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Problema do Caixeiro Viajante

Problema TSP:Dados um grafoG e um custoe emQ � para cada arestae, determinar um circuito hamiltonianoC que minimize(C).
B

C

A

D9
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GrafoG B

C

A

D9

3

9

5
10

6

Circuito Hamiltoniano deG de custo 27
Aplicações:� Perfuraç̃ao e solda de circuitos impressos.� Determinaç̃ao de rotas de custo mı́nimo (ex. por um avĩao).� Seq̈uênciamento de DNA (Genoma).� Cristalografia, seq̈uenciamento de tarefas.� Outras:http://www.math.princeton.edu/tsp/apps
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Heurı́stica de Inserç̃ao

Estratégia:� Extendendo circuito com vértice mais “pŕoximo”� Proximidade de v́ertice atrav́es do peso das arestas para sua adição

INSERÇÃO (G = (V;E; ))
1 Escolha um circuito C inicial
2 Enquanto C não é hamiltoniano faça
3 Seja (u; v) 2 C e x =2 C tal que (u; x)+(x; v) é mı́nimo
4 C  C � (u; v) + (u; x) + (x; v)
6 devolva C

Algoritmos Gulosos 16
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Exerćıcios:� Considere o seguinte problema:

Problema MOCHILA : Dados itensS = f1; : : : ; ng, com valorvi e

tamanhosi inteiros,i = 1; : : : ; n, e inteiroB, encontrarS0 � S que

maximiza

Pi2S0 vi tal que

Pi2S0 si � B.

Descreva um algoritmo guloso para o problema da mochila.

Sug.: Considere custos relativos.

Algoritmos Gulosos 18
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Programação Dinâmica� Construção de soluç̃oes atrav́es de soluç̃oes de subproblemas� Projeto Indutivo� Resoluç̃ao do problema através de subproblemas menores� Estratégia Bottom Up� Resoluç̃ao dos problemas menores primeiro� Exemplos� Problema da Mochila� Árvore de BuscáOtima� Quando usar Programaç̃ao Dinâmica ?

– Sub-estruturáotima:
Uma soluç̃aoótima cont́em soluç̃oesótimas de subproblemas.

– Subproblemas repetidos:
Problemas diferentes contém subproblemas iguais.

Programação Dinâmica 1
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P6 P7 P8 P9 P10

P43P P5

PP1 P2

PP0

� Divisão e Conquista/Recursão:P4 resolvido 2 vezes (uma porP1 e uma porP2);P7 resolvido 3 vezes (uma porP3 e duas porP4);P8 resolvido 4 vezes (uma porP3, duas porP4 e uma porP5);P9 resolvido 3 vezes (uma porP3 e duas porP4);� Programaç̃ao Din̂amica:

Cada subproblema resolvido apenas uma vez.

Programação Dinâmica 2
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Principais Passos

1. Caracterizar a estrutura de uma soluçãoótima

2. Recursivamente definir o valor de uma soluçãoótima

3. Computar o valor de uma soluçãoótima, de forma bottom-up.

4. Construir uma soluç̃aoótima a partir de informaç̃oes j́a computadas.

Programação Dinâmica 3
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Problema da Mochila
Problema MOCHILA : Dados itensS = f1; : : : ; ng, com valorvi e

tamanhosi inteiros,i = 1; : : : ; n, e inteiroB, encontrarS0 � S que

maximiza

Pi2S0 vi tal que

Pi2S0 si � B.

OPT=47

M

Mochila de capacidade 14

20
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10
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18

1
2
3
4
5
6
7 915185
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Aplicações:� Seleç̃ao de projetos:

Uma empresa pode investir atéB reais em diferentes projetosP = f1; : : : ; ng, cada um necessita de um investimentosi e tem um

lucrovi. Escolher os projetos que maximizam lucro total, e não

ultrapassam limite do orçamento.� Criptografia Publica

Diffe e Hellman usam sistema de criptografia pública onde a

segurança se baseia na dificuldade de se encontrar uma soluc¸ão para o

problema da Mochila.� Problemas de Empacotamento

Gilmore e Gomory usam o problema da mochila para resolver

problemas de empacotamento (corte de barras, empacotamento em

cont̂eineres de carga, etc).
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Def.: SejaA�f1; : : : ; ig; k� � o maior valor obtido para um problema da

mochila de capacidadek e itensf1; : : : ; ig

Como definir soluç̃oesótimas de maneira recursiva ?

A({1,...,7},14)

A({1,...,6},14) A({1,...,6},12)+9

20
5

10
2

15
9

18

9

1
2
3
4
5
6
7

A(f1;: : :; ig; k)=8><>:max�A(f1;: : :; i�1g; k) ; vi+A(f1;: : :; i�1g; k�si)� se si � kA(f1;: : :; i�1g; k) C. c.A(fg; k)=0 para todok
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Itens

�
Mochila 0 1 2 : : : k�si : : : k : : : K; 0 0 0 : : : 0 : : : 0 : : : 01: : :1 0 : : : : : : : : :1: : :2 0 : : : : : : : : :

...
... : : : : : : : : :1: : :i�1 0 : : : A(i�1;k�si) : : : A(i�1; k) : : :1: : :i 0 : : : A(i; k) : : :

...
... : : : : : : : : :1: : :n 0 : : : : : : : : :

A(i; k) = 8<: max((A(i�1; k) ; vi+A(i� 1; k�si)) se si � kA(i� 1; k) C. c.
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ALGORITMO MOCHILA-EXATA(n; s; v;K)

2 para i 0 até n faça A(i; 0) 0

3 para k  1 até K faça A(0; k) 0

4 para i 1 até n faça
5 para k  1 até K faça
6 se si � k então
7 A(i; k) max(A(i� 1; k) ; vi +A(i� 1; k � si))

8 senão
9 A(i; k) A(i� 1; k)
Soluç̃ao em:A(n;K)

Teorema: O algoritmoMOCHILA-EXATA resolve o problema da mochila

em tempoO(nK).
Programação Dinâmica 8
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Problema daÁrvore de BuscaÓtima
Problema ÁRVORE DEBUSCA: Dados elementos(e1 � e2 � : : : � en),
onde cada itemei é consultadof(ei) vezes, construir umáarvore de busca

binária, tal que o total de ńos consultadośe ḿınimo.

Aplicações:Construç̃ao de diciońarios est́aticos, processadores de texto,

verificadores de ortografia.

Exemplo:Considere quatro chaves:A � B � C � D

e freq̈uênciasf(A) = 45, f(B) = 25, f(C) = 18 ef(D) = 12.

C

DA

B

90+75+18+24=207

Total de nós acessados nestáarvore = 207

Podemos construir todas aśarvores de busca e escolher a melhor ?
Número deárvores de busca pode ficar muito muito grande!!
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A

B

C

D

45+50+54+48=197

A

B

D

C

45+50+72+36=203

A

B

C

D
45+75+36+36=192

A

B

C

D

45+75+72+24=216

A

B

C

D

45+100+54+24=223

B

A C

D

90+25+36+36=187

B

A

C

D

90+25+54+24=193

C

B

A

D

135+50+18+24=227

C

DA

B

90+75+18+24=207

C

D

B

A

180+75+36+12=303

C

D

B

A

135+100+36+12=283

D

A

B

C

135+50+54+12=251

D

A

B

C

90+75+72+12=249

D

A

C

B

90+100+54+12=256
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Otimização Flávio K. Miyazawa

Propriedades daárvore de buscaótima

Def.: SeT é umaárvore bińaria de busca ev é um v́ertice, denotamos porT (v) a sub́arvore enraizada emv contendo todos os vértices abaixo dev.

No exemplo anterior temosA � B � C � D.

Pergunta: Em umaárvore de buscaT , podemos terT (B) nesta forma ?

B

A D

Não: PoisC deveria estar emT (B).
Conclus̃ao: SeT é umaárvore de busca, ev é um v́ertice deT , ent̃aoT (v) cont́em apenas elementos consecutivos.
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Otimização Flávio K. Miyazawa

SejaT umaárvore de busca,ej um vértice deT eT (ej) = fei; : : : ; ej�1; ej ; ej+1; : : : ; ekg. Ent̃ao� no ramo esquerdo devem haver os elementosei; : : : ; ej�1.� no ramo direito devem haver os elementosej+1; : : : ; ek.� Sub-́arvores defei; : : : ; ej�1g efej+1; : : : ; ekg devem seŕotimas.ej
ej+1; : : : ; ekei; : : : ; ej�1

� Freq̈uência de acessosà raiz em umáarvore de buscáe a soma das
freqüências dos elementos naárvore� Qualquer elemento defei; : : : ; ekg é candidato a ser raiz destes
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Definição recursiva da soluç̃ao ótima

Id éia: Gerarárvores de busca a partir deárvores de busca de tamanhos menores

Estratégia: Bottom-Up

SejaA(ei; : : : ; ek) :=número de ńos acessados eḿarvoreótima contendofei; : : : ; ekg.
Ent̃ao� A(;) = 0� A(ei; : : : ; ek) = mini�j�k�A(ei; : : : ; ej�1) +A(ej+1; : : : ; ek) + kXt=i f(et)�
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Item

�
Tam.Seq.0 1 : : : t : : : ne1 0 f(e1) : : : : : : M(1; n)e2 0 f(e2) : : : : : :

...
...

... : : : : : :ei 0 f(ei) : : : M(i; t) := A(ei; : : : ; ek) : : :

... 0 ... : : : : : :(k=i+t�1) ek 0 f(ek) : : :

... 0 ... : : : : : :en 0 f(en) : : : : : :A(;) = 0A(ei) = f(ei)A(ei; : : : ; ek) = mini�j�k�A(ei; : : : ; ej�1) +A(ej+1; : : : ; ek) + kXt=i f(et)�
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45 25 18 12

A DCB

C

B D

A

B

C

D

B

A C

187

A

B

C

D

B

C

149 92

95 61 42

Árvores ótimas de tamanho 1

Árvores ótimas de tamanho 2

Árvores ótimas de tamanho 3

Árvores ótimas de tamanho 4
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ALGORITMO ÁRVORE-BUSCA(e1; : : : ; en; f)

1 para i 0 até n+ 1 faça M(i; 0) 0

2 para t 1 até n faça
3 para i 1 até n� t+ 1 faça
5 S  f(ei) + f(ei+1) + � � �+ f(ei+t�1)

7 M(i; t) min0�t0�t�1�M(i; t0) +M(i+ t0 + 1; t� t0 � 1) + S�

Soluç̃ao em:A(1; n)
Teorema: O algoritmoÁRVORE-BUSCA encontra o valor dáarvore de

buscaótima em tempoO(n3).
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Exerćıcios:� O algoritmo apresentado para resolver o problema da mochilaapenas

apresenta o valor da mochila de peso máximo. Faça uma

implementaç̃ao do algoritmo de maneira que ele apresente também os

itens que formam esta solução.� O algoritmo apresentado para resolver o problema daárvoreótima

apenas apresenta o valor esperado de consultas de nós para todos os

itens. Faça uma implementação do algoritmo de maneira que ele

apresente áarvore de buscáotima.
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Heurı́sticas
Grafo de Vizinhanças� Vértices s̃ao “soluç̃oes” víaveis:em geraĺe um conjunto muito grande� Arestas indicam transformações de uma solução para outra� Exemplo de grafo de vizinhança e uma solução inicial (e seu valor)

90

85

82

75

88

80

70

80

80� Objetivo: Chegar na soluç̃ao de melhor custo pelo grafo de vizinhanças
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Grafos de vizinhança ruins� Grafo desconexo:Podemos nunca chegar na soluçãoótima

90

85

82

75

80

92

70

80

92

87

80

� Grafo denso: Percorrer os vizinhos de uma “solução” tem a mesma

complexidade do problema original

80

85

7590

82 70
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Heurı́sticas de Busca Local� Uso de vizinhança entre soluç̃oes víaveis� Uso de soluç̃ao inicial� Melhorias sucessivas a partir da soluç̃ao atual

VIZINHO-MELHOR (S; I)
1 se existe vizinho S0 de S com solução melhor
2 então retorne S0
3 senão retorne ;
BUSCA-LOCAL-GERAL (I)
1 encontre “solução” inicial S para I
2 S0  VIZINHO -MELHOR(S; I)
3 enquanto S0 6= ; faça
4 S  S0

5 S0  VIZINHO -MELHOR(S; I)
6 devolva S
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Algoritmo Melhor-Vizinho:
Escolher o melhor dentre todos os vizinhos que tem valor melhor

Grafo de vizinhança entre “soluç̃oes” viáveis

90

85

82

75

88

80

70

80

80

Soluç̃ao inicial de valor 90

90

85

82

75

88

80

70

80

80

Soluç̃ao de valor 82

90

85

82

75

88

70

80

80

80

Soluç̃ao de valor 80

90

85

82

75

88

80

70

80

80

Soluç̃aoótima local de valor 75
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Comportamento do algoritmo de busca local

85

90

80

75

70

S1 S2 S3 S4

Se a primeira soluç̃ao fosse a de valor 88, terı́amos chegado na soluç̃ao ótima

90

85

82

75

88

80

70

80

80
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Saindo de ḿınimos locais: Multi-Start Local Search� Executar algoritmo de Busca Local com diferentes ińıcios� Guardar melhor solução� Exemplo em otimizaç̃ao unidimensional

I1 I2 I3

BL(I3)

BL(I1)
BL(I2)

Ótimos Locais Ótimo Global
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Mı́nimos e ḿaximos locais em funç̃ao bidimensional
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Busca Local para o TSP

Considere grafos completos

Vizinhança-K-OPT(C) := fC 0 : C0 é circuito hamiltoniano obtido deC

removendoK arestas e inserindo outrasK arestas.g.
K-OPT (G = (V;E; ))

1 encontre um circuito hamiltoniano inicial C

2 repita
3 procure C0 em Vizinhança-K-OPT(C) tal que val(C 0) < val(C).
4 se encontrou tal C0, C  C0
5 até que não se consiga encontrar tal C0 no passo 3
6 devolva C

Algoritmos de Busca Local 8



Otimização Flávio K. Miyazawa

Exemplo de troca2-OPT
A

B

G

E

FD

C

H ) A

B

G

E

FD

C

H

Exemplo de troca3-OPT
A

B

G

E

FD

C

H ) A

B

G

E

FD

C

H

Uma soluç̃ao víavel pode ter v́arios vizinhos usando troca3-OPT.
Quantos ?
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Comparação em grafos euclidianos aleatórios (Johnson&McGeoch’97)

� Usando algoritmo guloso para obter circuito inicial� Inserindo arestas mais leves primeiro� Descartando arestas que inviabilizam solução� Comparando com limitante inferior do ótimo� Limitante de Held-Karp

N = 102 102:5 103 103:5 104 104:5 105 105:5 106

Guloso 19.5 18.8 17.0 16.8 16.6 14.7 14.9 14.5 14.2

2-OPT 4.5 4.8 4.9 4.9 5.0 4.8 4.9 4.8 4.9

3-OPT 2.5 2.5 3.1 3.0 3.0 2.9 3.0 2.9 3.0
Fator de excesso em relação ao limitante de Held-Karp
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Branch & Bound

Branch & Bound:� Método que combina enumeração (branch) e� poda da enumeração (bound)

Estratégia:

� Percorrer umáarvore de enumeração que particiona o conjunto de

soluç̃oes do problema.� Sempre que percorrer um ramo que nãoé promissor ou invíavel, podar

o ramo sem percorrê-lo.
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Pontos importantes em um algoritmo Branch & Bound

1. Como fazer a enumeração.
Que tipo de condiç̃oes/partiç̃ao usaremos para ramificar ?

2. Como percorrer áarvore de enumeração.
Quais ramos iremos percorrer primeiro ?

3. Como podar áarvore eficientemente.
Que condiç̃oes de inviabilidade iremos testar ?
Como avaliar se um ramo não iŕa levar a soluç̃oes melhores ?� Uso de limitantes superiores e inferiores para podar aárvore.

Na maioria dos problemas,� a enumeraç̃ao gera uma quantidade exponencial de soluções;� é importante investir em um planejamento adequado de cada umdos
itens acima, principalmente a poda
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Exemplo: Branch & Bound para o TSP

Ramificaç̃ao daárvore:� Circuito do TSṔe representado como seqüência den vértices distintos� Vamos enumerar todos os circuitos possı́veis seq̈uências de v́ertices.� Cada ńo daárvore de enumeração representa um vértice� Cada ramificaç̃ao de um ńo para outro representa uma aresta
percorrida ligando os dois nós

Vamos fazer áarvore de ramificaç̃ao do seguinte grafo:

B

A
7

7
2

2

1

2

1
D

C

E
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D

E

E C

ED

E

C

C

D

D

C

C D E

B C E

A

D

ED

DE E

E D

E E

E

E

E

ED

B

B B

B

D

B C

C

C

B

B

B C

C BB

B C D

C D

D C

B D

D B

B C

BC

Todas as seq̈uências posśıveis dos v́ertices A, B, C, D e E
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Poda dáarvore por inviabilidade:� Algumas arestas dáarvore de enumeração ñao existem. A figura

seguinte mostra as podas que podemos fazer considerando apenas a

falta de arestas:

C D E

B C E

A

D

E

E C

ED

E

C

D

B C D

B D

D B

B C

BC
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Poda dáarvore por ñao ser promissor:� O grafo apresenta custos positivos. Vamos supor que o algoritmo

escolheu, de maneira gulosa um ramo mais promissor, digamosa

seq̈uência A, B, C, D e E de custo 8. Se em algum percurso a soma

das arestas já nos de custo 8, podamos este ramo.

C D E

B C E

A

D

E

E C

C

D

B D

B

B

12

2

1

2

7 2

2

17

7

Árvore de branch & bound efetivamente percorrida

Note a import̂ancia de se começar com boas soluções iniciais. O valor da

melhor soluç̃ao encontradáe sempre usado para podar ramos não promissores.
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Problema da Mochila
Problema MOCHILA II: Dados itensf1; : : : ; ng, cada itemi com valorvi

e tamanhosi, e capacidade da mochilaB, encontrar quantidadesxi do

item i que maximiza

Pi2[n℄ vixi tal que

Pi2[n℄ sixi � B. Todos os

valores s̃ao inteiros ñao negativos

Exemplo de inst̂ancia para o problema da mochila:

OPT=47

M

Mochila de capacidade 14

20
5

10
2

15
9

18

1
2
3
4
5
6
7 915185
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Construção daárvore de ramificação� Nós mais pŕoximos da raiz indicam maior chance de decidir uma

soluç̃ao boa.� Primeiros ramos a serem percorridos indicam maior chance dechegar

na soluç̃aoótima.

Vamos considerar que os itens(1; 2; : : : ; n) est̃ao ordenados conforme seu

valor relativo: v1s1 � v2s2 � � � � � vnsn

Nesta ordenaç̃ao, objetos de ouro vêm antes dos de prata que vêm antes

dos de bronze.

Estrat́egia gulosa:

1. Tentar inst̂ancias com ḿaximo de ouro,

2. depois completar com ḿaximo de prata,

3. depois completar com ḿaximo de bronze,...
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Exemplo de Inst̂ancia:

Capacidade da mochila: 120

Valor do item: v1 = 4 v2 = 5 v3 = 5 v4 = 2

Pesos do item: s1 = 33 s2 = 49 s3 = 51 s4 = 22

Note que os valores possı́veis dex1 são 0, 1, 2, 3.

Usando uma estratégia gulosa para construir e percorrer aárvore, obtemos

umaárvore de enumeração:� com os itens de maior valor relativo mais próximos da rais� percorrer áarvore de maneira que ramos mais promissores (estratégia

gulosa) sejam percorridos primeiro.
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Umaárvore de enumeração completa, dispondo os itens de maior valor

relativo mais pŕoximos da raiz e os ramos mais promissores mais ao alto

(mais a direita da raiz)

x4 = 3

x1 = 3

x4 = 3
x4 = 3

x1 = 2
x1 = 1

x1 = 0
x2 = 0 x3 = 0 x4 = 0x2 = 1 x3 = 0 x4 = 0x2 = 0 x3 = 1 x4 = 0x3 = 0 x4 = 2x2 = 1 x3 = 0 x4 = 1x2 = 0 x3 = 1x3 = 0 x4 = 1x2 = 2 x3 = 0 x4 = 1x2 = 1 x3 = 1 x4 = 0x3 = 0x2 = 0 x3 = 2x3 = 1x3 = 0 x4 = 0x4 = 5

Note que o primeiro ramo mais ao altoé exatamente o algoritmo guloso.
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Nosso algoritmo iŕa percorrer áarvore,� obedecendo a ordem de percurso gulosa (ramos de cima para baixo);� sempre atualizando a melhor solução encontrada;� podando ramos que não levem a soluç̃oes melhores que as que já temos.

Vamos manter a melhor solução encontrada em(x�; V �), ondex� é o

vetor soluç̃ao eV � é seu valor. Sempre que encontrarmos uma solução

melhor, atualizamos(x�; V �)
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Vejamos um momento que atualizamos a melhor solução:

Inicialmente a melhor solução foi obtida no ramo superior (estratégia

gulosa). Esta solução apresentou valor 12.

O próximo ramo a ser percorrido (segundo ramo de cima para baixo)nos

dá uma soluç̃ao de valor 13.

Valor 12

Valor 13

x1 = 3x1 = 2 x2 = 0 x3 = 0 x4 = 0x2 = 1 x3 = 0 x4 = 0
Neste ponto atualizamos as variáveis(x�; V �).
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Poda
Nestaárvore de enumeração consideramos apenas instâncias víaveis.

Assim, vejamos como podar um ramo por não ñao ser promissor:

Suponha que estamos em um nó interno dáarvore para o qual fizemos as

atribuiç̃oes dex1; : : : ; xk (faltam atribuirxk+1; : : : ; xn);� sejaV 0 eB0 o valor e o espaço preenchido pela atribuiçãox1; : : : ; xk� O espaço ñao ocupado da mochila, deB00 := B �B0 deve ser

completado com a melhor atribuição emxk+1; : : : ; xn.� O maior valor relativo dos itens restantesé devk+1Æsk+1.� Na melhor das hiṕoteses, todo o espaço restante da mochila,B00, seŕa

completado com este valor relativo.� SeV 0 +B00 vk+1sk+1 � V � ent̃ao ñao podemos ter solução melhor que a

que temos em(x�; V �) e podemos descartar este ramo sem percorrê-lo.� Se os valores dos itens são inteiros, podemos podar quando ocorrerV 0 +B00 vk+1sk+1 < V � + 1.
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Vamos analisar porque a ramificação apresentada abaixo foi podada:x1 = 3x1 = 2 x2 = 0 x3 = 0 x4 = 0x2 = 1 x3 = 0 x4 = 0x2 = 0 V 0 = 2 � 4 = 8B0 = 2 � 33 = 66B00 = 120� 66 = 54V � = 13vk+1sk+1 = 551

Note que a melhor solução atual tem valorV � = 13 e

o ramo iŕa produzir soluç̃ao de valor no ḿaximoV 0 +B00 vk+1sk+1 = 8 + 54 � 551 = 13:29412

Como os valores dos itens são inteiros, śo iremos melhorar o valor deV �

se tivermos valor pelo menos 14. I.e., vale que13:29412 = V 0 +B00 vk+1sk+1 < V � + 1 = 14
Logo podemos podar este ramo.
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x1 = 3x1 = 2 x2 = 0 x3 = 0 x4 = 0x2 = 1 x3 = 0 x4 = 0x2 = 0x1 = 1x1 = 0
Árvore de branch & bound efetivamente percorrida
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ALGORITMO BRANCH-BOUND-MOCHILA(n; s; v;K)

1 V �  0
2 k  0
3 para j  k + 1 até n faça xj  ��b�Pj�1i=1 sixi��sj�

4 V  Pni=1 vixi
5 se V > V � então
6 x�  x
7 V �  V
8 k  n
9 enquanto (k � 1) e (xk = 0) faça k  k � 1

10 se k � 1
11 xk  xk � 1
12 V 0  Pki=1 sixi
13 B00  B �Pki=1 sixi
14 se V 0 + k+1sk+1B00 � V � então
15 vá para o passo 9
16 senão
17 vá para o passo 3
18 retorne x�
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Método muito bom quandoB é grande.

Gilmore, Gomory’63:Em experimentos usados em problemas de

empacotamento (bin packing) obtiveram uma execução 5 vezes mais

rápida que o algoritmo de programação din̂amica.

Para maiores detalhes sobre este algoritmo, veja Chvátal’83
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Percorrendo aÁrvore de Branch & Bound� Por busca em profundidade
Usado para percorrer aárvore de branch & bound do problema da
Mochila.
Possibilitou que a meḿoria consumida na enumeração seja pequena.
Pode fazer com que a soluçãoótima (ou soluç̃oes boas) sejam obtidas
aṕos muito processamento.� Por busca em largura
Mant́em certa igualdade entre ramos, permitindo manter ramos que
contenham soluç̃oes boas.
Pode levar a um consumo excessivo de memória.� Combine as duas estrat́egias.

Exerćıcios:� Faça uma implementação eficiente do algoritmo
BRANCH-BOUND-MOCHILA.
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Programação Linear

Programaç̃ao linear� dá a resoluç̃ao exata para muitos problemas� dá a resoluç̃ao aproximada para muitos problemas� faz parte dos principais ḿetodos para obter soluçõesótimas� faz parte dos principais ḿetodos para obter soluções aproximadas� dá excelentes delimitantes para soluçõesótimas� pode ser executada muito rapidamente� há diversos programas livres e comerciais
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Programação Linear

Problema PL: Dados matrizA = (aij) 2 Q n�m, vetores = (i) 2 Q n eb = (bi) 2 Q m, encontrar vetorx = (xi) 2 Q m (se existir) que

minimize 1x1 + 2x2 + � � �+ mxm

sujeito a
8>>>>>>>><>>>>>>>>:

a11x1 + a12x2 + � � �+ a1mxn � b1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2mxn � b2

...
...

...an1x1 + an2x2 + � � �+ anmxn = bnxi 2 Q
Teorema: PL pode ser resolvido em tempo polinomial.
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Exemplo gŕafico

0

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4 5 6

P x1

x2 x1 � 4

x1 � 0

x1 + x2 � 52x1 + 3x2 � 12
�2x1 � x2 = 0�2x1 � x2 = �4�2x1 � x2 = �9

x2 � 0
minimize �2x1 � x2

sujeito a

8>>>><>>>>:
x1 +x2 � 52x1 +3x2 � 12x1 � 4x1 � 0x2 � 0

Soluç̃aoótima:x1 = 4 ex2 = 1

Valor da soluç̃aoótima =�9
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Def.: Chamamos o conjunto de pontosP ,

P :=
8>>><>>>:x 2 Q n : a11x1 + a12x2 + � � �+ a1mxn � b1

...
...

...an1x1 + an2x2 + � � �+ anmxn � bn
9>>>=>>>;

como sendo umpoliedro.

P
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Def.: Seyi 2 P e�i 2 Q , i = 1; : : : ; n dizemos quey = �1y1 +�2y2+ � � �+�nyn é umacombinaç̃ao convexados pontosy0is

se�i � 0 e�1 + � � �+ �n = 1

Exemplo: Os pontos que são combinaç̃ao convexa de dois pontosx ey são:onv(fx; yg) := ��1x+ �2y : �1 � 0; �2 � 0; �1 + �2 = 1	

substituindo�2 = 1� �1, temosonv(fx; yg) := ��x+ (1� �)y : 0 � � � 1	

j

i

k
y

x

j é combinaç̃ao convexa dex ey, masi ek não s̃ao

Programação Linear 5



Otimização Flávio K. Miyazawa

Def.: Osvérticesoupontos extremaisdeP são os pontos deP que ñao

podem ser escritos como combinação convexa de outros pontos deP

v2v5

v1

v3
v4

P

Vértices deP : v1; v2; v3; v4; v5
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Teorema: Uma soluç̃ao queé v́ertice do PL pode ser encontrada em

tempo polinomial.

Algoritmos polinomiais para resolver PL:� Algoritmo dos elipśoides (Kachian’79)e� Método dos pontos interiores (Karmarkar’84).

Algoritmos exponenciais para resolver PL:� Método simplex (Dantzig’47)(tempo ḿedio polinomial).
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Nem sempre encontramos uma soluç̃ao ótima� Sistema ilimitado

P

x

y
� Sistema invíavel

x

y
y � x � �2 x� y � 5
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Resolvedores de Sistemas Lineares

Programas comerciais� CPLEX / ILOG: www.ilog.com/products/cplex/� XPRESS:www.dashoptimization.com/� OSL / IBM: www.research.ibm.com/osl

Programas livres� GLPK / Gnu:www.gnu.org/software/glpk/glpk.html� SoPlex / Zib:www.zib.de/Optimization/Software/Soplex
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Problema da Dieta

São dados:� m alimentos:ali1; : : : ; alim� n nutrientes:nut1; : : : ;nutn� preçopj de cada alimentoalij� recomendaç̃oes díariasri de cada nutrientenut i, para uma dieta balanceada� quantidadeqij do nutrientenut i no alimentoalij ,
Objetivo: Encontrar uma dieta mais barata respeitando as recomendações

nutricionais
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Exemplo: Dieta I
Nutrientes, com recomendações díarias ḿınima e ḿaxima

Nutriente ḿınimo máximanut1 = cálcio 800 1200nut2 = ferro 10 18

Alimentos, com preço e composição nutricional:

Alimento preço ćalcio ferroali1 = carne de boi (kg) 4.78 110.00 29.00ali2 = feijão cozido (kg) 1.48 170.00 15.00ali3 = leite desnatado (lt) 0.85 1150.00 0.00
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Formulação Linear

Vari áveis� x1 quantidade decarne de boia comprar� x2 quantidade defeijão cozidoa comprar e� x3 quantidade deleite desnatadoa comprar.

Função de objetivo� Minimizar o preço pago por todos os alimentos. I.e.,

minimize4;78x1 + 1;48x2 + 0;85x3

Restrições� quantidadesx1, x2 ex3 devem ser valores válidos e satisfazer

restriç̃oes nutricionais
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Restrições nutricionais� Quantidade de ćalcio consumido dentro das recomendações díarias110x1 + 170x2 + 1150x3 � 800110x1 + 170x2 + 1150x3 � 1200� Quantidade de ferro consumido dentro das recomendações díarias29x1 + 15x2 � 1029x1 + 15x2 � 18

Restrições de ñao negatividade� Nenhuma quantidade pode ser negativax1 � 0; x2 � 0; x3 � 0
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Formulação Linear

minimize 4;78x1 + 1;48x2 + 0;85x3

sujeito a

8>>>><>>>>:
110x1+ 170x2+ 1150x3 � 800110x1+ 170x2+ 1150x3 � 120029x1+ 15x2 � 1029x1+ 15x2 � 18x1 � 0 x2 � 0 x3 � 0

Resolvendo-se:

Obtemos uma dieta de1;49 reais comx1 = 0 kg. de carne de boi,x2 = 0:67 kg. de feij̃ao cozido ex3 = 0:60 lt. de leite desnatado.
A quantidade díaria de ćalcio nesta dietáe 800 e de ferróe 10.

Veja o programa dessa resolução em

http://www.ic.unicamp.br/˜fkm/otimizacao/dieta1.c
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Resolvendo o sistema da dieta pelo GLPK

/* Exemplo de uso do glpk (by F.K. Miyazawa)
http://www.ic.unicamp.br/˜fkm/otimizacao/dieta1.c

Para compilar:
gcc dieta1.c -o dieta1.exe libglpk.a -I(dir-include)
onde (dir-include) e’ o diretorio onde esta’ glpk.h */

#include <stdio.h>
#include <glpk.h>
int main(void)
{

LPX *lp;
int ndx[1+3]; /* a posicao de indice 0 nao e’ usada */
double val[1+3]; /* a posicao de indice 0 nao e’ usada */
double Z, x1, x2, x3;

/* Criando um programa linear e dando nome a ele */

lp = lpx_create_prob();
lpx_set_prob_name(lp, "dieta");

Programação Linear 15



Otimização Flávio K. Miyazawa

/* Inserindo 3 colunas no LP (var. x1,x2,x3) */
lpx_add_cols(lp,3);

/* Inserindo dados da primeira variavel (x1) */
lpx_set_col_name(lp,1,"x1"); /* nome da variavel 1 */
lpx_set_col_bnds(lp,1,LPX_LO,0.0,0.0); /* 0<=x1 (LOwer bnd)*/

/* Inserindo dados da primeira variavel (x2) */
lpx_set_col_name(lp,2,"x2"); /* nome da variavel 2 */
lpx_set_col_bnds(lp,2,LPX_LO,0.0,0.0); /* 0<=x2 (LOwer bnd)*/

/* Inserindo dados da primeira variavel (x3) */
lpx_set_col_name(lp,3,"x3"); /* nome da variavel 3 */
lpx_set_col_bnds(lp,3,LPX_LO,0.0,0.0); /* 0<=x2 (LOwer bnd)*/

/* Note que as desigualdades do tipo a<=xi<=b sao inseridas
pela rotina lpx_set_col_bnds.
I.e, as desigualdades 0<=xi foram inseridas acima */
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/* O sistema tem 4 desig., mas note que temos na verdade
duas desig., pois o que muda sao os bounds das desig. */

lpx_add_rows(lp, 2);

/* Insere primeira desig. 800<=110x1+170x2+1150x3 <= 1200 */
lpx_set_row_name(lp,1,"calcio");
lpx_set_row_bnds(lp,1,LPX_DB,800.0,1200.0);/*bnds da desig.*/

/* montando o corpo da desigualdade */
ndx[1]=1; val[1]=110; /*primeiro coef.: valor de x1 e’ 110 * /
ndx[2]=2; val[2]=170; /*segundo coef.: valor de x2 e’ 170 */
ndx[3]=3; val[3]=1150;/*terceiro coef.: valor de x3 e’ 115 0*/

/* insere a desig. 1 que tem 3 coefs. dados em ndx e val */
lpx_set_mat_row(lp, 1, 3, ndx, val);

/* Insere a segunda desigualdade: 10 <= 29x1+15x2 <= 18 */
lpx_set_row_name(lp,2,"ferro");
lpx_set_row_bnds(lp,2,LPX_DB,10.0,18.0); /*bnds da ine q. */
ndx[1]=1; val[1]=29; /* primeiro coef.: valor de x1 e’ 29 */
ndx[2]=2; val[2]=15; /* segundo coef.: valor de x2 e’ 15 */
/* insere a desig. 2 que tem 2 coefs. dados em ndx e val */
lpx_set_mat_row(lp, 2, 2, ndx, val);
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/* O problema e’ de minimizacao */
lpx_set_obj_dir(lp, LPX_MIN);

/* Insere os coeficientes da funcao objetivo (precos) */
lpx_set_col_coef(lp,1,4.78); /* preco da carne (x1) */
lpx_set_col_coef(lp,2,1.48); /* preco do feijao (x2) */
lpx_set_col_coef(lp,3,0.85); /* preco do leite (x3) */

lpx_simplex(lp); /* Resolve pelo metodo simplex */

Z=lpx_get_obj_val(lp); /*Valor da sol. (preco da refeicao )*/
lpx_get_col_info(lp,1,NULL,&x1,NULL); /* pega valor de x 1 */
lpx_get_col_info(lp,2,NULL,&x2,NULL); /* pega valor de x 2 */
lpx_get_col_info(lp,3,NULL,&x3,NULL); /* pega valor de x 3 */

/* imprime valor da solucao */
printf("\nZ=%g; x1=%g; x2=%g; x3=%g\n", Z, x1, x2, x3);

lpx_delete_prob(lp);/*libera memoria usada pelo prog.li near*/
}

Programação Linear 18



Otimização Flávio K. Miyazawa

Exemplo: Dieta II
Nutrientes, com recomendações díarias ḿınima e ḿaxima

Nutriente ḿınimo máximanut1 = fósforo 800 1200nut2 = vitamina C 60 90

Alimentos, com preço e composição nutricional:

Alimento preço f́osforo vitamina Cali1 = carne de boi (kg) 4.78 1800.00 0.00ali2 = feijão cozido (kg) 1.48 490.00 10.00

Vari áveis� x1 quantidade decarne de boia comprar� x2 quantidade defeijão cozidoa comprar
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Formulação Linear
minimize 4;78x1 + 1;48x2

sujeito a

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
1800x1+ 490x2 � 8001800x1+ 490x2 � 12000x1+ 10x2 � 600x1+ 10x2 � 90x1 � 0 x2 � 0

Este sistemáe inviável. De fato:� O único a ter vitamina Će o feij̃ao (e bem pouco)� Por10x2 � 60 temos quex2 � 6
I.e., para suprir necessidade de vitamina C, precisamos ingerir pelo

menos 6 kg. de feijão por dia!!� 6kg. de feij̃ao cont́em6 ? 490 = 2940mg de f́osforo

acima do limite díario permitido de 1200mg de fósforo.
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Exerćıcios:� Descubra no manual do Glpk 3.1 os tipos de retorno da função

lpx simplex . Implemente o exemplo da Dieta II em um programa

linear e faça com que ele descubra que o sistemaé inviável.� Faça um programa onde as quantidades de alimentos e nutrientes bem

como seus dados são digitados pelo usuário. Seu programa deve

calcular a dieta mais barata, se possı́vel.

Para saber mais sobre programação linear, veja o livro de Chv́atal [Chv83].
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Otimização de Portfolio� Temos100:000 reais para investir em ações� As aç̃oes selecionadas e a porcentagem de retorno esperado em 1 ano

são:

Empresa Retorno (em %)emp1 = Petrobrasa (petróleo/estatal) 9.0%emp2 = Vale do Rio Salgado (siderurgia) 10.2%emp3 = Votoratchim (siderurgia) 6.5%emp4 = Techaco (petŕoleo) 9.5%emp5 = Sanada (́agua/estatal) 8.5%
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A recomendaç̃ao dos especialistasé a seguinte:� Recomenda se investir pelo menos 25% e no máximo 55% em

empresas estatais.� Petrobrasa e Techaco são empresas do mesmo setor (petróleo).

Recomenda-se que o investimento nas duas não passe de 55 %.� Vale do Rio Salgado e Votoratchim são do mesmo setor (siderurgia)

recomenda que o investimento nas duas não passe de 45 %.� Apesar da Vale do Rio Salgado ter a maior taxa de retorno, há boatos

que ela pode estar maquiando faturamento. Recomenda-se quea

quantidade de investimento nela não passe de 60% do total de

investimento feito em empresas de siderurgia.
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Formulação Linear

Vari áveis� x1 quantidade de investimento naPetrobrasa� x2 quantidade de investimento naVale do Rio Salgado� x3 quantidade de investimento naVotoratchim� x4 quantidade de investimento naTechaco� x5 quantidade de investimento naSanada

Função de objetivo� Maximizar o lucro esperado,

maximize0;090x1 + 0;102x2 + 0;065x3 + 0;095x4 + 0;085x5

Restrições� quantidadesx1; : : : ; x5 devem ser valores válidos e devem satisfazer
recomendaç̃oes dos especialistas
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Restrições impostas por especialistas� Recomenda se investir pelo menos 25% e no máximo 55% em
empresas estatais. x1 + x5 � 25000x1 + x5 � 55000� Petrobrasa e Techaco são empresas do mesmo setor (petróleo).
Recomenda-se que o investimento nas duas não passe de 55 %.x1 + x4 � 55000

� Vale do Rio Salgado e Votoratchim são do mesmo setor (siderurgia)
recomenda que o investimento nas duas não passe de 45 %.x2 + x3 � 45000
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Otimização Flávio K. Miyazawa� Apesar da Vale do Rio Salgado ter a maior taxa de retorno, há boatos
que ela pode estar maquiando faturamento. Recomenda-se quea
quantidade de investimento nela não passe de 60% do total de
investimento feito em empresas de siderurgia.x2 � 0:6(x2 + x3)

I.e., � 0:4x2 + 0:6x3 � 0

Demais Restriç̃oes� Total investidoé 100.000x1 + x2 + x3 + x4 + x5 = 100000

� Nenhuma quantidade pode ser negativax1 � 0; x2 � 0; x3 � 0; x4 � 0; x5 � 0
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Formulação Linear

maximize 0;090x1 + 0;102x2 + 0;065x3 + 0;095x4 + 0;085x5

sujeito a
8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

x1+ x2+ x3+ x4+ x5 = 100000x1+ x5 � 25000x1+ x5 � 55000x1+ x4 � 55000x2+ x3 � 45000�:4x2+ :6x3 � 0x1 � 0 x2 � 0 x3 � 0 x4 � 0 x5 � 0

Resolvendo-se:

Obtemos uma lucro estimado de9094 reais investindox1 = 0 na Petrobrasa, x2 = 12000 na Vale do Rio Salgado,x3 = 8000 na Votoratchim, x4 = 55000 na Techaco ex5 = 25000 na Sanada.
Veja o programa dessa resolução em

http://www.ic.unicamp.br/˜fkm/otimizacao/portfolio. c
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Fluxo de Custo Ḿınimo

Considere um sistema de produção de bens onde há centros consumidores

e produtores.� Todos os bens produzidos devem ser todos consumidos.� Os bens produzidos chegam até os consumidores através de rotas.� Cada rota tem uma capacidade máxima de escoamento (direcionada).� Cada rota tem seu custo para transportar cada unidade do ben.� Objetivo: Transportar os bens dos produtores para os consumidores

minimizando custo para transportar os bens.

Outras aplicaç̃oes:� Transfer̂encia de dados em rede de computadores, deteção de

“gargalos” da rede na transferência.� Projeto de vias de tráfego no planejamento urbano.� Deteç̃ao da capacidade de transmissão entre pontos de redes de

telecomunicaç̃oes.
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Definições:

SejaG = (V;E) um grafo orientado com função de capacidades nas
arestas : E ! Q +, demandasb : V ! Q e custos nas arestasw : E ! Q +.

Def.: Dado um v́erticei 2 V , sebi < 0 dizemos quei é umconsumidore

sebi > 0 dizemos quei é umprodutor.

Def.: Dizemos quex : E ! Q + é umfluxo emG seXe2Æ+(v)xe � Xe2Æ�(v)xe = bi e 0 � xe � e

Ex.:

G(V,E,c,d)
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Um fluxo viável
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Def.: Dado um fluxox : E ! Q + (respeitando e b) definimos ocusto

do fluxox como sendo

Pe2E wexe.
Problema FLUXO DE CUSTO M ÍNIMO : Dados um grafo orientadoG = (V;E), capacidades : E ! Q +, demandasb : V ! Q + e uma

função de custo nas arestasw : E ! Q +, encontrar um fluxox : E ! Q +

de custo ḿınimo.

Formulação do Fluxo de custo ḿınimo
Encontrar x tal queminXe2EwexeXe2Æ+(v)xe � Xe2Æ�(v)xe = bi0 � xe � e

Teorema: Se as capacidades nas arestas e as demandas dos vértices s̃ao

inteiros (i.e., : E ! Z+ e b : V ! Z+) ent̃ao os v́ertices do poliedro do

fluxo s̃ao inteiros.
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Subproblemas� Fluxo máximo de um v́ertices a um v́erticet (st-fluxo)� Problema do corte de capacidade mı́nima� Problema do caminho ḿınimo (com pesos ñao negativos)� Emparelhamento de peso máximo em grafos bipartidos
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Fluxo Máximo des para t (st-fluxo máximo)� Não temos custo para transportar os bens.� Cada rota tem uma capacidade máxima de escoamento (direcionada).� Só temos um produtor (v́ertices) de produç̃ao arbitrariamente grande.� Só temos um consumidor (vérticet) de consumo arbitrariamente grande.� Nós internos apenas repassam bens.� Objetivo: Maximizar o transporte de bens des parat, respeitando

restriç̃oes de capacidade do fluxo.
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Exemplo:
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fluxo de valor 5

G(V,E) e capacidades
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SejaG = (V;E) um grafo orientado, capacidades : E ! Q + e vérticess

e t.
Def.: Dizemos quex : E ! Q + é umst-fluxo seXe2Æ+(v)xe � Xe2Æ�(v)xe = 0 8v 2 V n fs; tg

0 � xe � e 8e 2 E

Def.: Dado umst-fluxox paraG = (V;E; ; s; t), definimos o valor do

fluxox como sendox(Æ+(s))� x(Æ�(s)).
Problema st-FLUXO M ÁXIMO Dado um grafo orientadoG = (V;E),
capacidades : E ! Q + e vérticess e t, encontrar um fluxo des parat de

valor máximo.
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Formulação Linear� Para colocar no formato do problema de fluxo de custo mı́nimo,

adicione uma arestat! s.
3

6

5

1

1

4
2

3

11

6
1

s t

G(V,E) e capacidades

maximize xts
sujeito a

8<: Pe2Æ+(v) xe �Pe2Æ�(v) xe = 0 8v 2 V0 � xe � e 8e 2 E:

Corolário: Se as capacidadese são inteiras, ent̃ao os v́ertices do

poliedro do fluxo s̃ao inteiros.
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SejaG = (V;E) um grafo orientado com capacidades : E ! Q + e

vérticess e t.
Def.: Um st-corteé um conjuntoS � V tal ques 2 S e t 2 S (ondeS := V n S). Tamb́emé denotado pelo conjunto de arestasÆ(S).
Def.: Definimos acapacidade de umst-corteS, como sendo a soma(Æ(S)) := Xe2Æ(S)) e:
Problema st-CORTE M ÍNIMO : Dado um grafo orientadoG = (V;E),
capacidades : E ! Q + e vérticess e t, encontrar umst-corte de

capacidade ḿınima.

Aplicações:Projeto de redes de conectividade, Classificação de dados

(data mining), particionamento de circuitos VLSI, etc
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Teorema: O valor de umst-fluxo ḿaximo des para t é igualà

capacidade de umst-corte ḿınimo.
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Corte de capacidade 5
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s t

fluxo de valor 5

Sabemos como encontrar um fluxo máximo des parat, mas como

encontrar um corte ḿınimo separandos e t ?
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Exerćıcios:� Faça um programa que, dado umst-fluxo de valor ḿaximo, encontra
umst-corte ḿınimo em tempo linear.� Dado um grafonão orientado, com capacidades nas arestas, indicando
a capacidade de fluxo que pode ir de um extremo ao outro de uma
aresta, em qualquer uma das direções. O problema do fluxo ḿaximo
de um v́ertices a um v́erticet é encontrar um fluxo que sai des e
chega emt, respeitando a capacidade nas arestas e a lei de
conservaç̃ao do fluxo em cada vértice interno. Reduza este problema
ao problema de encontrar umst-fluxo máximo em grafo orientado.� Dado um grafo ñao orientado com capacidades nas arestas, e dois
vérticess e t, resolva o problema de encontrar um corte de capacidade
mı́nima separandos e t.

Um excelente livro sobre problemas em fluxoé dado em Ahuja et al [AMO93].
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Problema do Caminho Ḿınimo
Problema CAMINHO M ÍNIMO : Dado um grafo orientadoG = (V;E),
custos nas arestasw : E ! Q + e vérticess e t, encontrar um caminho des

parat de custo ḿınimo.

G(V,E,w)
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1

6

Um caminho minimo de s para t

s s tt

Aplicações:Determinaç̃ao de rotas de custo mı́nimo, segmentaç̃ao de

imagens, Escolha de centro distribuidor, reconhecimento de fala, etc

Programação Linear 39



Otimização Flávio K. Miyazawa

Exemplo de aplicaç̃ao em segmentaç̃ao de imagens
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Formulação para o Problema do Caminho Ḿınimo

Considere a seguinte formulação:
(P )

minimize

Pe2E wexe
sujeito a

8>>>>><>>>>>:
Pe2Æ+(v) xe �Pe2Æ�(v) xe = 0 8v 2 V n fs; tgPe2Æ+(s) xe �Pe2Æ�(s) xe = 1Pe2Æ+(t) xe �Pe2Æ�(t) xe = �10 � xe � 1 8e 2 E:� Formulaç̃aoé caso particular do problema do fluxo de custo mı́nimo

Corolário: Sex é um ponto extremaĺotimo de(P ), ent̃aox é inteiro. I.e.,xe 2 f0; 1g8e 2 E.

Teorema: Sex é um ponto extremaĺotimo de(P ), ent̃ao as arestase 2 E

ondexe = 1 formam um caminho ḿınimo ligandos a t.
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Definições
Def.: Dado um conjunto de pontosS, definimos ofecho convexo,

denotado porconv(S) o conjunto dos pontos formados pela combinação

convexa dos pontos deS.

Exemplo: Dado dois pontosx; y 2 R n, qualquer ponto que esteja no

segmento de reta que ligax ay est́a emonv(fx; yg).
Exemplo:

conv(P)P

R conv(R)

Q conv(Q)
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Def.: Dado um poliedroP , definimos seufecho inteiro, PI , como sendo o

fecho convexo dos vetores inteiros deP . I.e.,PI := onvfx 2 P : x é inteirog

Exemplo: Exemplo de poliedroP , conjuntoI dos pontos inteiros emP e

o fecho convexo deI.
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4

1 2 3 4 5 0
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1

2

3

4

1 2 3 4 5

PoliedroP Pontos inteirosI PI := onv(I)
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Def.: Dado um conjunto finito e ordenadoE, dizemos que�A := (�Ae : e 2 E) é ovetor de incid̂enciadeA, A � E; onde�Ae = 1

see 2 A e0 caso contŕario.

Exemplo: SeE = (a; b; ; d; e; f; g) eA = fa; ; e; fg e�A é um vetor de

incidência deA emE�A = (1; 0; 1; 0; 1; 1; 0).
Exemplo: SejaG = (V;E) o grafo abaixo com ordenação das arestasE = (a; b; ; d; e; f; g; h) eT o subgrafo definido pelas arestas em

vermelho.

b

de

c
fg

h

a

Ent̃ao o vetor de incid̂encia das arestas deT emE é�T = (1; 1; 0; 1; 0; 1; 0).
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Emparelhamento em Grafos Bipartidos

Def.: Dado um grafoG = (V;E), dizemos queM � E é um

emparelhamento deG seM não tem arestas com extremos em comum.

Problema EMPARELHAMENTO-BIPARTIDO: Dados um grafo bipartidoG = (V;E), e custos nas arestas : E ! Z, encontrar emparelhamentoM � E que maximize(M).
Aplicações:Encontrar atribuiç̃ao de candidatos para vagas maximizando

aptid̃ao total, atribuiç̃ao de motoristas de veı́culos, formaç̃ao de equipes

(eg. com um chefe e subordinados), etc.
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Formulação para Emparelhamento em Grafos Bipartidos

Formulação em Programaç̃ao Inteira

maximize

Xe2E exe
sujeito a

8><>:
Xe2Æ(v)xe � 1 8v 2 Vxe 2 f0; 1g 8e 2 E

A formulaç̃ao nos d́a pontos no espaçoRE , cada ponto um emparelhamento.

O poliedro dos emparelhamentos bipartidos de um grafoG = (V;E) é

definido comoPEmp(G) := onvf�M 2 RE : M é um emparelhamento emGg;

onde�M é o vetor de incid̂encia do emparelhamentoM .
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Relaxaç̃ao Linear

maximize

Xe2E exe(LPEmp) sujeito a

8><>:
Xe2Æ(v)xe � 1 8e 2 E0 � xe � 1 8e 2 E

Teorema: LPEmp = PEmp .

I.e., os v́ertices do poliedro relaxado do emparelhamento bipartido são

inteiros.
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Exemplo: Considere o seguinte grafo bipartido com custos unitários:

e1
e2

e4

e3

Programa Linear
maximize xe1 + xe2 + xe3 + xe4

sujeito a
8>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>:

xe1 + xe2 � 1;xe3 + xe4 � 1;xe1 + xe3 � 1;xe2 + xe4 � 1;0 � xe1 � 1;0 � xe2 � 1;0 � xe3 � 1;0 � xe4 � 1
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Temos 4 varíaveis bińarias no programa linear correspondente:X = (xe1 ; xe2 ; xe3 ; xe4)

Os seguintes vetores são soluç̃oesótimas do programa linear:

X 0 = (1; 0; 0; 1) X 00 = (0; 1; 1; 0) X 000 = (12 ; 12 ; 12 ; 12)

X’’X’ X’’’� X 0 eX 00 são v́ertices do poliedro do emparelhamento� X 000 é soluç̃aoótima, maśe combinaç̃ao convexa deX 0 eX 00(X 000 = 12X 0 + 12X 00). I.e.,X 000 nãoé vértice dePEmp .
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Programação Linear Inteira
Os problemas resolvidos anteriormente por programação linear� puderam ser resolvidos de maneira eficiênte (tempo polinomial)

É posśıvel usar programação linear na resolução de problemas NP-difı́ceis ?

SIM!!!� Vários problemas tem sido bem resolvidos através de ḿetodos em PLI.
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Problema PLI: Dados matrizA = (aij) 2 Q n�n, vetores = (i) 2 Q n

e b = (bi) 2 Q m , encontrar vetorx = (xi) 2 Zn (se existir) que

minimize 1x1 + 2x2 + � � �+ mxm

sujeito a

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
a11x1 + a12x2 + � � �+ a1mxn � b1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2mxn � b2

...
...

...an1x1 + an2x2 + � � �+ anmxn = bnxi 2 Z
Qual a diferença com programação linear ?

Sobre a complexidade computacional, as diferenças são grandes.

Teorema: PLI é um problema NP-difı́cil.

Prova.Exerćıcio: Reduza um dos problemas NP-difı́ceis vistos

anteriormente para a forma de um problema PLI.
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Estratégias para resolver problemas NP-dif́ıceis atrav́es de PLI:� por arredondamento

– modelar o problema como problema de programação linear inteira

– relaxar a formulaç̃ao para programação linear

– resolver o programa linear

– arredondar as variáveis para cima/baixo, de acordo com o
problema.� pelo ḿetodo branch & bound

– modelar o problema como problema de programação linear inteira

– relaxar a formulaç̃ao para programação linear

– enumerar o espaço de soluções atrav́es do ḿetodo branch & bound.
Cada ńo daárvore representa um programa linear. Cada programa
linear (ńo) é ramificado enquanto houver valores fracionários em
sua soluç̃ao.
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Otimização Flávio K. Miyazawa� pelo ḿetodo de planos de corte

– modelar o problema como problema de programação linear inteira

– relaxar a formulaç̃ao para programação linear

– repetidamente inserir uma desigualdade válida que separa o ponto

fraciońario.

– parar quando obtiver uma solução inteira� pelo ḿetodo branch & cut

– combinaç̃ao do ḿetodo branch & bound e

– método de planos de corte

O ponto de partida de todas estas estratégiasé modelar como um
problema de programaç̃ao linear inteira
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Modelagem de Problemas
Modelagem atrav́es de varíaveis 0/1� Um dos passos mais importantes para se resolver um problema por

programaç̃ao linear inteiráe a escolha da formulação.

Como no problema de emparelhamento, vamos formular alguns problemas

NP-dif́ıceis atrav́es de varíaveis 0/1.

Em geral, a id́eia principalé� definir varíaveis0=1, digamosxi, i = 1; : : : ; n, tal que� sexi = 1 ent̃ao o objetoi pertencèa soluç̃ao� sexi = 0 ent̃ao o objetoi não pertencèa soluç̃ao
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Formulação do Problema da Mochila

Problema MOCHILA : Dados itensS = f1; : : : ; ng com valorvi e

tamanhosi inteiros,i = 1; : : : ; n, e inteiroB, encontrarS0 � S que

maximiza

Pi2S0 vi tal que

Pi2S0 si � B.

Vamos definir soluç̃oes atrav́es de varíaveis bińariasxi, i 2 S tal quexi = 1 indica que o elementoi pertencèa soluç̃ao exi = 0 indica que o elementoi não pertencèa soluç̃ao.

maximize
Xi2[n℄ vixi

sujeito a

8><>:
Xi2[n℄ sixi � Bxi 2 f0; 1g 8i 2 [n℄

onde[n℄ = f1; : : : ; ng.
Programação Linear Inteira 6



Otimização Flávio K. Miyazawa

Coberturas, Empacotamentos e Partiç̃oes

Coberturas, Empacotamentos e Partições s̃ao condiç̃oes que ocorrem
freqüêntemente na formulação de problemas.

SejaE um conjunto eC uma coleç̃ao de subconjuntos deE.

SejaCe := fC 2 C : e 2 Cg eS � C tal quexC = 1, C 2 S.� S é umacobertura seXC2Ce xC � 1 8e 2 E;� S é umempacotamentoseXC2Ce xC � 1 8e 2 E;� S é umapartiç ãose XC2Ce xC = 1 8e 2 E:
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Problema da Cobertura por Conjuntos

Def.: Dada uma coleç̃aoS de subconjuntos deE dizemos queS cobreE,

ou é umacoberturadeE, se[S2SS = E.

Problema COBERTURA PORCONJUNTOS: Dados conjuntoE,

subconjuntosS deE, custos(S), S 2 S, encontrar coberturaS0 � S que

minimiza(S0).
Teorema: COBERTURA PORCONJUNTOSé NP-dif́ıcil.
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Encontre uma cobertura por conjuntos:
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Cobertura por conjuntos:
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Deteç̃ao de Virus

Reportado por Williamson’98 de estudo feito na IBM:� Para cada v́ırus determinamos algumas seqüências de bytes

(assinaturas), cada seqüência com 20 ou mais bytes.� Total de 9000 seq̈uências para todos os virus.� O objetivoé encontrar o menor conjunto de seqüências que detecta

todos os 5000 v́ırus.

Caso particular do problema de cobertura de conjuntos:� Conjuntos:Cada seq̈uência determina um conjunto de vı́rus que

cont́em a seq̈uência.� Conjunto Base:Conjunto de todos os vı́rus.� Objetivo: Encontrar uma cobertura de conjuntos de cardinalidade

mı́nima.

Soluç̃ao encontrada: 180 seqüências para detectar todos os 5000 virus.
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Formulação do Problema da Cobertura de Conjuntos

Vamos definir soluç̃oes atrav́es de varíaveis bińariasxS , S 2 S tal quexS = 1 indica que o conjuntoS pertencèa soluç̃ao exS = 0 indica que o conjuntoS não pertencèa soluç̃ao.

minimize

XS2S SxS
sujeito a

8><>:
XS2Se xS � 1 8e 2 ExS 2 f0; 1g 8S 2 S;

ondeSe é definido comoSe := fS 2 S : e 2 Sg.
A primeira restriç̃ao diz que para qualquer elemento do conjuntoE, pelo
menos um dos conjuntos que o cobrem (conjuntosSe) deve pertencer a
soluç̃ao.
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Problema da Localizaç̃ao de Recursos

Problema LOCALIZAÇ ÃO DE RECURSOS(FACILITY LOCATION

PROBLEM): Dados potenciais recursosF = f1; : : : ; ng, clientesC = f1; : : : ;mg, custosfi para instalar o recursoi e custosij 2 Z para
um clientej ser atendido pelo recursoi. Encontrar recursosA � F

minimizando custo para instalar os recursos emA e atender todos os
clientes
Aplicação: Instalar postos de distribuição de mercadorias, centros de
atendimento, instalação de antenas em telecomunicações, etc.

Note que neste problema temos de determinar quais os recursos que iremos
instalar e como conectar os clientes aos recursos instalados.

Temos dois tipos de custos envolvidos:� Se resolvermos instalar o recurso, devemos pagar pela sua instalaç̃ao.� Devemos pagar um preço pela conexão estabelecida entre um cliente e
o recurso instalado mais próximo.
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Vamos definir soluç̃oes atrav́es de varíaveis bińariasyi i 2 F tal queyi = 1 indica que o recursoi foi escolhido para ser instalado eyi = 0 indica que o recursoi não vai ser instalado.

e varíaveisxij , tal quexij = 1 indica que o clientej seŕa conectado ao recursoixij = 0 indica que o clientej não seŕa conectado ao recursoi.
minimize

Xi2F fiyi + Xij2E ijxij
sujeito a

8>>>>>>><>>>>>>>:
Xij2E xij = 1 8j 2 C;xij � yi 8ij 2 E;yi 2 f0; 1g 8i 2 Fxij 2 f0; 1g 8i 2 F e j 2 C:

A primeira restriç̃ao indica que todo cliente deve ser conectado a algum recurso.

A segunda restriç̃ao indica que um cliente só deve ser conectado a um

recurso instalado.
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Problema da Floresta de Steiner

SejaG um grafo eR uma coleç̃ao de subconjuntos deVG.

Def.: UmaR-florestadeG é qualquer floresta geradoraF deG tal que

todo elemento deR est́a contido em algum componente deF .

Problema Floresta de Steiner:Dados um grafoG, um custoe emQ �

para cada arestae e uma coleç̃aoR de subconjuntos deVG, encontrar umaR-florestaF que minimize(F ).
Aplicações:� Roteamento em circuitos VLSI (VLSI Layout and routing).� Projeto de redes de conectividade.� Determinaç̃ao de amplificadores de sinal em redesóticas.� Construç̃ao deárvores filogeńeticas.

Programação Linear Inteira 15



Otimização Flávio K. Miyazawa

Exemplo:Considere o seguinte grafo com possı́veis ligaç̃oes. Por

simplicidade, definimos restrições de conectividade para nós representados

pelos mesmos sı́mbolos. Assim, devemos encontrar uma solução de custo

mı́nimo que conecte todos os cı́rculos e que conecte todos os quadrados.

Posśıvel soluç̃ao (COLOCAR CUSTOS, alterar fazendo solução conexa)

Programação Linear Inteira 16



Otimização Flávio K. Miyazawa

Formulação:

Em muitos problemas que envolvem alguma estrutura de conectividade,é

comum usarmos variáveis bińarias para as arestas de conexão, pois

1. em geral as arestas tem custos que estamos querendo

minimizar/maximizar

2. permitem facilmente escrever restrições relativas̀as condiç̃oes de

conectividade a que devem respeitar.
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Vamos definir soluç̃oes atrav́es de varíaveis bińariasxij tal quexij = 1 indica que a arestaij pertencèa soluç̃aoxij = 0 indica que a arestaij não pertencèa soluç̃ao

Note que seS é inválido� podemos dividir o conjunto de vértices em duas partes,I eJ tal que� i 2 I, j 2 J e� nenhuma aresta deS liga I eJ .� Isto nos d́a um corte que separai e j.
Se em algum momento temos uma atribuição parax que ainda ñaoé

soluç̃ao, ent̃ao� poderemos encontrar um conjunto de arestas que formam este corte

separador� pelo menos uma aresta do corte separador deve estar na solução
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Exemplo de atribuiç̃ao paraxe (para cada arestae) que ñaoé soluç̃ao
viável.

1 0

0

0 0

1

0

0

0 1
1

1

Note que pelo menos uma das arestas que pertence ao corte (aresta que
corta linha azul) deve pertencerà soluç̃ao.

Vc se lembra de como encontrar um corte que separa dois vérticess e t de
capacidade ḿınima ?
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Formulação:

minimize

Xe2E exe
sujeito a

8>>>><>>>>:
Xe2Æ(S)xe � 1 8S � V : 9R 2 R; ; 6= S \R 6= R

(desigualdades de corte)xe 2 f0; 1g 8e 2 E

A primeira restriç̃ao imp̃oe que todo corte separador deve ter pelo menos
uma aresta que pertençaà soluç̃ao.

Teorema: O problema da separação relativoàs desigualdades de corte

pode ser resolvido em tempo polinomial.

O que podemos concluir com este teorema ?
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Problema do Caixeiro Viajante

Problema TSP:Dados um grafoG = (V;E) e um custoe emQ � para

cada arestae, determinar um circuito hamiltonianoC que minimize(C).
B

C

A

D9

3

9

5
10

6

GrafoG B

C

A

D9

3

9

5
10

6

Circuito Hamiltoniano deG de custo 27
Aplicações:� Perfuraç̃ao e solda de circuitos impressos.� Determinaç̃ao de rotas de custo mı́nimo.� Seq̈uênciamento de DNA (Genoma).� Outras:http://www.math.princeton.edu/tsp/apps� D.S. Johnson: TSP Chalenging:www.research.att.com/˜dsj/chtsp� CONCORDE: Applegate, Bixby, Chvátal, Cook’01: Branch & cut para TSP

Soluç̃oes para instâncias de até 15112 v́ertices.
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Vamos definir soluç̃oes atrav́es de varíaveis bińariasxij tal quexij = 1 indica que a arestaij pertence ao circuito da soluçãoxij = 0 indica que a arestaij não pertence ao circuito da solução

rodovíario s̃ao paulo

minimize

Xe2E exe
sujeito a

8>>>>>><>>>>>>:
Xe2Æ(v)xe = 2 8v 2 VXe2Æ(S)xe � 2 8S � V; S 6= ;

(restriç̃oes de subcircuito)xe 2 f0; 1g 8e 2 E
A primeira restriç̃ao diz que para todo vértice h́a duas arestas da solução

que incidem no v́ertice (uma para entrar e outra para sair).

A segunda restriç̃ao diz que a soluç̃ao deve ser conexa.

Note que se ñao colocarmos as desigualdades da segunda restrição, a

soluç̃ao gerada poderia ser um conjunto de circuitos.
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Teorema: O problema da separação relativoàs restriç̃oes de subcircuito

pode ser resolvido em tempo polinomial.

Prova.Exerćıcio.

Teorema: (Grötshel & Padberg’79) As desigualdades da primeira

restrição definem facetas.

Exerćıcio: A formulaç̃ao que fizemos do TSP foi para grafos não

orientados. Faça uma formulação para o TSP quando as arestas são

orientadas (estamos procurando por um circuito hamiltoniano orientado de

peso ḿınimo).
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Survivable Network Design Problem
(Na falta de uma tradução boa)

Neste problema temos vários pontos em uma rede de telecomunicações e
alguns pontos que devem ser conectados com requisitos de conectividade.
Estes requisitos de conectividade são dados por uma funçãof : V � V ! N que indica o grau de conectividade entre pares de nós.
Dado dois ńosu ev, a funç̃aof(u; v) indica a quantidade de rotas
alternativas que devem existir entreu ev. Assim, sef(u; v) = 3 indica
que devem cair no ḿınimo 3 links na rede para que os nósu ev fiquem
desconectados. Um subgrafo deG que satisfaz os requisitos de
conectividade def é dita ser umaredef -conectadadeG.

Problema SNDP:Dados um grafoG = (V;E), um custoe emQ � para
cada arestae e funç̃aof : V � V ! N encontrar redef -conectada emG

de custo ḿınimo.

Para ver mais sobre este problema, veja Mechthild Stoer’92.
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Exemplo:Para simplificar a funç̃aof , considere o seguinte grafo ondef é
dada como:f(u; v) = minflabel(u); label(v)g.
Se o v́erticeu tem label 3 e o v́erticev tem label 2, ent̃aof(u; v) = 2.

1 2

2

1 3

3

2

2

1

23

Eis uma soluç̃ao que satisfaz os requisitos de conectividade da funçãof .

1 2

2

1 3

3

2

2

1

23
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Vamos definir soluç̃oes atrav́es de varíaveis bińariasxij tal quexij = 1 indica que a arestaij pertencèa soluç̃aoxij = 0 indica que a arestaij não pertencèa soluç̃ao

Estrat́egiaé a mesma do Problema da Floresta de Steiner.

Usaremos desigualdades de corte para garantirf -conectividade.

Formulação:

minimize

Xe2E exe
sujeito a

8>><>>:
Xe2Æ(S)xe � K 8S � V;K = maxff(u; v) : u 2 S; v 2 V nSg

(desigualdades de corte)xe 2 f0; 1g 8e 2 E
As desigualdades de corte garantem que toda solução inteira deve ter pelo

menos os requisitos de conectividade necessários.

Teorema: O problema da separação relativoàs desigualdades de corte

pode ser resolvido em tempo polinomial.
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Formulações com varíaveis inteiras

Problema de Empacotamento

Uma empresa deve vender objetosO = f1; 2; : : : ;mg, cada objetoi com

demandadi que devem ser recortados a partir de placas que devem ter uma

configuraç̃ao previamente estabelecida. Há um total dek configuraç̃oes

posśıveis e cada configuraçãoj temaij items do objetoi. O objetivoé

encontrar as quantidades que a empresa deve cortar de cada configuraç̃ao

para suprir a demanda, cortando o menor número de placas possı́vel.

Exemplo de configuraç̃oes com a disposição dos itens dentro de cada placa.
P1 P2 P3 P4

3

1

1

1

4

2
2

1
1

1

1
1

1

1

1 3 3 3

4

4
2

1

1
3 4

2
22

Ex.: A placa P3 tem 0 itens do objeto 1, 1 item do objeto 2, 3 itens do

objeto 3 e 2 itens do objeto 4
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Formulação do problema de empacotamento

Vamos definir soluç̃oes atrav́es de varíaveis inteirasxj � 0, que d́a a

quantidade de placas na configuraçãoj que devemos cortar.

Restriç̃oes para cada objetoi:� As placas a serem cortadas devem suprir a demanda do objetodi.� A quantidade de placas na configuraçãoj éxi.� Cada configuraç̃aoj temaij itens do tipoi.
Assim, para satisfazer a demandadi, devemos impor queai1x1 + ai2x2 + � � �+ aikxk � di
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Considere as configurações apresentadas na figura anterior. Suponha qued1 = 950, d2 = 1150, d3 = 495 ed4 = 450. A formulaç̃ao ficaria a

seguinte:

Formulaç̃ao:

minimize x1 + x2 + x3 + x4

sujeito a

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
3x1 +8x2 +2x4 � 9502x1 +1x3 +3x4 � 11501x1 +3x3 +1x4 � 4951x1 +2x3 +1x4 � 450xi 2 Z�

Cada linhai cont́em os dados de um objetoi e cada colunaj cont́em os

dados da configuraçãoj.
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Formulaç̃ao:

minimize x1 + x2 + � � �+ xk

sujeito a

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
a11x1 + a12x2 + � � �+ a1kxk � d1a21x1 + a22x2 + � � �+ a2kxk � d2

...
...

...an1x1 + an2x2 + � � �+ ankxk � dnxi 2 Z�
Outras aplicaç̃oes:Corte de barras, alocação de comerciais de TV,

alocaç̃ao em ṕaginas de meḿoria, corte de placas (vidro, madeira, chapas,

tecido, espuma, etc), empacotamento em contêineres, etc.
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Truques de modelagem� Desigualdades excludentes
Deve valer apenas uma entre duas desigualdades:

oua0x � �0 oua00x � �00 devem valer, ñao ambas.

Use nova varíavel bińaria� com valor0 se vale a primeira

desigualdade e1 caso a segunda deva ocorrer.a0x �M �� � �0a00x �M �(1��) � �00� 2 f0; 1g

ondeM é um termo suficientemente grande.

Obs.:Programas que apresentam valores deM grande podem provocar

soluç̃oes “muito fraciońarias”.
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Se deve valer a igualdadeax = � onde� 2 f�1; : : : ; �kg,
usamos novas variáveis bińarias�1; : : : ;�k onde�i = 1 se e

somente se a igualdade satisfeitaéax = �i.ax = kXi=1 �i�i kXi=1 �i = 1�i 2 f0; 1g� Penalidades em desigualdades
As vezes permitimos que uma desigualdadeax � � seja violada, mas

quanto maior a violaç̃ao, penalizamos com fatorP :minimize : : : + yPax � �+ yy � 0
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Problema ATRIBUIÇÃO DE FREQÜÊNCIAS (Radio link frequency

assignment problem): Dados conjunto de antenasA = fa1; a2; : : : ; ang,
conjunto de freq̈uênciasF = f1; : : : ;Kg, K é uma varíavel, e uma funç̃ao

dist̂anciad : A� A! N , encontrar uma atribuição de freq̈uências para as

antenasf : A! F tal que a dist̂ancia das freq̈uências atribúıdas para as

antenasai eaj é pelo menosd(ai; aj). O objetivoé encontrar uma

atribuiç̃ao de freq̈uências víavel que minimize o valor deK.

1

2 2

1

3
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Formulação:� Variáveisfi indicando a freq̈uência que iremos atribuir̀a antenai;� todas as freq̈uências devem ocorrer no intervalof1; : : : ;Kg:1 � fi � K; 8i 2 A:� O objetivoé minimizarK.� A atribuição deve satisfazer a função de dist̂ancia:jfi � fj j � d(i; j); i 2 A e j 2 A

Ops, ḿodulo ñaoé funç̃ao linear. Vamos transformar para restrições lineares.

Vamos usar uma variável bińaria�ij para indicar as alternativas do módulo:� se�ij = 0 ent̃ao deve ocorrerfi � fj � d(i; j)� se�ij = 1 ent̃ao deve ocorrerfj � fi � d(i; j).
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Podemos trocar a restrição ñao linearjfi � fj j � d(i; j)

pelas seguintes restrições linearesfi � fj +M ��ij � d(i; j)fj � fi +M �(1��ij) � d(i; j)�ij 2 f0; 1g

ondeM é um ńumero suficientemente grande.

Se�ij = 0, a primeira restriç̃ao nos d́afi � fj � d(i; j) e conseq̈uêntementefi � fj

a segunda restriçãoé sempre v́alida:fj � fi +M � d(i; j)
o queé sempre verdade seM for suficientemente grande.

Analise ańaloga pode ser feita quando�ij = 1.
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Obtemos a seguinte formulação inteira para o problema de atribuição de

freqüências:

minimize K
sujeito a

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
fi � fj +M ��ij � d(i; j) 8i 6= j; i 2 A; j 2 Afj � fi +M �(1��ij) � d(i; j) 8i 6= j; i 2 A; j 2 A�ij 2 f0; 1g 8i 6= j; i 2 A; j 2 Afi � 1 8i 2 Afi � K 8i 2 Afi 2 Z 8i 2 AK 2 Z

Obs.:A formulaç̃ao deste problema foi simplificada. Algumas vezes há

custos (interfer̂encia) envolvida na atribuição que dependem da distância

entre freq̈uências para cada par de antenas. Algumas antenas tem restric¸ões

de freq̈uências, por estarem próximas a antenas que estão fora do controle

da atribuiç̃ao (e.g., pertencem a outras empresas). Para ver mais sobre este

problema, veja Bornd̈orfer, Eisenbl̈atter, Gr̈otschel, Martin’96 (ZIB).
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Problema ESCALONAMENTO COM PRECED̂ENCIA: Dados uma lista de

tarefasL = f1; : : : ; ng, cada uma com tempo inteiropi, uma ordem

parcial� entre tarefas e uma função de prioridadew : L! R+ , encontrar

um escalonamento deL, obedecendo precedência, em um processador tal

que
Pi wifi é ḿınimo, ondefi é o tempo que a tarefai é finalizada.

Um escalonamento obedece precedências se para todo par de tarefas(i; j)

para o qual valei � j ent̃ao a tarefai termina antes da tarefaj começar. A

execuç̃ao das tarefas não podem ser feitas por partes.

Teorema: O ESCALONAMENTO COM PRECED̂ENCIA é um problema

NP-dif́ıcil.

Problemas de escalonamento em geral:Escalonamento de processos em

máquinas paralelas, escalonamento de pessoal em turnos de trabalho, etc
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Exemplo de preced̂encia atrav́es de um grafo orientado:
(i j significa quei deve ser executado antes dej)

1

2

3

4

5

6

7

8

Exemplos de escalonamentos viáveis:
1 - 2 - 3 - 4 - 5 - 6 - 7 - 8
4 - 1 - 2 - 5 - 3 - 6 - 7 - 8
1 - 4 - 2 - 3 - 6 - 5 - 7 - 8

Vamos ver duas formulações para este problema
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Formulação 1:� si variável inteira indicando o tempo de inı́cio da tarefai� fi variável inteira indicando o tempo que a tarefai é finalizada� �ij variável bińaria indicando se a tarefai vem antes dej�ij tem valor1 se tarefai vem antes dej, 0 caso contŕario.

Funç̃ao objetivo:Minimizar o tempo de finalizaç̃ao com prioridades:

minimize

Pni=1wifi

Unidades de tempo inteiras:si 2 Z, fi 2 Z, para1 � i � n

Términoé tempo de ińıcio + tempo de processamento:si + pi = fi.fi � si = pi
Sei � j ent̃aofi � sj , caso contŕario fj � si.fi �M(1��ij) � sjfj �M�ij � si
ondeM é um valor suficientemente grande.
Respeitar precedências existentes�ij = 1 8ij tal quei � j
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Formulação 1:

minimize

nXi=1 wifi
sujeito a

8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
�si +fi = pi 8i 2 [n℄�si +fi �M(1��ij) � 0 8ij 2 [n℄� [n℄�si +fj �M�ij � 0 8ij 2 [n℄� [n℄�ij = 1 8ij : i � jsi 2 Z� 8i 2 f1; : : : ; ng�ij 2 f0; 1g 8ij 2 [n℄� [n℄

onde[n℄ = f1; : : : ; ng eM é um valor suficientemente grande.
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Formulação 2:
Vamos supor que o tempoé medido em unidades inteiras.

e é posśıvel terminar todas as tarefas em um tempo máximoT .� fj tempo que a tarefaj terminou.� xjt vale 1 se a tarefaj termina no tempot, e vale0 caso contŕario

Uma tarefa śo pode terminar em um determinado tempo:PTt=1 xjt = 1, para1 � j � nxjt = 1 se e somente sefj = t:fj =PTt=1 t xjt, para1 � j � n

Funç̃ao objetivo:Minimizar o tempo de finalizaç̃ao com prioridades:

minimize

Pnj=1wjfj
Nenhuma tarefa pode terminar antes do seu tempo de processamento.xjt = 0, parat < pj e1 � j � n
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Obs.: Uma estratégia nesta formulaçãoé considerar o seguinte:tfXs=ti xjs = 1

equivale a dizer quej terminou o processamento no tempo[ti; : : : ; tf ℄.
Sej � k ent̃aoj deve terminar pelo menospk unidades de tempo antes dek terminar. tXs=1 xjs � t+pkXs=1 xks; paraj � k e t = 1; : : : ; T � pk

Em cada tempot, deve haver apenas um job sendo executadonXj=1 t+pj�1Xs=t xjs � 1; parat = 1; : : : ; T � pk
Note que se

t+pj�1Xs=t xjs = 1 significa que o tempot est́a sendo usado pela

tarefaj.
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Formulação 2:

minimize

nXj=1wjfj
sujeito a

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
TXt=1 xjt = 1 81 � j � n

fj � TXt=1 t xjt = 0 81 � j � nxjt = 0 8t < pj e 1 � j � ntXs=1 xjs � t+pkXs=1 xks � 0 8ij : j � k e t = 1; : : : ; T � pknXj=1 t+pj�1Xs=t xjs � 1 t = 1; : : : ; T � pkxjt 2 f0; 1g 81 � t � T e 1 � j � n

Apesar de mais variáveis e mais complicada, esta formulação tem

apresentado melhores resultados que a primeira formulação
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Exerćıcios:� Em uma formulaç̃ao linear inteira, uma variávelx pode assumir valor0 ou valores acima de uma constanteK. Como voĉe restringe para

que isto ocorra ?� Seu programa linear inteiro deve ter restriçõesax � �1; : : : ax � �m, mas no ḿaximot, 1 � t � m restriç̃oes

devem realmente ser satisfeitas. Como você pode formular isto ?� Faça uma formulaç̃ao alternativa para o problema de atribuição de

freqüências, usando variáveis bińariasxif com valor 1 se e somente se

a antenai recebeu a freq̈uênciaf (suponha que a maior freqüênciaéK).
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Programa Inteiro e Programa Relaxado

SejaP um poliedro (relaxado) eI o conjunto de pontos inteiros emP

sejaPI o correspondente poliedro inteiro emP (i.e.,PI := onv(I)).
Queremos otimizar emPI , mas em geral śo temosP .

Informaç̃oes deP ePI :� As soluç̃oes dePI eP podem estar muito próximas.� Todos os pontos dePI pertencem aP .� Se a funç̃ao objetivoé de minimizaç̃ao, a soluç̃aoótima deP é menor

ou igualà soluç̃aoótima dePI .� Se a funç̃ao objetivoé de maximizaç̃ao, a soluç̃aoótima deP é maior

ou igualà soluç̃aoótima dePI .
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Resolvendo PLI por Arredondamento
Este ḿetodo consiste em� modelar o problema como problema de programação linear inteira� relaxar a formulaç̃ao para programação linear� resolver o programa linear� arredondar as variáveis para cima/baixo, de acordo com o problema.

Vejamos este ḿetodo aplicado ao exemplo do problema do empacotamento.

Formulaç̃ao em PLI:

minimize x1 + x2 + x3 + x4
sujeito a

8>>>>><>>>>>:
3x1 +8x2 +2x4 � 9502x1 +1x3 +3x4 � 11501x1 +3x3 +1x4 � 4951x1 +2x3 +1x4 � 450xi � 0; xi 2 Z
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Relaxaç̃ao do PLI:

minimize x1 + x2 + x3 + x4

sujeito a

8>>>>>><>>>>>>:
3x1 +8x2 +2x4 � 9502x1 +1x3 +3x4 � 11501x1 +3x3 +1x4 � 4951x1 +2x3 +1x4 � 450xi � 0

Resolvendo este programa linear, obtemos uma solução de valor437;656 e

valoresx1 = 0, x2 = 26;406, x3 = 41;875 e x4 = 369;375.

O número de placaśe inteiro) qualquer soluç̃aoótima usa pelo menos

438 placas.

Arredondando as variáveis fraciońarias para cima, obtemos uma solução

de valorx1 = 0, x2 = 27, x3 = 42 ex4 = 370, que nos d̃ao uma soluç̃ao

de439 placas.

Assim, se a nossa solução ñao forótima, estamos usando uma placa a mais

que a soluç̃aoótima.
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Branch & Bound e Programação Linear Inteira� modelar o problema como problema de programação linear inteira� relaxar a formulaç̃ao para programação linear� enumerar o espaço de soluções atrav́es do ḿetodo branch & bound.

Cada ńo daárvore representa um programa linear. Cada programa

linear (ńo) é ramificado enquanto houver valores fracionários em sua

soluç̃ao.
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Considere o programa linear inteiro:

minimize 3x1 + 4x2

sujeito a

8>>>>><>>>>>:
�3x1 +2x2 � 2x1 +3x2 � 11x1 +x2 � 6x1 � 0; x2 � 0xi 2 Z�

Representaç̃ao gŕafica do programa relaxado e os pontos inteiros:

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

x2

x1

Funç̃ao Objetivomax 3x1 + 4x2
OPT-LP = 20;5

(3;5 ; 2;5)
Vamos resolver o programa inteiro através do Branch (& Bound)
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A primeira soluç̃aoótima fraciońaria corresponde ao ponto(x1 = 3;5 ; x2 = 2;5). Escolhendo a variávelx1 (que tem valor

fraciońario3;5) para fazer branching, separamos o problema em duas

partes. Uma inserindo a restriçãox1 � 3 e outra inserindo a restriçãox1 � 4. Os dois subproblemas estão representados a seguir:

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

x2

x1x1 � 3
x1 � 4Funç̃ao Objetivomax 3x1 + 4x2 (4 ; 2)

(3 ; 2;6)OPT-LP = 20;5
OPT-LP = 20

OPT-LP = 19;4

(3;5 ; 2;5)
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Um do programa j́a tem soluç̃ao inteira e ñao precisamos continuar sua

ramificaç̃ao:

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3 (4 ; 2)
OPT-LP = 20

O outro programa tem soluçãoótima em(3 ; 2;6) e portanto fraciońario na

variávelx2. Aindaé necesśario ramificar este ńo:

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3 (3 ; 2;6)
OPT-LP = 19;4
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Ramificando emx2, para os casosx2 � 2 ex2 � 3, obtemos os seguintes

programas

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

x2 � 3
x2 � 2(3 ; 2;6)

(3 ; 2)OPT-LP = 19;4

OPT-LP = 18
OPT-LP = 17

(2 ; 3)
Desta vez, os dois novos programas tem soluções inteiras e podemos parar

o processo.
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Árvore completa de Branch (sem Bound).E a soluç̃aoótima do problema

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

0 1 2 3 4 5 6

1

2

3

x2

x2 � 3
x2 � 2

x1x1 � 3
x1 � 4Funç̃ao Objetivomax 3x1 + 4x2 (4 ; 2)

(3 ; 2;6)

(3 ; 2)

OPT-LP = 20;5
OPT-LP = 20

OPT-LP = 19;4

OPT-LP = 18
OPT-LP = 17

(2 ; 3)(3;5 ; 2;5)

E podando (Bound), como ficaria estaárvore ?
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Estratégias comuns envolvidas náarvore de B&B� Escolhendo o ńo a ramificar
Usamos o ńo que tem a maior distância entre o limitante inferior e superior.

Por exemplo, em um problema de minimização, pegue o ńo que tem o

menor limite inferior.

Isto permite diminuir a diferença entre limitantes superior e inferior.� Escolha da varíavel para ramificar:
- Variável “mais fraciońaria”: Parte fraciońaria mais pŕoxima de0;5

- Variável “menos fraciońaria”: Parte fraciońaria mais distante de0;5� Ramificação por restrição:
Encontre uma restrição v́alidaax � b e divida em duas partes:

1. Um ramo tem inserido a desigualdadeax � b0 e

2. outro ramo tem inserido a desigualdadeax � b00.
Ex.: Encontre uma desigualdade do TSP do tipox(Æ(S)) � 2 e

1. coloque a restriç̃aox(Æ(S)) = 2 em um ramo e

2. coloque a restriç̃aox(Æ(S)) � 3 em outro ramo.

(naturalmente h́a um esforço para encontrar tal desigualdade)
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� Representando áarvore de Branch & Bound:
Em geral ñao armazenamos aárvore, mas uma lista dos nós ativos.

Cada vez que escolhemos um nó ativo para ramificar, removemos este

do conjunto e inserimos seus ramos (novos nós).

Estrutura de dados comum para armazenar nós: Fila de prioridade� Guarde a melhor soluç̃ao viável� Poda daárvore:
Use o valor da melhor solução encontrada combinada com estratégias

de limitantes superiores para podar ramos não promissores.

Boas estrat́egias de poda podem evitar crescimento rápido dáarvore.� Percorrendo aárvore de B&B
- Se ñao temos soluç̃ao víavel: aplicar busca em profundidade por

ramos mais promissores

- Se temos soluç̃ao víavel: misture escolha do melhor nó com busca

em profundidade
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Ramos da enumeração consistem em fixar variáveis para0 ou1.� Fixação de variáveis por implicaç̃oes ĺogicas:
A fixação do valor de algumas variáveis pode levar a fixar outras.

Considere o problema do TSP resolvido através de B & B com LP.

Removendo as arestas fixadas em 0 e contraindo arestas fixadasem 1,

podemos obter um grafo tal que:

- se houver v́ertice de grau dois, podemos incluir as arestas incidentes

na soluç̃ao do ńo.

- se houver uma aresta cuja remoção desconecta o grafo, podemos

podar o ramo deste nó.
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BRANCH-BOUND-SIMPLIFICADO (P o) % programa relaxado P o

1 LB �1 % Lower bound
2 x�  Heurı́stica sobre P o (; se não encontrar solução viável)
3 UB val(x�) (onde val(;) = +1)
4 Ativos fP og
5 enquanto Ativos6= ; faça
6 escolha P 2 Ativos
7 Ativos Ativos n fPg
8 se P é viável, % se inviável, ramo é podado
9 x solução ótima de P

10 se val(x) > LB então atualiza LB (se necessário)
11 se val(x) < UB % se val(x) � UB , ramo é podado
12 se x é inteiro então
13 UB  val(x)
14 x�  x
15 senão
16 crie dois subproblemas P 0 e P 00 a partir de P

17 Ativos Ativos[fP 0 ; P 00g
18 devolva x
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Método de Planos de Corte
Seja(P; ) um programa linear, ondeP é um poliedro e é a funç̃ao objetivo.

Suponha queP é descrito por ńumero grande de desigualdades.

Ainda assim, podemos obter uma soluçãoótima para(P; ).
Estrat́egia:

1. Não usarP , mas começar com um poliedro inicialQ (descrito por

poucas desigualdades) que contémP
2. Repetidamente encontrar uma soluçãoótimay deQ e

casoy =2 P , adicionamos aQ uma desigualdade válida (chamada de

plano de corte) que separa (corta)y deP sem perder nenhuma solução

deP .

3. Parar quando encontrar uma soluçãoótima deP .

Precisamos repetir o passo 2 muitas vezes ?
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Otimização� Separaç̃ao
Def.: Problema da Separaç̃ao: SejaP � R n um conjunto convexo ey 2 R n , determinar sey 2 P , caso contŕario, encontrar desigualdadeax � b tal queP � fx : ax � bg e ay > b.

y

ax b
P

Teorema: (Grötschel, Lov́asz, Schrijver’81) O problema de otimização de

um programa linear pode ser resolvido em tempo polinomial see somente

se o problema da separação para o poliedro do programa linear pode ser

resolvido em tempo polinomial.
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ALGORITMO PLANOS DE CORTE(P; ) Dantzig, Fulkerson e Johnson’54P poliedro (não necessariamente explı́cito), função objetivo
1 Q fPoliedro inicialg

2 y  OPT-LP(Q; )
3 enquanto y pode ser separado de Q faça

4 seja ax � b desigualdade de P que separa y

5 Q Q \ fx : ax � bg
6 y  OPT-LP(Q; )
7 se Q = ; retorne ;
8 senão retorne y,

onde OPT-LP(Q; ) retorna soluç̃aoótima do programa linear(Q; )

y
0

P

objetivo
função

Q
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y
1

Q

y
2

P

y
1

Q

P

y
1

y
2

Q

y
3

P

y
1

y
2

Q

y
3

y
4

objetivo
função

P

Que tipo de desigualdade são as melhores para serem inseridas ?
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Desigualdades V́alidas, Faces e Facetas

SejaP um poliedro.� ax � b é umadesigualdade v́alidaparaP seP � fx : ax � bg.� Um conjuntoF é dito ser umafacedeP se existe desigualdade válidaax � b tal queF = P \ fx : ax � bg� Um conjuntoF é dito ser umafacedeP se existe desigualdade válidaax � b tal queF = P \ fx : ax � bg� Uma faceF deP é dita serprópriaseF 6= P .� Uma faceF deP é dita sernão-trivial se; 6= F 6= P .� Uma face ñao-trivialF é dita ser umafacetadeP seF não est́a

contida em nenhuma outra face própria deP .
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Exemplo de Faces e Facetas

Faceta

y

x

Ponto extremal
(vértice)

Face

z

Observe que as melhores desigualdades válidas s̃ao aquelas que induzem

facetas.
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Geraç̃ao de Planos de Corte para programa linear inteiro

Estrat́egia:

1. Formular o problema como problema de programação linear inteira

2. Relaxar a formulaç̃ao inteira para programação linear

3. Repetidamente inserir planos de corte

Como obter os planos de corte ?� Gerando desigualdades válidas a partir do programa linear relaxado� Gerando desigualdades pelas propriedades das soluções do problema
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Gerando desigualdades a partir do programa linear

Cortes de Chv́atal:

1. Suponha que queremos soluções inteiras,x 2 Zm para um poliedroP := fx : Ax � bg, A 2 Q n�m e b 2 Q n .

2. Idéia: Combinar as linhas do sistemaAx � b para obter uma

desigualdadeax � t tal que o vetora é inteiro et não.

3. Inserir a nova desigualdadeax � bt
Exerćıcio: Transforme um poliedro descrito por desigualdades e

igualdades (�;=;�) em um descrito apenas por desigualdades do tipo� ?
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Cortes de Chv́atal

SejaP um poliedro

1. Uma desigualdadeax � t, sendoa um vetor inteiro, pertence aofecho

elementardeP , denotado pore1(P ) se existem desigualdadesd1x � b1; : : : ; dnx � bn deP e valores ñao negativos�1; : : : ; �m tal

que

mXi=1 �idi = a e b mXi=1 �ibi � t.
2. Parak > 1, definimosek(P ) := e1(P [ ek�1(P )).
3. O fecho(P ) é definido como[1k=1ek(P ).

Teorema: (Chv́atal’73) SeP é um poliedro limitado eI o conjunto de

pontos inteiros emP , ent̃ao conv(I) pode ser obtido aṕos um ńumero finitok de operaç̃oes do fecho.
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Problema do Emparelhamento

Def.: Dado um grafoG = (V;E), dizemos queM � E é um

emparelhamento deG seM não tem arestas com extremos em comum.

Queremos obterPEmp(G) := onvf�M 2 RE : M é um emparelhamentog.
Formulaç̃ao Inteira do problema do Emparelhamento:

maximize

Pe2E exe

sujeito a
8<: Pe2Æ(v) xe � 1 8v 2 V;xe 2 f0; 1g 8e 2 E:

Relaxaç̃ao linear

maximize
Pe2E exe(P ) sujeito a

8<: Pe2Æ(v) xe � 1 8v 2 V;xe � 0 8e 2 E:
Sabemos que quandoG é bipartidoP = PEmp .

E quandoG nãoé bipartido, a igualdade ocorre ?

Não.
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SeP tem custos unit́arios, a seguinte atribuiçãoé ótima com valor2;5

12
12 1212 12Vamos gerar um corte de Chvátal:

1. SejaU � V tal quejU j � 3 é impar.

2. Some as desigualdades

Pe2Æ(u) xe � 1 para todou 2 U .

3. Obtemos:2Pe2E(U) xe +Pe2Æ(u) xe � jU j,
ondeE(U) são arestas com ambos extremos emU .

4. Ignorando o segundo termo:2Pe2E(U) xe � jU j
5. Dividindo por dois:

Pe2E(U) xe � jU j2
6. Lado esquerdóe inteiro e o direitóe fraciońario:

Pe2E(U) xe � b jU j2 

7. Novo corte (que separa atribuição acima):
Pe2E(U) xe � jU j�12
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Considere o novo programa linear(P 0) com os cortes de Chvátal:

maximize

Xe2E exe

(P 0) sujeito a

8>>>>>><>>>>>>:
Xe2Æ(v)xe � 1 8v 2 V;Xe2E[S℄xe � jSj � 12 8S � V; jSj ı́mpar;xe � 0 8e 2 E

ondeE[S℄ := fe 2 E : e tem ambos extremos emSg.
Teorema: (Edmonds’65)P 0 = PEmp .

Teorema: (Padberg, Rao’82) O problema da separação do poliedro

relaxado do emparelhamento pode ser resolvido em tempo polinomial.

Veja ćodigo em

http://elib.zib.de/pub/Packages/mathprog/index.html

Corolário: O problema do emparelhamento máximo em grafos quaisquer

pode ser resolvido em tempo polinomial.
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Outros métodos para geraç̃ao de planos de corte
para programas lineares inteiros� Cortes de Gomory (Gomory’58)� Cortes de Schrijver (Schrijver’80)

Estes ḿetodos de planos de corte (Chvátal, Gomory e Schrijver)

1. são independentes do problema

2. garantem uma soluçãoótima inteira em tempo finito

3. nem sempre s̃ao bem sucedidos como no problema de

emparelhamento

4. em geral s̃ao lentos e apresentam pequena melhora em cada iteração

Como gerar planos de corte bons ?

Use as propriedades estruturais das soluções do seu problema em particular

para conseguir desigualdades válidas boas, se possı́vel que induzem facetas
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Planos de corte e Conectividade

Muitos problemas vistos envolvem conectividade:� Floresta de Steiner� Caixeiro Viajante� Survivable Network Design

Por exemplo, no TSP, uma das desigualdades válidas foi a seguinte:Xe2Æ(S)xe � 2; 8; 6= S � V

I.e., para todo conjunto de vérticesS, ; 6= S � V , o número de arestas

escolhidas na solução (arestase comxe = 1) que pertencem ao corteÆ(S)

deve ser pelo menos 2.

Como testar se um pontox satisfaz todas as desigualdades de corte acima ?
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Para testar se dois vérticess e t est̃ao separados por um corte(S; S) que
viola a desigualdade de corte, i.e., está ocorrendoXe2Æ(S)xe < 2 s 2 S; t 2 S

podemos executar o algoritmo parast-corte ḿınimo.
Note que o algoritmo deve ser executado não para o grafo original, mas
onde cada arestae tem capacidadexe.
Se o valor dost-corte ḿınimo for menor que 2, então o corte gerado viola
a desigualdade de corte e podemos inseri-la como desigualdade v́alida.� Estrat́egia Direta:

Testar para todos os pares de vértices:O(n2) execuç̃oes dost-corte
mı́nimo.� Árvore de Cortes de Gomory-Hu (Gomory, Hu’61):
Todos os cortes representados por umaárvore usandon� 1 execuç̃oes
dost-corte ḿınimo
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Árvore de Cortes de Gomory-Hu:

A

B

C

D

E

F

G

8 1

3

3

5

4

1

6

51

1

1 A

B

C

D

E

F

G

11

8

6

7

9

10

GrafoG = (V;E) ÁrvoreT de Cortes de Gomory-Hu deG

Cada aresta náarvore de cortes de Gomory-Hu representa um corte.

A capacidade do cortée o peso da aresta emT .

Exemplo do corte de capacidade 11 representado pela aresta(A;B) emT

A

B

C

D

E

F

G

11

8

6

7

9

10
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A

B

C

D

E

F

G

8 1

3

3

5

4

1

6

51

1

1 A

B

C

D

E

F

G

11

8

6

7

9

10

GrafoG = (V;E) ÁrvoreT de Cortes de Gomory-Hu deG

Corte ḿınimo que separau ev emG é dado pelas componentes geradas pela

remoç̃ao da aresta de capacidade mı́nima no caminhóunico entreu ev emT .

A

B

C

D

E

F

G

11

8

6

7

9

10

Exemplo de corte ḿınimo que separa os vérticesA eG
(7 é o ḿınimo emf11; 7; 10g).
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Separaç̃ao para o TSP

Vamos ver um exemplo de como se comporta a inserção de desigualdades

para o TSP para o seguinte grafo:

A

B

C

D

E

F

G

d,2

f,2

a,7

b,5

e,3

c,8

g,9

i,3

h,4

j,8

k,2

l,6

Grafo com nome de arestas e seus custos

Para ñao sobrecarregar, em cada passo seguinte apresentaremos apenas os

valores obtidos da soluçãoótima fraciońaria sem colocar os custos das

arestas e seus nomes.
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A

B

C

D

E

F

Gxe=0 xj=0xk=0xl=0
xh=0xi=0

xa=0
xb=0 xg=0

x=0xd=0
xf=0

Apenas restriç̃oes0 � xe � 1; 8e 2 E

min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

n 0 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima = 0

A

B

C

D

E

F

Gxe=0 xj=0xk=0xl=0
xh=0xi=0xg=0

x=0xd=0
xf=0

xa=1
xb=1

Adicionandox(Æ(A)) = 2
min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

( xa + xb � 00 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima = 12
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A

B

C

D

E

F

Gxe=0 xj=0xk=0xl=0
xh=0xi=0xg=0

x=0
xf=0

xa=1
xb=1

xd=1
Adicionandox(Æ(B)) = 2

min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

8><>: xa + xb = 2xa + x + xd + xe = 20 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima = 14

A

B

C

D

E

F

Gxj=0xk=0xl=0
xh=0xi=0xg=0

x=0
xf=0

xa=1
xb=1

xd=0xe=1

Adicionandox(Æ(C)) = 2
min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

8>>><>>>:
xa + xb = 2xa + x + xd + xe = 2xb + xe + xf + xg = 20 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima = 15
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A

B

C

D

E

F

Gxj=0xk=0xl=0
xh=0xi=0xg=0

x=0xa=1
xb=1

xd=1
xf=1xe=0

Adicionandox(Æ(D)) = 2

min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

8>>>>><>>>>>:
xa + xb = 2xa + x + xd + xe = 2xb + xe + xf + xg = 2xd + xf + xh + xi = 20 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima = 16

A

B

C

D

E

F

Gxj=0xl=0xi=0xg=0
x=0xa=1

xb=1 xe=:5xd=:5xf=:5
xh=1 xk=1

Adicionandox(Æ(E)) = 2
min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

8>>>>>>>><>>>>>>>>:
xa + xb = 2xa + x + xd + xe = 2xb + xe + xf + xg = 2xd + xf + xh + xi = 2x + xh + xj + xk = 20 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima =21;5
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A

B

C

D

E

F

Gxl=0xg=0
x=0xa=1

xb=1 xe=:5xd=:5xf=:5
xk=1xh=0 xj=1xi=1

Adicionandox(Æ(F )) = 2

min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:
xa + xb = 2xa + x + xd + xe = 2xb + xe + xf + xg = 2xd + xf + xh + xi = 2x + xh + xj + xk = 2xg + xi + xj + xl = 20 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima = 28.5

A

B

C

D

E

F

G

xg=0
x=0xa=1

xb=1

xk=1xi=1
xd=0xe=1xf=0

xh=1 xj=0xl=1
Adicionandox(Æ(G)) = 2

min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

8>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>:
xa + xb = 2xa + x + xd + xe = 2xb + xe + xf + xg = 2xd + xf + xh + xi = 2x + xh + xj + xk = 2xg + xi + xj + xl = 2xk + xl = 20 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima = 30
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Todas as restriç̃oesx(Æ(v)) = 2 para todo v́erticev foram inseridas.

Agora vamos inserir as desigualdades de corte:

A

B

C

D

E

F

G

xg=0
x=0xa=1

xb=1

xk=1
xl=1xe=0xd=1xf=1 xi=0xh=0 xj=1

Adicionando desigualdade do corte

mı́nimo que separaA e D (corte de

valor 0) x(Æ(S)) � 2
ondeS = fA;B;Cg

min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

8>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>:
xa + xb = 2xa + x + xd + xe = 2xb + xe + xf + xg = 2xd + xf + xh + xi = 2x + xh + xj + xk = 2xg + xi + xj + xl = 2xk + xl = 2x + xd + xf + xg � 20 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima = 32
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A

B

C

D

E

F

G

xg=0
xa=1

xb=1

xk=1
xl=1xe=0xf=1

xh=0x=1xd=0 xj=0xi=1
Adicionando desigualdade do corte

mı́nimo que separaA e E (corte de

valor 0) x(Æ(S)) � 2
ondeS = fA;B;C;Dg

min axa + bxb + � � �+ lxl

s.a.

8>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>:
xa + xb = 2xa + x + xd + xe = 2xb + xe + xf + xg = 2xd + xf + xh + xi = 2x + xh + xj + xk = 2xg + xi + xj + xl = 2xk + xl = 2x + xd + xf + xg � 2x + xg + xh + xi � 20 � xa � 1; : : : ; 0 � xl � 1

Soluç̃aoótima = 33

Chegamos em uma soluç̃ao inteira!!! Solução ótima para TSP de valor 33.
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Exemplo de soluç̃ao ótima fracionária do programa relaxado do TSP

GrafoG (grafo envelope) e custos nas arestas:

FC

A

B

D

E

5

5

5

10

10

10
10

10

10

Soluç̃aoótima fraciońaria de peso 45 (LP com restrições de grau e de corte):

FC

A

B

D

Exa=:5xb=:5x=:5 xe=1
xf=1

xg=:5xh=:5 xi=:5

xd=1
Chvátal’75: apresenta separação de soluç̃oes como acima (comb inequalities)
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Branch & Cut

Um algoritmo Branch & Cut é uma� combinaç̃ao do ḿetodo Branch & Bound e� geraç̃ao de planos de corte durante a geração daárvore de B & B.

Parece simples, mas um algoritmo Branch & Cut envolve muitassofisticaç̃oes

Estratégia:? investir em cada ńo para limitar crescimento da árvore e? delimitar problema� por estrat́egias de separação,� uso de heurı́sticas primais em cada nó,� métodos de ramificação,� pré-processamento em cada nó� gerenciamento de desigualdades válidas
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Estratégias consideradas na separação� Uso de heuŕısticas para encontrar planos de corte

as vezes vale mais a pena usar uma heurı́stica para obter planos de

corte em tempo ŕapido que algoritmos que garantidamente

determinam a existência de classe de planos de corte, mas a um alto

custo computacional.� Reduç̃ao do ńumero de desigualdades no nó

Em sistemas grandes, remover as desigualdades que não est̃ao justas

Uma desigualdadea � x � � é justa se a soluçãoótima do LPx�

satisfaz a desigualdade com igualdade.

Isto diminui o ńumero de restriç̃oes e permite que a resolução do

sistema fique mais rápida.� Tailing off

Desigualdade de separação de alguns pontos pode gerar melhorias

pequenas e sobrecarregar muito o sistema.

Em vez de separar estes pontos, ir direto para a ramificação.
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– Escolha desigualdades de classes diferentes

A escolha de desigualdades de diferentes classesé mais efetiva que

concentrar em desigualdades de mesma classe.

– Selecione as desigualdades mais violadas

Para cada desigualdade válida encontradaa � x � �, calculea � x0��, ondex0 é a soluç̃ao da relaxaç̃ao atual. Quanto maior for

a diferença, maior a chance de crescimento do limitante inferior.

– Selecione desigualdades que cobrem todo espaço de variáveis

Um sistema linear “se adapta” a cada nova desigualdade, mudando

o ḿınimo. Quando introduzimos desigualdades com grande

quantidade de variáveis ñao nulas, a chance disso ocorreré menor.
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– Inserç̃ao no Pool de novo plano de corte

Sempre que um novo plano de corte for encontrado, inserir no pool.

– Ativação das desigualdades do Pool

Uma desigualdade inserida no pool, pode ser um plano de corte

para um ńo. Assim, percorremos as desigualdades do pool,

inserindo aquelas que são planos de corte para o nó corrente.

– Eliminaç̃ao das desigualdades do Pool

Conv́em manter uma idade para cada desigualdade do pool. Cada

vez que o pooĺe percorrido, aumenta se a idade das desigualdades

que ñao foram ativadas. Posteriormente, eliminamos as

desigualdades velhas. Permite que o pool não cresca

exageradamente.

– Manutenç̃ao de um pool de desigualdades por nó
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Estratégias de delimitaç̃ao� Heuŕısticas Primais

Aproveite informaç̃oes da soluç̃ao do programa relaxado em cada nó

para obter soluç̃oes víaveis.� Pre-processamento dos nós

Fixaç̃ao de varíaveis por implicaç̃oes ĺogicas. Considere o problema

do TSP resolvido através de B & B com LP.

Removendo as arestas fixadas em 0 e contraindo arestas fixadasem 1,

podemos obter um grafo tal que:

- se houver v́ertice de grau dois, podemos incluir as arestas incidentes

na soluç̃ao do ńo.

- se houver uma aresta cuja remoção desconecta o grafo, podemos

podar o ramo deste nó.
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Estratégias usadas na ramificaç̃ao� Ramificaç̃ao por varíaveis

Escolha da variável com parte fraciońaria mais pŕoxima de0;5.

Escolha da variável com parte fraciońaria mais distante de0;5.� Ramificaç̃ao por restriç̃ao

Ex.: Digamos que encontramos uma desigualdade que valex(Æ(S)) = 2;5

1. coloque a restriç̃aox(Æ(S)) = 2 em um ramo e

2. coloque a restriç̃aox(Æ(S)) � 3 em outro ramo.
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BRANCH-CUT-SIMPLIFICADO (P o) % programa relaxado P o

1 LB �1 % Lower bound
2 x�  Heurı́stica sobre P o (; se não encontrar solução viável)
3 UB val(x�) (onde val(;) = +1)
4 Ativos fP og
5 enquanto Ativos 6= ; faça
6 escolha P 2 Ativos e remova P de Ativos
8 x  solução ótima de P (x ; se P é inviável)
9 se –Tailing On–então

10 enquanto x 6= ; e consegue separar x faça
10 insira planos de corte separando x

11 x  solução ótima de P (x ; se P é inviável)
12 se val(x) > LB então atualiza LB (se necessário)
13 se val(x) < UB % se val(x) � UB , ramo é podado
14 se x é inteiro então
15 UB  val(x);
15 x�  x

17 senão
18 crie dois subproblemas P 0 e P 00 a partir de P
19 Ativos Ativos[fP 0 ; P 00g
20 devolva x

Programação Linear Inteira 89



Otimização Flávio K. Miyazawa� Uma apresentação sobre o ḿetodo branch & cut aplicado ao problema

daárvore de Steiner (caso particular do Problema da Floresta de

Steiner) pode ser encontrada em Ferreira & Wakabayashi’96,Caṕıtulo

4.

http://www.ime.usp.br/˜yw/livros/livro-new.ps.gz
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Apêndice I: Grafos

Def.: Um subgrafoH = (VH ; EH) deG = (V;E) é um grafo tal queVH � V , EH � E eEH � VH � VH .

Def.: Um subgrafoH = (VH ; EH) deG = (V;E) é geradorseVH = V .

Def.: UmapasseioP emG = (V;E) é uma seq̈uência(v0; e1; v1; e2; : : : ; vk�1; ek�1; vk) ondevi 2 V eei = fvi�1; vig 2 E.

Chamamosv0 evk deorigemedestinodeP , resp.

Def.: Umatrilha é um passeio que não repete arestas.

Def.: Umacaminhoé um passeio que não repete v́ertices.
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Def.: Um ciclo é uma trilha com os v́ertices de origem e destino iguais.

Def.: Um ciclo eulerianodeG é uma ciclo que contém todas as arestas deG.

Def.: Um circuito é um ciclo que ñao repete v́ertices.

Def.: Um circuito hamiltonianodeG é um circuito que contém todos os

vértices deG.

Def.: Um grafoG = (V;E) é conexose para todou; v 2 V , existe

caminho ligandou ev.

Def.: UmaflorestaF = (V;E) é um grafo que ñao cont́em circuitos.

Def.: UmaárvoreF = (V;E) é um grafo conexo sem circuitos.
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G Subgrafo Gerador

CicloCaminho

ÁrvoreCircuito Hamiltoniano
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Def.: Um grafoG = (V;E) é bipartidose existe partiç̃ao(X;Y ) deV tal

queE � X � Y .

Def.: Um grafoG = (V;E) é bipartido completose existe partiç̃ao(X;Y ) deV tal queE = X � Y . Denotado porKjXj�jY j.
Def.: Um grafoG = (V;E) é completoseE = V � V .

Denotado porKjV j.

K3x4 K5
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Def.: Um grafoG = (V;E) é planarse pode ser desenhado no plano com
arestas interceptando apenas nos extremos.

Def.: Um multigrafoG = (V;E) é uma extens̃ao de grafos para admitir
várias ćopias de uma aresta.

Grafo Planar

Multigrafo
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Def.: Umaaresta orientadáe um par ordenado(u; v) representada poru! v para v́erticesu ev. Dizemos queu é o ińıcio (ou cabeça) ev é o

fim (calda) da aresta.

Def.: Um grafoG = (V;E) é dito serorientadose suas arestas são orientadas.

Grafo Orientado

Def.: Um vérticeé dito serfontese ñao h́a arestas entrando no vértice.

Def.: Um vérticeé dito sersorvedourose ñao h́a arestas saindo do vértice.
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Algumas definiç̃oes anteriores se aplicam para grafos orientados.

Exemplo de caminho hamiltoniano orientado def paras

f

s

Caminho hamiltoniano
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Def.: Dado um grafo ñao orientadoG = (V;E) e um v́erticev 2 V ,

denotamos porÆ(v) o conjunto das arestas que tem um extremo emv.

Def.: Dado um grafo ñao orientadoG = (V;E) e conjuntoS � V ,

denotamos porÆ(S) o conjunto das arestas que tem exatamente um

extremo emS.

Def.: Dado um grafo orientadoG = (V;E) e um v́erticev 2 V ,

denotamos denotamos porÆ+(v) o conjunto das arestas deE que tem a

calda emv e denotamos porÆ�(v) o conjunto das arestas deE que tem o

inı́cio emv.

Def.: Dado um grafo orientadoG = (V;E) e conjuntoS � V ,

denotamos porÆ+(S) o conjunto das arestas deE que tem a calda emS e

o ińıcio emV n S e denotamos porÆ�(S) o conjunto das arestas deE que

tem o ińıcio emS e a calda emV n S.

Para entender mais sobre grafos, veja Bondy and Murty [BM76].
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Apêndice II: Definições e notaç̃ao sobre conjuntos
Def.: Dado um conjuntoA e uma funç̃aof sobreA, f : A! R , e um

elementoe 2 A, denotamos porfe = f(e).
Def.: Dado um conjuntoA e uma funç̃ao nuḿericaf : A! R ,

denotamos porf(B) :=Pe2B f(b) para todoB � A.

Exemplo: SeG = (V;E) é um grafo,v é um v́ertice deV , ex é uma

função nuḿerica nas arestasx : E ! R ent̃ao valex(Æ(v)) = Xe2Æ(v)xe = Xe2Æ(v)x(e)

(soma dos valores da funçãox aplicada nas arestas que incidem emv).
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