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1 Objetivos

Este curso aborda os conceitos e técnicas basicas em processamento de imagem digital com o
objetivo de preparar o aluno para cursos mais avancados, tais como andlise de imagens, visao
computacional, compressao de imagens, processamento de imagens de sensoriamento remoto,
processamento de video digital, e computacao de imagens médicas.

2 Ementa

e Fundamentos de Imagem Digital

e Transformagoes Geométricas

e Interpolacao e registro de imagens

e Transformagoes Radiométricas e realge
e Convolucao e Correlacao

e Filtragem no Dominio Espacial

e Transformada de Fourier

e Filtragem no Dominio da Freqiiéncia
e Morfologia Matematica

e Transformada Imagem-Floresta

e Segmentacao de Imagens
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1 Imagem Digital

Uma imagem digital 1 ¢ um par (D, f), onde D; é um conjunto de pontos do Z™ (dominio
da imagem), denominados spels (space elements), e I é um mapeamento vetorial que associa
a cada spel p em D; um conjunto {I(p), Io(p), ..., Ix(p)} de valores escalares, associados com
alguma propriedade fisica. O valor de n refere-se a dimensao da imagem e o valor de k ao
nimero de bandas.

2 Imagem em tons de cinza

Uma imagem I = (Dy, I) em tons de cinza (e.g. foto, imagem de ultrasom, fatia tomografica)
e bidimensional (D; C Z?%) possui apenas uma banda I (k = 1), onde os spels sao chamados
pixels (picture elements).

A imagem é portanto uma matriz de tamanho N x M pixels (N linhas e M colunas). Sua
representagao vetorial relaciona o indice i a cada pixel p = (z,y) por:

i = x4+ Mxy (1)
x = %M (2)
= i/M (3)

Os valores I(p) de cada pixel p sdo obtidos por amostragem e quantizagao de uma fungao
continua I.(x,y) que descreve a propriedade fisica correspondente em uma dada regiao do
espago. No caso de uma foto temos o brilho, e no caso de uma tomografia de Raios-X, temos
a densidade do tecido.

Valores altos sao apresentados na tela como pixels claros e valores baixos como pixels escuros.

2.1 Amostragem e Resolucao Espacial

Cada pixel é amostrado a intervados (A, A,) (e.g. A, = A, = Imm). Quanto menor for o
intervalo de amostragem para uma mesma regiao do espago, maior sera a resolucao espacial
da imagem. Observe que neste caso, o tamanho N x M da imagem também é maior, mas se
uma imagem tem mais pixels que outra, nao implica que tenha maior resolucao.

2.2 Quantizacao e Resolugcao Radiométrica

Os valores de I.(x,y) amostrados sao quantizados em 2° niveis de cinza, onde b é chamado
profundidade da imagem em bits (e.g. b = 8, profundidade de 8 bits). Quanto menor o
intervalo de quantizagao, maior ¢ a resolugao radiométrica da imagem.

2.3 Histograma

O histograma de uma imagem cinza I ¢ uma funcao h(l) que produz o nimero de ocorréncias
de cada nivel de cinza 0 < I < 2°—1 na imagem. Ele representa a distribuicao de probabilidade



dos valores dos pixels. O histograma é normalizado em [0, 1] quando dividimos A(l) pelo nimero
N x M de pixels da imagem.

2.4 Operacoes matematicas

Operacoes logicas e aritméticas entre imagens sao equivalentes as mesmas operacoes realizadas
pixel a pixel, entre os valores dos pixels.

3 Imagem Multidimensional

Uma imagem [ = (Dy,I) em tons de cinza e multidimensional define dominio de amostragem
D; C Z™ para n > 2. Por exemplo, uma seqiiéncia espacial de fatias tomograficas é uma
imagem tridimensional (n = 3), e uma seqiiéncia espacial e temporal de fatias tomograficas
é uma imagem tetradimensional (n = 4). No primeiro caso, os spels sdo chamados de voxels
(volume element).

O intervalo de amostragem ao longo do eixo temporal define a resolucao temporal da ima-
gem. Quanto menor o intervalo, maior é a resolucao.

4 Imagem Multibanda

Uma imagem [ = (Dy,I) é multibanda para |I| = k > 1 (e.g. imagens de sensoriamento
remoto, imagens coloridas).

No caso do sensor thematic mapper (TM) do LandSath, por exemplo, as bandas k =
1,2,3,...,7 correspondem respectivamente a imagens cinza obtidas nos comprimentos de onda
do azul, vermelho, verde, infravermelho préximo, infravermelho médio, infravermelho termal,
e infravermelho médio. O intervalo de amostragem define a resolucao espectral.

No caso de uma foto colorida temos k£ = 1,2, 3 correspondendo aos componentes vermelho,
verde e azul. Observe que o video colorido é uma imagem multidimensional e multibanda.

5 Exercicios

1. Desenhe o histograma de uma imagem cujos valores dos pixels sao 10,1,0,3,9,2,2,3,4,5,6,5,6,7,
8,9,3,4,7,6,5.

Deste ponto em diante, o curso sera restrito ao caso bidimensional.



1 Cor

A cor é o resultado da percepgao da luz (comprimento de onda de 0.4-0.7um) que incide na
retina em células foto-receptoras, denominadas cones. Existem trés tipos de cones, sensiveis
a diferentes cores de azul, vermelho e verde. A maioria das cores visiveis pelo olho humano
pode ser representada pela combinacao de luzes monocromaticas nos comprimentos de onda
do azul, vermelho e verde. O olho humano percebe cerca de 30 niveis de cinza e 7 milhoes de
cores. Ele é mais sensivel ao verde, depois ao vermelho, e menos ao azul, porém percebe mais
variacoes de azul, depois de vermelho e menos de verde.

Uma cor pode ser decomposta em trés componentes independentes: intensidade (I), matiz
(M), e saturagao (S). A intensidade é responsével pela sensagao de brilho, a matiz pela sensacao
de cor (comprimento de onda), e a saturacao pelo grau de pureza da cor.

Imagens coloridas sao armazenadas em trés componentes primarios formando um espaco de
cor.

2 Espago RGB (Thomas Young, 1773-1829)

O espago RGB é formado pela nossa sensagao da soma ponderada do red (R), green (G) e blue
(B), os quais geram a maioria das cores visiveis. Seu espago complementar CMY é formado
pelo cyan (C=255-R), magenta (M=255-G) e yellow (Y=255-B).

O espaco RGB ¢ usado para mostrar imagens coloridas na tela do computador, enquanto o
espaco CMY ¢é usado em impressoras.

3 Espaco HSV

O espaco HSV representa a matiz, a saturagao e o brilho. Como os componentes primérios
sao descorrelacionados, melhoramentos na imagem através de transformacoes radiométricas
aplicadas a saturacao (S) e/ou ao brilho (V) nao afetardo a matiz (H).

Conversao de RGB 24 bits para HSV real:

Entrada: Image I = (Dy, 1), onde I = {R, G, B}.
Saida: Imagem I’ = (D, I'), Dy = Dy, I' = {H, S, V}.

Auxiliares: Matrizes reais R/, G', e B’, e variaveis reais min, max e delta.

1. Para todo pixel p € D; faca

2. R'(p) < R(p)/255.0, G'(p) + G(p)/255.0, ¢ B'(p) < B(p)/255.0.

3. max < max{R(p),&'(p), B'(p)} e min < min{K'(p), G'(p), B'(p)}-
4. V(p) < max.

5. delta < max — min.



0. Se delta = 0.0 entao

7. S(p) < 0e H(p) < nil,
8. no caso contrario,
9. S(p) < delta/maz.
10. Se B'(p) = max entdo
11. H(p) < 4.0+ (R (p) — G'(p))/delta,
12. no caso contrario,
13. Se G'(p) = max entao
14. H(p) < 2.0+ (B'(p) — R'(p))/delta,
15. no caso contrario,
16. H(p) < (G'(p) — B'(p))/delta.
17. H(p) < H(p) % 60.0.
18. Se H(p) < 0.0 entao H(p) < H(p) + 360.0.

Note que H(p) = nil ou 0.0 < H(p) < 360.0, 0.0 < S(p) < 1.0, € 0.0 < V(p) < 1.0, séo
valores reais.

Conversao de HSV real para RGB 24bits:

Entrada: Imagem I’ = (D[/,[_;), Dp=D;, I'= {H,S,V}.
Saida: Image [ = (Dy,I), onde I = {R, G, B}.

Auxiliares: Matrizes reais R, G, e B’, variaveis reais a, b, ¢, e d, e variavel inteira 1.
1. Para todo pixel p € Dy faga

2. Se H(p) = nil entao

3. R(p) < V(p), G'(p) < V(p), e B'(p) < V(p),
4. no caso contrario,

5. Se H(p) = 360.0 entao H(p) < 0.0.

6. H(p) < H(p)/60.0.

7. i < (int)H (p).

8. a< H(p) —i.



9. b+« V(p)*(1.0—S(p)).

10. ¢+ V(p)* (1.0 — (S(p) xa)).

11. d <« V(p) = (1.0 = (S(p) * (1.0 — a))).

12. Verifique 4

13. Caso i = 0, entao R'(p) «+ V(p), G'(p) < d, B'(p) < b.
14. Caso i = 1, entdao R'(p) < ¢, G'(p) < V(p), B'(p) « b.
15. Caso i = 2, entao R'(p) < b, G'(p) < V(p), B'(p) + d.
16. Caso i = 3, entao R'(p) < b, G'(p) « ¢, B'(p) < V(p).
17. Caso i = 4, entdo R'(p) « d, G'(p) < b, B'(p) + V(p).
18. Caso i = 5, entao R'(p) < V(p), G'(p) < b, B'(p) + c.

19. R(p) < (int)(255 % R'(p)), G(p) < (int)(255 % G'(p)), e B(p) < (int)(255 % B'(p)).

4 Espaco ITHS (W. Pratt)
Para todo pixel p € D;, 0 < R(p) <1,0< G(p) <1,e 0 < B(p) <1 temos:

R(p) + G(p) + B(p)

I(p) = 3 (4)
V) = R(p)+G\%)+2B(p)

i) - R0+200

H(p) = arctan (EES) (5)
S(p) = VVilp)? + Va(p)? (6)

onde S(p) > 0.0, I(p) < 1.0, e 0 < H(p) < 27. A inversa ¢ dada por:

Vi(p) = S(p)cos(H(p))
Vao(p) = S(p)sin(H(p))
R(p) = 12I(p) —4.9Vi(p) — 2.45V;(p) (7)
G(p) = —61(p)+2.45Vi(p) + 2.45V5(p) (8)
B(p) = —3I(p)+2.45Vi(p) (9)



5 Espaco YCbCr (Video Digital)

Para todo pixel p € Dy, 0 < R(p) < 255, 0 < G(p) < 255, e 0 < B(p) < 255 temos:

Y(p) = 0.257R(p)+ 0.504G(p) + 0.098B(p) + 16 (10)
Cr(p) = 0.439R(p) — 0.368G(p) — 0.071B(p) + 128 (11)
Ch(p) = —0.148R(p) — 0.291G(p) + 0.439B(p) + 128 (12)

onde 0 < Y(p) <255, 0 < Cb(p) <255,¢0<Cr(p) <255.

R(p) = 1.164(Y (p) — 16) + 1.596(Cr(p) — 128) (13)
G(p) = 1.164(Y(p) — 16) — 0.813(Cr(p) — 128) — 0.392(Cb(p) — 128) (14)
B(p) = 1.164(Y(p) — 16) + 2.017(Cb(p) — 128) (15)

6 Display de Imagens

Note que em todas as conversoes acima entre espacos de cores, o uso de valores reais é funda-
mental para nao haver perdas. No entando, o display das imagens RGB requer valores inteiros
de 0 a 255 para cada componente. Portanto, devemos garantir que os valores de R, G e B
estarao neste intervalo antes do display.

Imagens em tons de cinza também podem ser apresentadas com cores, através do uso de
tabela de cores. Neste caso, o valor de cinza é o indice da cor correspondente na tabela.

7 Histograma de Cor

O histograma de uma imagem RGB de 24 bits é uma funcao h(c) que produz o nimero
de ocorréncias de cada cor ¢, considerando todas as 22* (16.777.216) ocorréncias de (r, g,b),
0<7r,g,b<255.

Na pratica, o histograma de cor costuma ser quantizado em um nimero bem menor de
cores, e.g. 64 cores. Neste caso, o espago RGB ¢é subdividido em 4 x 4 x 4 regioes ctubicas,
e todos os pixels com cor em uma dessas regides soma 1 no bin (indice) correspondente do
histograma.

8 Exercicio

1. Escreva um algoritmo para calcular o histograma de cor de 216 bins a partir de uma
imagem RGB.

2. Implemente as rotinas de conversao de RGB para HSV, e vice-versa, vistas nesta aula.



1 Introducao a Topologia Digital

Topologia digital é o estudo de propriedades de objeto em imagem digital, as quais nao sao
afetadas por transformacoes geométricas, exceto aquelas que envolvem juncao ou separacao de
partes do objeto.

1.1 Relacao Binaria

Uma relagao binaria R aplicada a um conjunto X ¢é um subconjunto do produto cartesiano
X x X.

Uma relagao bindria é dita reflexiva se (a,a) € R, paratodo a € X, simétricase (a,b), (b,a) €
R, para todo a,b € X, e transitiva se (a,b),(b,c) € R implica que (a,c) € R, para todo
a,b,c € X. Neste caso R ¢é dita de equivaléncia.

1.2 Meétrica

Uma funcao d de distancia entre pixels é uma métrica se:

d(p,q) > 0(d(p,q) =0,sep=q), (16)
d(p,q) = d(q,p), (17)
d(p,r) < d(p,q)+d(q,1), (18)

onde p = (2, Yp), ¢ = (24,Y,), € 7 = (2, y,) sd0 trés pixels da imagem. As métricas mais
usadas sao:

e Euclideana: d(p,q) = ((z, — %)2 + (yp — yq)2)1/2’
e City-block: d(p,q) = |z, — x| + |Yp — Y4l,
e Chessboard: d(p,q) = max {|z, — |, |yp — ¥4l }-

e Chamfer: d,;(p,q) = a* max{|z, — x4, |yp — yq|} + (b — a) * min{|z, — z¢|, |yp — y4l},
onde a,b sdo constantes (e.g. a=5eb=7).

1.3 Relacao de Adjacéncia e Grafos

Uma relacao de adjacéncia A é uma relagdo bindria entre pixels, normalmente invariante a
translacao. Porém, A pode depender de propriedades locais da imagem, tais como cor e
gradiente, e portanto, ser variante a translagdo. Dizemos que A(p) é o conjunto dos pixels
adjacentes ao pixel p de acordo com A. Isto é, ¢ € A(p) é o mesmo que (p,q) € A. Uma
relagdo de adjacéncia leva, portanto, a definicdo de um grafo G = (D;, A) para a imagem
I = (Dy,I). Exemplos:

e (p,q) € Ased(p,q) < p, onde d é distancia Euclideana e p é um escalar,

e (pq) € Aseq—pe{(—1,-1),(1,-1)},



o (p.q) € Ase|x,— a4 +|yp —yyl <lel|l(p) — I(q)| <!, onde [ é um limiar de brilho.

Observe que p = 1 define vizinhanca-4 (i.e. os pixels compartilham uma aresta), p = /2
define vizinhanca-8 (i.e. os pixels compartilham um vértice ou uma aresta), e p = /5 faz
com que pixels mais distantes sejam vizinhos no grafo. Esta relacao é simétrica e invariante a
translacao. Note também que o segundo exemplo esta relacionado com a definicao de elemento
estruturante planar usada em morfologia matematica, e portanto uma relacao de adjacéncia
pode ser assimétrica.
No grafo definido por A, um caminho 7 é uma seqiiéncia de pixels adjacentes < py,pa, ..., Pp >,

onde (p;,pis1) € A, 1 =1,2,...,n—1. O pixel p; é a origem org(m) e p, = dst(m), e o caminho
7 é dito trivial se m =< p; >.

1.4 Relacao de Conexidade

Um pixel ¢ é conexo a um pixel p se existir um caminho de p a ¢ no grafo definido por A.
Dizemos que dois pixels s@o conexos-4 (conexos-8) se forem ligados por caminhos cujos pixels
adjacentes sdo vizinhos-4 (vizinhos-8). Note que esta conexidade é simétrica, mas de uma
forma geral a conexidade pode ser assimétrica.

1.5 Componente conexo

Um componente conexo na imagem [ = (Dy, I) é um subconjunto de Dy, onde todos os pares
(p,q) de pixels sao conexos (i.e. existe um caminho de p a ¢ e um caminho de ¢ a p, que néao
necessariamente sao os mesmos). Esses componentes sao facilmente rotulados por busca em
largura, no caso de conexidades simétricas. Observe que a adjacéncia pode ser assimétrica e a
conexidade ainda assim ser simétrica.

Algoritmo geral de rotulagao de componentes conexos com conexidade simétrica:

Entrada: Imagem cinza [ = (Dy, I), relagao de adjacéncia A, e limiar ¢.
Saida: Imagem rotulada L = (Dy, L), onde L(p) = 0 inicialmente.
Auxiliares: FIFO @ e variavel inteira [ = 1.

1. Para todo pixel p € Dy, tal que L(p) = 0, faga
2. L(p) < 1 e insira p em Q.
3. Enquanto @ # () faca

4. Remova p de Q.

5. Para todo q € A(p), tal que L(q) =0e |I(p) — I(q)| < t, faga
6. L(q) < L(p) e insira g em Q.

7. [+ 1+1.



1.6 Objeto

Um objeto na imagem I = (Dy,I) é um subconjunto de D; formado por um ou mais compo-
nentes conexos. Uma borda de objeto ¢ um conjunto de pixels do seu interior que possui ao
menos um pixel adjacente no exterior. Um objeto pode ser representado por suas bordas ou
pelos pixels que compoem seu interior.

O numero de componentes conexos NC', o nimero de buracos N B, o nimero de contornos
internos, e o niimero de contornos externos sao exemplos de propriedades topologicas de objeto.

Essas propriedades podem ser usadas como descritores para analise. Um exemplo é o nimero
de Euler definido por NC' — NB.

2 Exercicios

1. Seja A uma relacao de adjacéncia definida para todo par (p,q) de pixels que satisfaz
qg—p € {(-1,-1),(1,1),(=2,3),(3,—5)}. Descreva o conjunto dos pixels ¢ adjacentes
ao pixel p = (20, 30).

2. Dé um exemplo de conexidade simétrica e adjacéncia assimétrica em imagens binarias.

3. Considere um objeto definido pelo conjunto de pixels X = {(10, 10), (10, 11), (12,11), (9,12)}.
Quantos componentes conexos-4 e quantos components conexos-8 este objeto possui?
Quais sao esses componentes e o niumero de Euler em cada caso?

4. Quais pixels estdo a uma distancia de city-block menor que 7 do pixel (5,5)7



1 Transformacoes Geométricas

Uma transformagao geométrica 2D é uma funcao que leva um ponto em outro ponto no espago
R?. Neste curso, estamos interessados em transformacoes de rotacao, translacao e escalona-
mento aplicadas a pixels (pontos do Z?).

A aplicacao direta de uma transformacao geométrica sobre os pixels de uma imagem leva a
valores reais, que quando discretizados, podem gerar “buracos” na imagem transformada. A
abordagem correta, portanto, requer a aplicagao da transformacao inversa seguida de reamos-
tragem dos valores dos pixels. Esses conceitos sao o objetivo desta aula.

No caso de imagens coloridas, a reamostragem se aplica para cada componente de cor
separadamente.

1.1 Translacao

A translacao (t,,t,) aplicada a um ponto (z,y), e sua inversa sdo dadas em coordenadas
homogéneas por:

'] [1 0 ¢, x

y | = |0 1¢ y (19)
1 00 1 1}

x| 1 0 —t, x’

y| = |01 =ty |-|Y (20)
1 | 00 1 {1

1.2 Rotacao

A rotagao 6 no sentido horario aplicada a um ponto (x,y), e sua inversa sdo dadas em coorde-
nadas homogeéneas por:

~

x [ cos(d) —sin(@) 0] [ =
y | = | sin(d) cos(d) O Yy (21)
1| 0 0 1] |1
x| cos(f) sin(f) 0] [ o
y | = | —sin(@) cos(@) 0 Y (22)
1 | 0 0 1] [1

As equagoes acima sao facilmente obtidas se considerarmos (x,y) e (2/,y') em coordenadas
polares: (z,y) = (r,«a) e (2/,y) = (r,a + 0):

¥ = rcos(f+ a) (23)
y = rsin(f+«) (24)
r = rcos(a) (25)
y = rsin(a). (26)



Desenvolvendo as Equacoes 23 e 24 temos

/

¥’ = rcos(a)cos(f) — rsin(a)sin(f) (27)
y' = rcos(a)sin(f) + rsin(a) cos(f), (28)
e substituindo as Equacoes 25 e 26 temos

¥ = wcos(f) — ysin(h) (29)
Yy = xsin(f) + ycos(h). (30)

Para evitar que a imagem rotacione em torno do eixo z (regra da mao direita), que penetra na
tela, mais sim em torno do seu centro, ela deve ser inicialmente transladada de (—M /2, —N/2)
para a origem, rotacionada, e depois transladada de volta de (M'/2, N'/2) de modo que todas
as coordenadas de pixel sejam positivas. Observe que uma forma de garantir coordenadas
positivas é definir a imagem final com tamanho D x D, onde D = +/N? + M?. Neste caso, a
transformagao direta fica T(D/2,D/2) - R(0) - T(—M/2,—N/2) e a inversa fica T'(M /2, N/2) -
R(—0)-T(—-D/2,—D/2), onde T ¢ translacao e R é rotagao.

1.3 Escalonamento

A transformagdo de escalonamento (s, s,) aplicada a um ponto (x,y), e sua inversa sao dadas
em coordenadas homogéneas por:

T s, 0 O x

y | = 0 s, 0 y (31)
1| 0 0 1 1|

T ] [1/s, 0 0] [

Y = 0 1/sy 0 y (32)
1 | 0 0 1] |1

Note que a imagem aumenta de tamanho para valores de escalonamento maiores que 1 e
reduz de tamanho para valores entre 0 e 1, e que valores negativos refletem a imagem em torno
do eixo correspondente.

1.4 Reamostragem

A reamostragem é o processo de estimacao dos valores dos pixels usando um novo intervalo
(A, A}) de amostragem da fungao I de uma imagem [ = (Dy,I). Esta transformagao gera

uma nova imagem [’ = (D, I') com tamanho e resolucdo espacial diferentes.

1.4.1 Reamostragem de um tinico pixel

Suponha, por exemplo, que desejamos reamostrar o valor do pixel 7 = (2/,4y'), ¥’ = y, entre
os pixels p = (z,y) e ¢ = (v + 1,y) de uma imagem [ = (D;,I) amostrada com intervalos
(Az, Ay). Se a funcao I variar linearmente ao longo do eixo x teremos:

2



1) - (Ax—d)x;(z;)—kdxl(q)’ (33)

onde d é a distancia entre r e p. Estando r = (2/,y) entre quatro pixels mais préximos,
p=(x,y),q=(r+1Ly),u=(r,y+1),ev=(x+1y+1), a Equagdo 33 é aplicada na
horizontal; entre p e ¢ gerando I(ry), 11 = (2/,y), e entre u e v gerando I(ry), ro = (2, y + 1);
e depois na vertical; entre r; e ro gerando I(r) (reamostragem ou interpolacao bilinear).

Portanto, para gerar uma imagem I por transformacao geométrica de I , para cada coor-
denada inteira (2/,3) de um pixel de I , nés aplicamos a transformacao inversa seguida de
reamostragem bilinear, conforme descrito acima.

1.4.2 Reamostragem de uma imagem

Neste caso, podemos reamostrar a imagem de entrada 7, linha por linha usando a Equacao 33,
gerando uma imagem intermediaria, e depois, coluna por coluna, usando a Equacao 33, para

. - . ) P . ~ MA !
gerar a imagem final I’. A imagem I’ terd dimensdes M' = —* e N' = N Af‘“”.
Yy T

2 Exercicios

Note que os conceitos vistos nesta secao sao facilmente estendidos para 3D e para imagens
coloridas.

1. Implemente rotinas de rotacao e escalonamento para imagens cinza.

2. Qual deve ser o tamanho minimo da imagem gerada em cada caso, rotacao e escalona-
mento, para nao haver perda de pedagos da imagem original?

3. Desenvolva as matrizes de rotacao em 3D (R(6,), R(,), R(f.)), usando a explicacao
vista para o caso 2D.



1 Transformacoes Radiométricas

Uma transformagao radiométrica é um mapeamento de intensidade aplicado pixel a pixel de
uma imagem | = (D, I), gerando uma imagem I = (Dyp,1'), Dy = Dy, com brilho e contraste
diferentes. O brilho estd associado a intensidade de cinza e o contraste a variacao de tons de
cinza na imagem.

Essas transformagoes visam aumento de brilho e contraste, quando a imagem estd muito
escura, e reducao de contraste, quando a capacidade do monitor de video, por exemplo, é
menor que a resolucao radiométrica da imagem.

1.1 Variacao de contraste linear

Sejam [l1, o], l1 < Iy, e [I},15] dois intervalos de cinza no conjunto de valores de I e I'. O
aumento de contraste linear (stretching linear) é definido para cada pixel p € D; por:

. ,17 se I(p> < lla
I'(p) = & EEBUE) —h)+1, sely <I(p) <l (34)
15, se I(p) > ls.

Alguns casos particulares sao:

e Normalizagao: I, = H, I} = 0, li = lnin, € lo = lnax, onde lyin € lpax s80 0s valores
minimo e maximo da imagem.

o Negativo: I = liin, I} = lmax, 11 = lmin, € lo = lnax, onde Ly, € lhax 880 0s valores minimo
e maximo da imagem.

e Contraste & Brilho (width & level): I, = H, 1} =0, e l; < ly, onde H é o maior valor
de brilho que o monitor suporta (e.g. H = 255 para monitores de 8 bits), level é llgb, e
width é Iy — [;. O level altera o brilho e width altera o contraste.

e Limiarizacao (thresholding): I, = H, [} =0, e [} = ls.

Note que, apesar do stretching visar normalmente o aumento de contraste, este pode ser
reduzido, caso H seja menor que lyax — lmin-

1.2 Variacao de contraste exponencial

Existem dois casos de interesse:

b I,(p) = lmax eXP(%) - lmax €
o I'(p) = Hexp(~L@17),

O primeiro visa o aumento de contraste e brilho em todo intervalo [liin, lmax], € 0 segundo
aumenta o contraste em torno de um valor p (e.g. modificacdo da func¢do gradiente para
melhorar o desempenho de um algoritmo de segmentacao).



1.3 Variacao de contraste logaritmico

A visualizacao da imagem de magnitude da transformada de Fourier, por exemplo, requer
normalmente uma reducao de contraste do tipo

I'(p) = Hlog(1 + |I(p)

); (35)

onde [ = {I1, I} contém a parte real I; e a imagindria I do espectro.

1.4 Variacoes de brilho e contraste para imagens coloridas

Transformagoes radiométricas em imagens coloridas devem preservar a informacao de matiz.
Neste caso, as transformacoes acima podem ser aplicadas na imagem de brilho (ou de saturacao)
usando algum espaco descorrelacionado: HSV, THS, ou YCbCr.

2 Exercicios

1. Exemplifique a imagem de um objeto com baixo contraste e alto brilho, e desenhe o seu
histograma.

2. Aplique um aumento de contraste linear na imagem da questao anterior, mostre a imagem
resultante e seu histograma.

3. Qual a diferenca entre os histogramas de uma imagem clara, de uma imagem escura,
com pouco contraste, e com muito contraste?

4. Uma fungao logistica é dada por I'(p) = m.

contraste e brilho ela proporciona se yp =0 e H < lpay !

Que tipos de variacao de

5. Implemente uma rotina para aplicar variacao de contraste linear em imagens RGB,
usando as conversoes RGB para HSV e HSV para RGB.



1 Transformagoes Radiométricas (cont.)

O histograma acumulado de uma imagem cinza [ é uma fungao h,(l) que produz o valor
acumulado do histograma h(l) da imagem para cada nivel de cinza 0 < I < L (0 < [, e
L Z lmam)‘

ha(l) = z; h(l') (36)

As transformagoes radiométricas descritas abaixo exploram este conceito para histograma nor-
malizado.

1.1 Aumento de contraste por equalizagao

Considere os valores dos pixels da imagem I normalizados entre 0 e Lie. 0<I(p)<1. A
equalizacao F(I) é uma transformagao que satisfaz as seguintes condigoes:

e E bijetora e monotonicamente crescente em [0,1], e
o  limitada, 0 < E(I) |1 <1, para 0 < I(p) < 1.

Esta transformacéo gera uma imagem I’, tal que 0 < I'(p) < 1 e E~'(I') = I, da seguinte
forma:

1) = B0 |y = [ ne)a 7

no caso continuo, onde h, é a densidade de probabilidade de I, e

I'(p) = B |16y = Y- h(1) = ha(I(p)), (38)

no caso discreto, onde h é o histograma normalizado de I. Note, portanto, que esta trans-
formacao utiliza os valores do histograma acumulado h,,.

A equalizacao visa uma distribuicao de probabilidade uniforme para o brilho dos pixels de I’.
Observe que % = h.(l), 0 <1 <1, e que a probabilidade de I.(p) = E~(I)) ‘Ié(p) estd em um

. Esta probabilidade também

14(p)

é igual a probabilidade de I’(p) estd em um intervalo de largura dI. em torno de I’(p), que é

intervalo de largura dl em torno de I.(p) é h.(l)dl =511

h!(p)dI’. Portanto, a densidade de probabilidade h’(1) = h.(l)-2 =1,0<1<1

alg li=p-1(12) ()
é uma densidade de probabilidade uniforme, e h/(1) é a distribuigdo de probabilidade de I" que
tende a ser uniforme.
No caso de imagens coloridas, a equalizagao é aplicada no componente de brilho (ou de
saturacao) da mesma forma que descrito na aula anterior.
Note que, a imagem final deve ser depois normalizada entre 0 e H, onde H é o brilho
maximo do monitor, para fins de visualizacao.




1.2 Casamento de histogramas

Outra forma de modificar o histograma de uma imagem é casando seu histograma com o de
outra. Esta transformagao procura fazer com que duas imagens tenham o mesmo histograma
(ou o mais parecido possivel), e tem diversas finalidades. Por exemplo, o registro de imagens
obtidas de uma mesma regiao em épocas diferentes, quando baseado na intensidade dos pixels,
requer o casamento de histogramas como pré-processamento. O casamento de histogramas
também pode ser realizado para melhorar o brilho e o contraste de uma imagem usando outra
como referéncia.

O casamento do histograma de uma imagem I com o de uma imagem J gera uma I' da
seguinte forma. Supoe-se que apds equalizacao de I e de J, os histogramas resultantes sao
iguais e uniformes. Assim, a inversa da equalizacdo E;(J) de J aplicada a equalizacao E;(I)
de I, deve gerar uma imagem I’ com histograma parecido com o de J.

I'= E; (Eq(1)) (39)

O casamento entre imagens coloridas requer a transformacao RGB para HSV de ambas
imagens, o casamento entre os componentes de brilho, e a volta de HSV para RGB da imagem
desejada.

2 Exercicios

1. Equalize a imagem cujos pixels tém valores 1,2, 3,2,1,4,2,4,4, mostrando o histograma
acumulado e os valores finais.

2. Aplique o casamento de histogramas entre uma imagem, cujos valores sao 2,2, 2, 3,4, 3,4, 5, 6,
e a imagem da questao anterior.

3. Implemente rotinas de equalizacao e casamento de histogramas.



3 Convolucao e Correlacao

Sejam f(r) e g(x) duas fungoes reais !, continuas, limitadas e finitas em x (e.g. um sinal de
voz, onde x é o tempo.). A convolugao e a correlagao entre elas sao definidas como:

f@yeg@) = [ gt - o) (40)
f@ o) = [ fagle+ o), (a1)

Suponha, por exemplo, que

B 2, selx|<2e
fa) = { 0, no caso contrario. (42)
2¢, se0<x <2 e
9(z) { 0, no caso contrario. (43)
A convolugao h(x) = f(x) % g(x) envolve quatro etapas.
1. Reflexao g(—2') em 2’
N =22/, se —2<a' <0,e
g(=2) = { 0, no caso contrario. (44)
2. Deslocamento g(z — 2’) de x em 2
=22 4+2x, sex—2<a' <z e
! _ ) = = 4y
glo =) = { 0, no caso contrario. (45)
3. Multiplicacao f(z")g(xz — 2'):
—47’ +4x, se —2<r <zxe-2<x<0,
4’ +4x, sex—2<r'<zrel<x<2
/ o ) >4 = = )
f@)g(e — ) —4r' +4x, sex—2<1r'<2e2<x<4 e (46)
0, no caso contrario.

4. Integralizacao h(z) = [T f(2')g(x + 2')dz’ (i.e. a drea do produto f(z')g(x —a') é o
valor da convolucao para cada coordenada x):

202 + 81 +8, se—2<ux<0,
8, se 0 <z <2,
—2x% + 8, se2<z<4 e
0, no caso contrario.

hzx) = (47)

1Se as fungdes fossem complexas, f(z)©g(z) = f_tf f*(@"g(z+2")dx', onde f*(z') é o complexo conjugado

de f(2).



A correlagao é calculada de forma similar e representa a similaridade entre f(z) e g(x),
medida usada em varias aplicagoes em processamento de imagens, quando estendida para 2D,
tais como registro de imagens e estimacao de movimento em video.

Observe que a convolugao obedece o principio da superposic¢ao (distribuigao e escalamento).

(afi(@) + bfa(x)) x g(x) = al(fi(x)* g(x)) + b(fa(2) * g(2)) (48)

Este principio é uma propriedade fundamental de sistemas lineares, onde g(x) é a funcao de
transferéncia do sistema (limitada e finita), e para toda entrada f(x), limitada e finita, temos
f(z) % g(x) como resposta do sistema linear.

3.1 Convolucao com a funcao impulso

A funcao impulso, ou delta de Dirac, é definida por:

oo, sex=0,e
o) = { 0, o caso contrério, (49)
(50)
tal que
+oo
/ d(x')dx' = 1. (51)
A convolugao de uma funcao f(x) com 6(z) é f(x), com 6(z —m-A,), m=0,1,..., M —1,

6 flx—m-A,), e com M1 §(z —m-A,) (trem de impulsos) é ML f(z —m - A,) (fungdo
f repetida ao longo de z a cada intervalo A,).

Note que podemos descobrir a funcao de transferéncia de um sistema linear aplicando um
impulso como entrada.

3.2 Amostragem

O processo de amostragem de uma fungao f(x), limitada e finita, a intervalos A, pode ser
modelado como

f(x) - Z_:o Sx—m-A,) = Z_o Fm - A)S(x —m - A,), (52)

onde 6(x) = 1, se x = 0, e 0 no caso contréario, é o impulso unitéario, gerando M amostras
fm-Ay),m=0,1,...,M — 1, de f(z) espagadas de intervalo A,.

Isto é, um sinal discreto I(z), z = 0,1,...,M — 1, é um trem de impulsos de altura
f(m-Ay), m=0,1,...,M —1, onde f é a funcdo continua amostrada (e.g. a corrente elétrica
que representa um sinal de voz— neste caso, A, é substituido por um intervalo de tempo A,;).



3.3 Convolugao discreta

A convolugao entre dois sinais discretos (finitos e limitados) é dada por:

H(z)=I(z)* J(x) = 20:0 I(2)J(x — ), (53)

x/=—o00

onde = € Z.
Por exemplo:

|2, sexe{-2,-1,0,1,2} ¢

I(z) = { 0, no caso contrario. (54)
B 2z, sex€{0,1,2} e

J(x) = { 0, no caso contrario. (55)

Similarmente, a convolu¢ao H(x) = I(x) * J(x) pode ser calculada em quatro etapas tais
que:

—22'+2zx, sex'e{r—2,x—1z} e

—_ / —
J(z =) { 0, no caso contrario. (56)
o =4 +4x, sex e {-2,-1,0},
go —4a + 4z, sex € {1,2}
_ r/=x—-2 ) ) )
H(x) = 2 o —4x +4x, sex € {3,4}, (57)
0, no caso contrario.

Observe que se I(x) possui comprimento M; e J(z) possui comprimento My, entdao H(x) =
I(z) % J(x) terd comprimento M; + My — 1.

3.4 Filtragem por convolucao discreta

Considere I(z), o sinal discreto da Equacao 54, e J(x) um sinal discreto dado por

1/3, sex e {-1,0,1}, ¢

J(r) = { 0, no caso contrario. (58)

Podemos suavizar as variagbes abruptas que ocorrem em [(x), para © = —2 e x = 2,
calculando a convolugao discreta H(z) = I(z) x J(x). Observe que J(z) atua como a funcao
de transferéncia de um filtro linear discreto.

3.5 Extensao para imagens

No caso de imagens digitais, os resultados acima podem ser estendidos para:

H(z,y) = I(z,y)*J(x,y) = Z Z I ) (x — 2y — ), (59)
y’:—oo:vf 00

H(z,y) = I(z,y)© J(z,y) = Z Z I« y)J(z+ 2,y +7), (60)
y'=—o0 x'=—00

3



onde I(z,y) e J(z,y) sdo os valores dos pixels na imagem I e na imagem J. Observe que
J(x,y) é refletida em 2’ e em 3/, e depois deslocada da esquerda para direita e de cima para
baixo durante a convolucao.

4 Exercicios

1. Calcule o resultado da convolucao apresentada na secao 3.4.
2. Implemente uma funcao para calcular a convolucao entre duas imagens.

3. Apresente um kernel de convolucao para detectar pontos de variagao brusca em sinais
discretos.

4. Calcule a convolugao g(x) x f(x) das fungoes continuas apresentadas nesta aula para
mostrar que o resultado é o mesmo que f(x) * g(z).

5. Calcule a correlacao f(z) ® f(x — 4), e interprete o resultado.



1 Filtragem no Espaco

Considere um sinal discreto e limitado I(z), z = 0,1,..., M; — 1, com amostras espacadas
de A,; e um mapeamento escalar e limitado J(z), x = 0,1,..., My — 1 (denominado kernel,
madscara ou template). A filtragem linear de I(z) por J(x) pode ser calculada pela convolugao
discreta

H(z) = I(z)*J(z)= Y I(z)J(z—1'), (61)

ondex =0,1,...,M—1eM = M;+My—1, porque H(x) é zero fora do intervalo x € [0, M —1].

No caso de imagens, porém, a origem da mascara esta normalmente no seu centro (%, %) ea
imagem esta deslocada de (A?, %) para direita e para baixo com relagao a origem da imagem
resultante.

N1 M- M N. M. N.
zz e LG = e N ()

onde I = (Dp,I), |Df| = Ny x My, J = (Dy,J), |Ds| = Ny x My, M = My + M, — 1,
N=N +N,—1,e H=(Dy. H), |Dy| =N x M.

Algoritmo para filtragem de imagens por convolugao discreta:

Entrada: Tmagem cinza [ = (Dy, 1), Dy = {(M2, M) (M2 1 M2y (e y gy — 1, 22

Ny — 1)} e méascara J = (D, J), Dy={(-2%,-2),...,(0, 0) .,(M2 M2y},

272
Saida: Imagem cinza H = (Dy, H), tal que H(x,y) = I(x — % Y — —) * J(x + 5 My y+%),
DH:{((),O),(O,l),,(M-l,N-l)},M:Ml—FMQ—leN N1—|—N2—1

1. Calcule a reflexao J' = (D', J') mapeando todo (x,y) € D, para (—z,—y) € D) e
:]/(—.CE, _y) — J(ﬂi,y)

2. Calcule a relagao de adjacéncia A, tal que ¢ € A(p) se ¢ —p € D
3. Para todo pixel p € Dy, faga

4. H(p) < 0.

5. Para todo pixel g € A(p), tal que ¢ € Dy, faga

6. H(p) < H(p) + I(q) * J'(¢ — p)-

Note que o algoritmo acima funciona também para relagoes de adjacéncia assimétricas.
Melhoramentos na imagem podem ser realizados através de diferentes kernels e de diferentes
tamanhos. Alguns exemplos sao apresentados a seguir.

1



1.1 Suavizagao

Filtros de suavizac¢ao (blurring) reduzem ruido de alta freqiiéncia, mas borram as bordas da
imagem.

e Filtro Média

1/9 1/9 1/9
1/9 1/9 1/9 (63)
1/9 1/9 1/9

e [iltro Gaussiano

L [r 21
w242 (64)
12 1

1.2 Realce

Filtros de realce aumentam o contraste nas bordas da imagem, mas podem amplificar o ruido.

e Gradiente de Sobel

-1 -2 -1 -1 0 1
S,=| 0 0 0] S,=|-20 2 (65)
10 1

As maéscaras S, e S, realcam bordas nas direcoes x e y, respectivamente, tal que S,
¢ usado para realcar bordas verticais e S, para bordas horizontais. I(z,y) * Sy(x,y)
corresponde a derivada dI/dx e I(z,y) * Sy(z,y) a dI /dy formando um vetor gradiente
G(p) = dI(p)/dx - i + dI(p)/dy - j que indica a direcio e o sentido de maior variacao
de brilho em torno de p. A magnitude |G(p)| do vetor gradiente é muito usada em
segmentacao.

e Gradiente de Roberts

O gradiente de Roberts realga bordas nas diregoes diagonais (45° e —45°), considerando
pares de pixels em torno de (z + 1/2,y + 1/2).

RN ®

e Outros filtros direcionais



Norte

Nordeste

Leste

Sudeste

Sul

Sudoeste

Oeste

Noroeste

(67)

(68)

(69)

(70)

(73)



e Filtros Laplacianos

Filtros laplacianos sao nao-direcionais e correspondem a derivada de segunda ordem

A1 /da® + d21 ) dy?.
0 -1 0 1 -1 -1 1 -2 1
—1 4 -1 -1 8 -1 —2 4 -2 (75)
0 -1 0 1 -1 -1 1 -2 1

e Sharpness

Esses filtros realcam detalhes finos combinando o realce de bordas com a imagem original.

0 -1 0 000 0 -1 0
-1 4 —-1|+(010|=]-1 5 -1 (76)
0 -1 0 000 0 -1 0
Outros exemplos sao:

0 0 -1 0 0

0O -1 -2 -1 0 -1 -1 -1 1 -2 1

1 -2 17 -2 -1 -1 9 -1 —2 5 -2 (77)

0O -1 -2 -1 0 -1 -1 -1 1 -2 1

0O 0 -1 0 0

1.3 Filtragem nao-linear

o Filtro Mediana

Considerando uma adjacéncia A(p) em torno de cada pixel p € Dy, ordena-se os pixels ¢
adjacentes a p pelo valor crescente de I(q), selecionando o pixel ¢’ de valor I(¢’) mediano
e gerando uma nova imagem .J = (D, J), onde J(p) = I(¢'). Esta operacao elimina
ruidos do tipo speckle.

e Filtro Moda

Considerando uma adjacéncia A(p) em torno de cada pixel p € Dy, calcula-se o his-
tograma dos valores dos pixels ¢ adjacentes a p, selecionando o valor moda (valor
moda = I(g) de maior ocorréncia) e gerando uma nova imagem J = (Dy,.J), onde
J(p) = moda. Esta operagao é muito usada para eliminar pequenas regides classificadas
erroneamente em imagens rotuladas (e.g. mapas tematicos).

Outros exemplos sao filtros morfolégicos que veremos mais adiante.

No caso de imagens coloridas, a filtragem espacial pode ser aplicada em cada componente
isoladamente. O valor maximo da magnitude do gradiente em cada componente gera, por
exemplo, uma imagem de gradiente boa para segmentagcao.

4



Exercicios

. Considere uma imagem 3 x 3 cujos valores dos pixels sao 1,2,2,3,0,1,2,2,3. Qual é o
resultado da convolugao discreta entre esta imagem e as mascaras de Roberts? Mostre
a imagem de magnitude do vetor gradiente?

. Considere a imagem de um quadrado branco (brilho 255) centrado no meio da imagem de
fundo preto (brilho 0). Qual sao os valores resultantes da convolugao desta imagem com
as mascaras de Sobel S, e S, em cada vértice do quadrado, em cada aresta do quadrado,
e no interior do quadrado?

. Escolha um filtro de suavizacao e um de realce, calcule a convolugao discreta entre eles
e interprete o resultado.

. Qual é o resultado de uma filtragem mediana 3 x 3 aplicada a imagem da questao 17

. Implemente uma funcao para calcular filtragem mediana dada uma adjacéncia A.



1 Transformada de Fourier

Seja f(z) uma funcdo real e continua, sua transformada de Fourier F(u) = {Fge(u), Fim(u)} =
Fre(u) + jFrm(u) e a inversa sao dadas por

F(u) = o f(z) exp™*™ dg; (78)
— ]
flz) = /_OO F(u) exp”™ du. (79)

Note que, mesmo considerando apenas fungoes f(z) reais (caso particular), a transformada é
normalmente complexa, exceto quando f(z) é uma fungao par (i.e. f(z) = f(—x)).
Alguns exemplos tteis sao:

fz) = { é: i ‘f'f o, F(u) = 22, Sa(2rzo1) (80)
f(z) = 2u,Sa(2mu,z) <»  F(u) = { (1): fl‘j) |2L|(3S Up, € (81)
@)= ¥ d-mA) e Fl)= £ T 0 2) (32)
f(x) = cos(2muez) <+ F(u) = 5 [6(u— uo) + 6(u + uo)] (83)

(n) _,
T @y o (277" F(u) (84)
fx) = sin(2muor) < F(u) = 1 [0(u+u,) — 6(u — u,)] (85)
ha)=J@)«g(@) & Hw) = Fu)d) (86)
hz) = f(z)g(x) < H(u) = F(u) x G(u) (87)

onde Sa(f) = Sme(e), g(x) é uma fungao real e continua e os dois tltimos exemplos sao chamados

teoremas da convolucao no espaco e na freqiiéncia, respectivamente.

1.1 Modulacao em freqiiéncia

Suponha que F'(u) é o espectro de freqiiéncia de um sinal de voz, o qual estd limitado em faixa
[—uo, u,) (ie. F(u) # 0, se |u] < u,, e F(u) =0, no c.c.). Sua transmissao em um canal na
freqiiéncia u, MHz, u, >> u,, requer que f(t) seja multiplicado por uma portadora cos(2mu,t)
(ou sin(27u,t)), o que pelas Equagdes 83 e 87 faz com que seu espectro seja deslocado para as
freqiiéncias u, e —u, MHz:
1 1

§F(u — up) + §F(u + up). (88)
Este processo, conhecido como modulagao em freqiiéncia, é utilizado em radio FM analdgica
para transmitir simultaneamente vérios canais de rddio a freqiiéncias u, diferentes.



1.2 Transformada de Fourier Discreta

Para facilitar, considere inicialmente f(z) um sinal real, continuo, par e limitado em faixa
[—uo, 1] (i.e. ilimitado no espago). Se amostrarmos f(z) a intervalos A,, teremos pela com-
binacao das Equacoes 82 e 87:

400
fule) = f2) Y Sle—mAL) ¢ Fulu) = & SAE L Flu— ), (59)
Isto é, o espectro de freqiiéncia F,(u) do sinal amostrado é periédico com periodo A%.
Observe que podemos recuperar o sinal original a partir do espectro do sinal amostrado, ou
melhor, de suas amostras no espago. Basta multiplicar F,(u) por uma fungao A,G(u), onde
G(u) é dada pela Equacao 81. Pela Equacao 86, esta operacao equivale a convolugao entre
fa(z) e Ayg(z), onde g(z) = 2u,Sa(2mu,x), que resulta em:

+oo
flz) = 28u, Y. f(mA,)Sa(2ru,(z — mA,)) (90)
m=—o00
Esta equagao é conhecida como férmula da interpolagao, pois podemos utiliza-la com este
proposito.
Observe também que se o intervalo A, de amostragem fosse tal que A% < 2u,, entao o

sinal original nao poderia ser recuperado devido a superposicao no espectro periédico do sinal
amostrado (aliasing). Portanto, quanto menor for o intervalo de amostragem, maior serd o
intervalo A% de repeticao. Idealmente A% > 2u, para haver a recuperacao do sinal original
(Teorema de Nyquist).

Observe também que é computacionalmente invidvel trabalhar com f,(x) ilimitada. Sua
limita¢do f!(z) no espago entre [%Az, MTAI] é obtida pela multiplicacdo de f,(x) por uma
fungao g(z) =1, se |z| < M2A“”, e 0 no c.c.. Pelas Equacoes 80 e 87, isto equivale a convolugao
de F,(u) com G(u) = MA,Sa(mrMA,u) gerando F(u) continuo e periédico. Da mesma forma,
é computacionalmente invidvel trabalhar com um espectro continuo. O espectro F.(u) deve
entao ser amostrado a intervalos A, = ﬁ gerando um espectro discreto e periédico I,(u).
Pelas Equagcoes 82 e 86, esta amostragem faz com que a inversa de I,(u) seja um sinal discreto
e periddico I,(z), com periodo MA,.

A transformada de Fourier discreta I (u) de um sinal I(x) provém dos coeficientes da série
de Fourier discreta I,(u) da seqiiéncia periédica e discreta I, (x),

M-1 ,
L) = 3 La)exp™ s (91)
=0
- L(u), uw=01... M-1
b — P ) s Ly ) 2
() { 0, no c.c. (92)
1 M-1 g Jj2mux
IL(z) = o > I(u)exp ™ (93)
u=0
B L(z), z=0,1,....M—1
I(z) = { 0, no c.c (94)



onde x = 0A,,1A,,..., (M —1)A, no espago e u = 0A,, 1A, ..., (M — 1)A, na freqiiéncia
sao representados de forma adimensional como x =0,1,...,M —1leu=0,1,...,M —1. No
caso de uma imagem [ = (Dy, I) com M x N pixels teremos:

. M-1N-1 ) we | vy
L) = Y3 L(ay) expl 2] (95)
z=0 y=0

- I(u,v), u=01,....M—1lev=0,1,....,N—1

T(u,0) = { bl), u=0 (96)
1 M—lN—l_) o (uz , vy

Lxy) = s 3 3 Lu,v)epl> 5] (97)

u=0 v=0

L(z,y), 2=0,1,....M—1ley=0,1,...,N—1

Iay) = § ploy) =0 / (98)

Note que a imagem e a transformada de Fourier discreta iniciam em (0,0) e vao até (M —
1, N —1). Portanto, a visualizagdo do espectro no centro da imagem requer uma translagao
de (=M /2,—N/2), e no caso da magnitude, temos ainda uma transformagao radiométrica
logaritmica como descrito na aula 6.

As freqiiéncias digitais €2, = 2mu e €, = 27v em radianos por unidade de comprimento

também sao representadas como w, = 2,4, e w, = A, em radianos. Neste caso, u = Ai e
xT

v = Ai equivalem a w, = w, = 2m. As freqiiéncias u e v continuas sao substituidas por u/M
Y

e v/N discretas, u =0,1,...,M —1ewv=0,1,..., N — 1. Estando a magnitude do espectro

centrada na imagem I(u,v), com M x N pixels, temos que % = % = 7 (i.e. aimagem do

espectro varia de —7 a 7).

2 Exercicios

1. Demonstre os pares de transformadas continuas apresentados no inicio da aula (A de-
monstracao da Equagao 82 é mais complicada, use somatérias de cossenos). A demons-
tracao da Equacao 84 pode ser feita facilmente a partir da formula da inversa. Lembre-se
que exp’’ = cos(#) + j sin(6).

2. Se A, = 1lmm e A, = 2mm e uma imagem possui M X N pixels com M = 256 e
N = 256, entao quais as freqiiéncias u e v continuas para u = v = 128 discretos?



1 Transformada de Fourier Discreta

Considere as imagens I = (Dy, I'), com Ny x M pixels, e J = (D, J'), com Ny x M, pixels, e
duas fungoes discretas Ry n(x,y) e Ryn(u,v), M = M+ Ms—1e N = Ny + Ny — 1, tais que

1, sexe|0,M—1]eye|0,N —1],e

Run(e,y) = {0 et €M = tey el N (99)
1, seue|0,M—1leve |0,N —1], e

Ryn(u,v) = {0 o C.C.[ ] [ ) (100)

Considere as extensoes I(z,y) de I'(x,y) e J(z,y) de J'(x,y), onde zeros sado acrescentados
na horizontal e na vertical até (M — 1, N — 1). Entdo, suas extensoes periddicas I,(z,y) e
Jp(z,y), com periodos (M, N), e suas séries de Fourier discretas I,(u,v) e J,(u, v), devem ser
tais que

B | I'(z,y), sexe[0,M;—1]eye0,N —1], ¢
l@,y) = b@y)Run(z,y) = { 0, sex € [My, M — 1] on y € [Ny, N — 1] 10V

-

L(u,v)Ryn(u,v) = I(u,v), parauec[0,M—1eve[0,N—1].  (102)

B | J(xy), sexe[0,My—1]eye[0,Ny—1], e
J(@,y) = Jp(z,y) Run(z,y) = { 0, sex € [My, M — 1] ou y € [Ny, N — 1]
Jo(u, v)Ryn (u,v) = J(u,v

,0), parau€[0,M —1leve[0,N—1]. (104)

A~

(103)

onde I(u,v) e J(u,v) sdo as transformadas de Fourier discretas de I(z,y) e J(z,y).
7]271'

Substituindo exp ™ por Wy, e exp# por Wy temos

I(u,v) = Ryn(u,v) {Zl lexy ] (105)

=0 y=0

1 M-1N-1 |
u=0 v=0
1.1 Propriedades
1.1.1 Distributividade e escalamento
al(z,y) +bJ(x,y) < al(u,v)+bJ(u,v) (107)
/U v
I b (-, - 1
(az,by) <« (a,b) (108)

Observe que a subamostragem I(az,by) é obtida para a > 1 e b > 1, e a superamostragem
para 0 <a < 1e0 <b< 1. A primeira aproxima as repeticoes do espectro em freqiiéncia
(podendo ocasionar aliasing), enquanto a segunda afasta essas repeticoes.



1.1.2 Translagao

A translacao é redefinida como deslocamento circular de I(z, y), ou translacao da série I,(x,y).
O mesmo sendo valido para o dominio da freqiiéncia.

L(z+m,y+n)Ryn(z,y) < WiHWiT(u,v) (109)
Wi W™ (x,y) < L(u+m,v+n)Ruyn(u,v) (110)
(111)

1.1.3 Teorema da Convolugao
A convolugao discreta é redefinida como convolugao circular (ou periddica),

M—-1N-1

I(z,y)*x J(z,y) = Run(z,y) [Z Z] 2y x—x’,x—y')] (112)
z'=0 y’'=0
. M—1N—1

I(u,v) * J(u,v) = Ruyn(u,v) lz 3 L) Ty (u — o 'U—v)]. (113)

'=0 v'=0

Observe que o resultado da convolucao circular é essencialmente o mesmo da convolucao dis-
creta para M > My + My —1e N > Ny 4+ Ny — 1. O teorema da convolugao fica, portanto,

I(z,y) * J(z,y) < I(u,v)J(u,v) (114)

I,y () © (MlN)QI(u,v)* T, ) (115)

1.1.4 Teorema da Correlagao

A correlagao discreta é redefinida como convolugao circular (ou periddica),

M-1N-1

I(z,y) ® J(z,y) = Run(z,y) [Z Yo L@y p(x + 2 x4+ ) (116)
2/=0 y'=0

. . M—-1N-1 . .

Fuw)® Jwv) = Ru(uo) [Z 3 f;<u',v'>Jp<u+u',v+v'>], (117)
u'=0 v'=0

onde f;(u’ ,v") é o conjugado de fp(u’ ,v"). Observe que o resultado da convolugao circular é
essencialmente o mesmo da convolugao discreta para M > M; + My —1e N > Ny + Ny, — 1.
O teorema da correlagao fica, portanto,

I*(u, v)J (u, v) (118)

=3

——T*(u,v) ® J(u,v) (119)

I(z,y) © J(z,y) <
[(z,y)J(z,y) + (N2



1.1.5 Rotagao

Expressando I(x,y) e f(u,v) em coordenadas polares I(r,0), x = rcos(f), y = rsin(f), e
I(r', @), u=1"cos(¢) e v =r'"sin(¢), temos que

I(r0+a) < I, é¢+a) (120)

1.1.6 Separabilidade

A transformada I (u,v) de I(x,y) pode ser separada em duas transformadas 1D, uma na
horizontal e outra na vertical. O mesmo vale para a inversa.

M-1[N-1 M-1 _
S I, y)W | Wi = > I( [(z, 0) Wi (121)
z=0 | y=0 =0
TSk o Ly
— — > I (u,v)WNUy] W = — L (u, y) W, (122)
M u=0 N v=0 g M u=0 g

Note que para cada valor de f(:z:,v), xr=0,1,.... M —1,v=0,1,..., N — 1, na Equacao 121
temos que calcular N multiplicagoes de I(x,y) por W3¢, y =0,1,..., N — 1, e que para cada
valor de f(u, v),u=0,1,... M—1,v=0,1,..., N—1, temos que calcular M multiplicacoes de
f(a:, v) por Wi ¢ =0,1,..., M—1. Portanto, a separabilidade j& permite que a complexidade
original seja reduzida de O(M?N?) para O(M N? + NM?). A transformada rapida de Fourier
(FFT-Fast Fourier Transform) explora esta propriedade e a periodicidade das fungoes W}, e
W3, para reduzir a complexidade para O(MN log +NM log)").

2 Exercicios

Demonstre todas as propriedades vistas nesta aula.



1 Algoritmo da Transformada Rapida de Fourier
Pela propriedade de separabilidade, o algoritmo 1D da transformada rapida de Fourier pode

ser usado na horizontal e depois na vertical. Considere a somatdéria da transformada de Fourier
1D discreta

I(w) =Y I(x)W, u=0,1,...,M-1 (123)

Seja M = 2™, e quando nao for o caso, complete com zeros a fungao I(x) para que M seja
sempre uma poténcia de 2. Podemos substituir M = 2M’ e reescrever a somatoria acima como

2M'—1
Z I(x)W3y, u=0,1,...,2M"-1 (124)
Esta somatoria pode ainda ser dividida nas somatorias dos termos pares e impares, mas o
resultado s6 sera valido para as % primeiras amostras, v = 0,1,..., M’ — 1, devido a suba-
mostragem.
M'—1 M'—1
I(u) Z I(2x)Wy5 + Z 12z + D)Wy pWahy, u=0,1,... M-1. (125)
I(u) = fw(u) + Lnpar (W)W, u=0,1,... M™-1. (126)
Para calcular a outra metade f(u+M’), w=0,1,..., M —1, usamos o fato que WM = Wiy,
e WM — _yyu ., sdo periddicas.
M'—1 M'—1 /
I(u+ M) = Z 1e)WEM" 103T 120 + YWETWEIMD T u=0,1,. . M-1(127)
=0

=

T(u+ M) = Lo (1) = Lmpar (W)W, u=0,1,... M’-1(128)

Portanto, uma transformada de Fourier de M amostras pode ser obtida dividindo-se a ex-

pressao em duas partes e calculando-se duas transformadas de % amostras, Lpq, (1) € Limpar (W),

as quais devem ser combinadas conforme as equacoes acima. Estamos reduzindo M? multi-
M2

plicagoes para ZMTQ = 75~ multiplicagoes. Esta estratégia é repetida recursivamente até M’ = 1

(final da recursdo). O algoritmo ters complexidade M log)’.

Exemplo: Suponha uma seqiiéncia I(z) =< 1(0),I(1),...,1(7) > com M = 8 amostras. A

primeira divisdo separa esta seqiiéncia nas amostras pares lo(z) =< 1(0),1(2),1(4),1(6) > ¢

nas impares [;(x) =< I(1),1(3),1(5),1(7) >, z = 0, 1,2, 3, cujas transformadas I(u) e I(u),
u=0,1,2,3, sao combinadas da seguinte forma.

I(u) =

Iu+4) =

o(u) + L(w)WE, u=0,1,2,3. (129)
o(u) — (W)W, u=0,1,.2,3. (130)

!
S S

1



A segunda divisao separa Iy(x) em pares [oo(x) =< 1(0), I(4) > e impares [ (z) =< 1(2),1(6) >,
x =0,1, e [;(x) em pares Im( ) =< I(1),1(5) > e impares I;(x) =< I(3),I(7) >, x = 0,1,
cujas transformadas Iog(w), Toi(u), Tio(u) e I1y(u), u = 0,1, sio combinadas da seguinte forma.

) ( ) 0 ( )szv u:071' ( )
Io(u +2) = Ino(uw) — Ioy (W)WY,  u=0,1. (132)
) [ ( ) El(u)Wf’ u:0,1. ( )
) (u) = In(w)Wy',  u=0,1. (134)

A terceira e tltima divisao separa Ioo(z) em par lopoo(x) =< I1(0) > e impar I (z) =< I(4) >
x = 0; lp1(x) em par Ipjo(z) =< I1(2) > e tmpar Ip;1(z) =< 1(6) >, = 0; I1o(z) em par
Lio(x) =< I(1) > e fmpar Iip1(x) =< I(5) >, = 0; e I;1(x) em par I110(z) =< I(3) >
e fmpar I111(z) =< I(7) >, @ = 0; cujas transformadas Iopo(u) = I(0), Iooi(u) = I(4),
Iowo(u) = 1(2), Ton(uw) = 1(6), Tipo(u) = I(1), Lior(u) = I(5), Tio(u) = 1(3), i1 (u) = I(7),
u = 0, s@o combinadas da seguinte forma.

Too(u) = 1(0) + I(4)Wy, u= (135)

Ioo(u+1) = 1(0) — I(4)WE,  u=0. (136)

In(u+2)=1(2) + I(6)WE, u=0. (137)

In(u+3)=1(2) —I(6)WY, u= (138)

Lo(u+4) = I1(1) + I(5)W,  u=0. (139)
Lo(u+5)=1(1)—IBG)We, u= (140)

Li(u+6)=I(3)+ I(T)Wy, u= (141)

Li(u+7)=13) = I(T)W¥, u=0. (142)

Note que o valor de z na seqiiéncia original para identificar a amostra I(x) = bebeS(u),

u = 0, pode ser obtido revertendo a ordem do indice binario b1byb3 para bsbob; e convertendo
o resultado para decimal. Isto é, indice 000 equive a z = 0, indice 001 equive a x = 4, indice
010 equive a x = 2, indice 011 equive a = = 6, indice 100 equive a = = 1, indice 101 equive a
xr =5, Indice 110 equive a x = 3, e indice 111 equive a z = 7.

Portanto, o algoritmo deve aplicar a ordem reversa dos bits para reordenar a
seqiiéncia de amostras < [(0),1(1),1(2),1(3),1(4),1(5),1(6),1(7) > do sinal original em
< I(0),1(4),1(2),1(6),1(1),1(5),1(3),I(7) >, e depois combinar duas as duas conforme as
equacoes acima, seguindo a ordem da volta da recursao.

2 Exercicios

1. Repita o mesmo raciocicio para a transformada inversa e implemente o algoritmo para
calcular a FFT 1D direta e inversa.

2. Teste seu algoritmo na transformada do cosseno.
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3. Implemente as transformadas FFT 2D direta e inversa em funcao do algoritmo para os
casos 1D.



1 Filtragem na Frequéncia

Pelo teorema da convolugao, se J(x,y) é a funcdo de transferéncia de um filtro linear cujo
resultado da filtragem é I(z,y)*J(z,y), entao esta operacao no dominio da freqiiéncia equivale
ao produto das transformadas I| (u, v)f (u,v). Isto significa que, dependendo do tamanho da
mascara de convolucao, pode ser mais vantagem calcular a FFT de I e de J, multiplicar os
espectros de freqiiéncia, e depois calcular a FFT inversa do resultado.

Outra forma de explorar o teorema da convolucao é o projeto de filtros no dominio da
freqiiencia. Sabemos que regices de borda e outras transicoes abruptas de cinza correspondem
a componentes de alta freqiiéncia, enquanto as baixas freqiiéncias representam regioes mais
homogéneas na imagem original. Neste contexto, filtros no dominio da freqiiéncia podem ser
de quatro tipos: passa-baixas, rejeita-faixa, passa-faixa, e passa-altas freqiéncias. Os extremos
variam da suavizagao da imagem ao realce de bordas.

Vamos estudar o caso J(u,v) real. Isto é, filtros que ndo modificam a fase da imagem

original (zero-phase-shift filters).

1.1 Filtragem ideal

No caso ideal temos como filtros passa-baixas e passa-altas, respectivamente:

L(u,v) = {0: flf)ﬁfj?’”)@l} (143)

B 1, se D(u,v) > Dy
H(u,v) = { 0, mno c.c. } (144)
onde D; > 0 e Dy > 0 definem as freqiiéncias de corte, e D(u,v) = (u? + 112)1/2. Note que

para 0 < D; < Dy, L(u,v) + H(u,v) é um filtro rejeita-faixa [D;, Dy], e para 0 < D), < Dy,
L(u,v)H (u,v) é um filtro passa-faixa [Dy,, D;].

Muito embora esses filtros possam ser usados para simulagao no computador, eles nao podem
ser implementados com componentes eletronicos. A variagao abrupta na freqiiéncia também
gera um efeito ringing (falsas bordas) no espago. Uma alternativa é o filtro de Butterworth,
que possui uma variagao mais suave em torno das freqiiéncias de corte.

1.2 Filtros de Butterworth

Os filtros de Butterworth de ordem n > 0, passa-baixas e passa-altas, sao:

1

L) = 4D, o) D (145)
1

Hluw o) = S 4Dy Dl o) (146)

Note que paran = 1, L(u,v) e H(u,v) caem para v/2/2 de seus valores maximos em D(u,v) =
D, e D(u,v) = Dy, respectivamente.



1.3 Geracao de mascaras espaciais a partir de especificacoes na
freqiiéncia

Considere G(u, v) o espectro em freqiiéncia de um filtro linear como uma fungao real e simétrica.
Sua inversa serd a méascara espacial g(x,y) real e simétrica. Para facilitar, suponha que o
niumero de amostras é o mesmo em ambas diregoes, i.e. M = N. E muito conveniente projetar
G(u,v) na freqiiéncia, mas implementéa-lo por convolugao espacial usando uma maéscara ¢'(z, y)
com poucos coeficientes. A méscara ¢'(x,y) é uma restrigao de g(z, y), tal que ¢'(z,y) = g(z,y)
para —N/2 < —n/2 < z,y < n/2 < N/2, e ¢'(z,y) = 0 para —N/2 < —n/2 > z,y > n/2 <
N/2. Esta restrigao faz com que haja um erro e de aproximacao entre o filtro G(u, v) projetado
e o implementado G'(u, v).
N/2  NJ2
= 3 Y |G(uv) -Gy, (147)
u=—N/2v=—N/2

O objetivo desta se¢ao é mostrar como obter os coeficientes de ¢'(z,y) com erro quadratico e?
minimo.

O espectro G'(u,v) com (N + 1)? elementos pode ser representado em um vetor coluna
G’, cujos valores G(i) sao gerados variando v = —N/2,... N/2, u = —N/2,... ,N/2, i =
(u+N/2)(N+1)+(v+ N/2), de forma que uma coluna de G'(u, v) é copiada apds a outra para
G’. O mesmo procedimento pode ser aplicado ao espectro G(u,v) para gerar o vetor coluna
G e a médscara ¢'(x,y) para gerar o vetor coluna g’ com (n + 1)? elementos, cujos valores ¢’ (k)
sdo gerados variando y = —n/2,....,n/2, x = —n/2,... n/2, k= (x+n/2)(n+ 1)+ (y+n/2).
Assim, a transformada de Fourier de g’ pode ser expressa na forma matricial

G=w-g, (148)
onde w é uma matriz de (N+1)* linhas e (n+41)? colunas, cujos valores w(k, i) = 5 exp%(
da coluna k e linha ¢ sdo gerados linha por linha, variandoy = —n/2,...,n/2, x = —n/2,...,n/2,
v=-N/2,...,N/2,u=—N/2,...,N/2, e calculando os indices k = (z+n/2)(n+1)+(y+n/2)
ei=(u+ N/2)(N+1)+ (v+ N/2). A minimizacao de e? implica que

uzr+vy)

¢ = (G'-G)(G' -G)=|wg -G’ (149)
de?
T owt '_ Q) = 1
7 w'(wg' —G)=0 (150)
g = (w'w)'w'G (151)

onde w* é o conjugado transposto (matriz de (n + 1)? linhas e (N + 1)? colunas) de w e
(w*w)~lw* é chamada a inversa generalizada de Moore-Penrose. Note que, basta expressar o
filtro projetado G(u, v) na forma vetorial G, calcular g’, e depois colocé-lo na forma ¢'(x,y).

2 Exercicios

1. Projete filtros passa-faixa e rejeita-faixa usando os filtros passa-baixas e passa-altas de
Butterworth.



2. Implemente uma func¢ao para calcular a filtragem de I(z,y) pela mascara J(z,y) no
dominio da freqiiéncia.

3. Implemente uma funcao para calcular uma méscara ¢'(z,y) a partir de uma especifica¢ao
G(u,v) em freqiiéncia.

4. Calcule ¢'(x,y) para os filtros passa-baixas e passa-altas de Butterworth e compare os
resultados da filtragem espacial com a filtragem em freqiiéncia para uma imagem de
entrada qualquer.

5. Considere as imagens das méscaras de Sobel e do filtro Gaussiano 3 x 3. Insira 253 zeros
na horizontal e na vertical, e calcule a FF'T de todas elas para visualizar seus espectros
de magnitude com resolucao 256 x 256 amostras. Que tipos de filtros em freqiiéncia essas
mascaras representam?

1 Restauracao de Imagens

Técnicas de restauracao visam recuperar a imagem original a partir de uma imagem degradada,
usando o conhecimento sobre a natureza da degradagao— a qual pode ser deterministica ou
aleatoria.

As degradagoes mais comuns ocorrem durante a aquisicao da imagem. Alguns exemplos
sao:

1. Uma imagem de sensoriamento remoto com degradacao gerada pela turbuléncia at-
mosférica, causada por variagoes de temperatura que desviam os raios de luz.

2. Uma imagem de microscopia ética adquirida fora de foco.

3. Uma imagem fotografica “borrada”, devido ao movimento relativo entre a camera e o
objeto.

A estratégia basica da restauracao de imagens é modelar o processo de degradagao e aplicar
0 processo inverso. Vamos fazer isto usando nossos conhecimentos sobre sistemas lineares.

2 Modelos de degradacao

Um modelo simples, mas bastante eficaz, assume que a imagem foi degradada por um filtro
linear e invariante ao deslocamento, seguido de ruido aditivo.
Sejam H (u,v) uma funcao real e simétrica de transferéncia do filtro (também chamada de

—

Point Spread Function em analogia a resposta a um impulso de luz), N(u,v) o espectro em

freqiiéncia de um ruido aditivo, I(u,v) o espectro da imagem original, e D(u,v) o espectro da
imagem degradada (ver Figura 1).

- —

D(u,v) = I(u,v)H(u,v)+ N(u,v). (152)

0



—

N(u,v)

problema

I(u,v) — H(u,v) »Q’ D(,v) =™ R(uv) ™ I"(wv)

O problema, portanto, consiste em encontrar o filtro Fi(u, v) que aproxima I (u,v) do es-

-

pectro I(u,v) da imagem original.

I'(u,v) = D(u,v)R(u,v). (153)

-

Se a restauracio for perfeita, entdo I’ (u,v) = I(u,v), significando que

. 1
R(u,v) = —. (154)
H(u,v) + %Zf))

Este modelo pode ainda ser simplificado usando as técnicas abaixo.

2.1 Filtragem inversa

Assume-se que N(u,v) = 0, e portanto, R(u,v) = R(u,v) = m é uma funcao real e
simétrica. Neste caso, uma atencao especial deve ser dada quando H(u,v) = 0 para algumas
freqiiéncias (u,v). Como normalmente, H(u,v) tem caracteristicas de passa-baixas, é comum
assumir que

R(u,v) =

1 2, .2 2
{ Ty WV Sw (155)

1, no c.c.

para algum raio w.

2.2 Filtragem de Wiener

Assume-se que I(u,v), D(u,v), e N(u,v) sdo processos estocasticos (campos aleatérios) esta-
ciondrios e que as densidades espectrais, S;(u,v) e Sy(u,v), da imagem original e do ruido
sao conhecidas. O Filtro de Wiener (filtro de minimos quadrados) minimiza o erro quadrético
médio E[(I"(u,v) — I(u,v))? gerando

|H (u,v)|? 1

R(u,v) = ’ : (156)
|H (u,v)]? + 7?3?((575)) H(u,v)
A relacao ruido-sinal ‘ZJIV ((;L’;’)) ¢ normalmente substituida por uma constante (e.g. 10%), quando

Sy (u,v)

desconhecemos a natureza estatistica do problema. Note que se 3 wo) = 0, a filtragem de
Wiener fica igual a filtragem inversa, e que a aproximagao acima usaéa para tratar casos onde
H(u,v) = 0 também se aplica aqui. A questao agora é como encontrar H (u,v).



2.3 Modelando H(u,v)

Voltando aos exemplos mais comuns de degradacao, H(u,v) pode ser modelada da seguinte
forma:
1. Turbuléncia atmosférica

Neste caso, H(u,v) pode ter a forma de uma distribui¢ao de impulsos aleatérios, caso o
tempo de exposicao para aquisicao da imagem seja curto, ou pode ter a forma de uma
Gaussiana para tempos de exposicao prolongados. O primeiro caso é mais complexo e o
segundo resulta em

H(u,v) = exp [—c(u2 + wz)d} , (157)

onde c e d sao constantes, porém ¢ depende do tipo de turbuléncia e d pode ser encontrada
experimentalmente (e.g. d =5/6 ou 1).

2. Imagem fora de foco

H(u,v) = W
J(r+w) = <7”;w> [1+...+ n!E:L)T;)! (T;w>2n+...1, (158)

onde Ji(r + w) é uma fungao de Bessel de primeira ordem, deslocada de w > (0 para ter
valor maximo na origem, e r? = u? + v2.

3. Imagem “borrada” pelo movimento

O movimento relativo entre a camera e o objeto pode ser modelado no dominio espacial
como
T/2

Diwy) = [ 1=ty —y @) (159)
~T/2

onde T é o tempo de exposigao da camera, z'(t) e y/(t) sao os deslocamentos dos pontos

da cena ao longo de z e y em funcao do tempo ¢t. No dominio da freqiiéncia temos

- . T/2

Dlu,v) = I(u,0) / |, espl=i2m(ua (1) + vy (1))t (160)
—T/2

Assumindo, por exemplo, movimento uniforme do objeto na direcao x com velocidade

constante V', 2/(t) =Vt e y/(t) =0,

D(u,v) = f(u,v)w (161)

‘ _ sin(ruVT)
Isto é, H(u,v) = T 7.



1 Introducao a morfologia matematica

A morfologia matematica é a parte do processamento de imagem nao-linear que tem por
objetivo extrair caracteristicas da imagem associadas a geometria dos objetos. A morfologia
matematica foi desenvolvida inicialmente por Georges Matheron e Jean Serra na década de 60,
para imagens binarias utilizando a teoria de conjuntos. Posteriormente, ela foi estendida para
imagens em tons cinza (fungdes) utilizando a teoria de reticulados, onde uma imagem é vista
como a superficie de um relevo.

Nosso objetivo neste curso é apresentar apenas uma introdugao a morfologia matemaética.

1.1 Elemento estruturante

Uma transformacgao morfolégica consiste essencialmente da comparagao da imagem com outra
menor, cuja geometria é conhecida, denominada elemento estruturante.

Um elemento estruturante planar é um conjunto de coordenadas de pixel. Por exemplo,
o elemento cruz é definido por E = {(0,0),(—1,0), (1,0),(0,—-1),(0,1)}. Uma transformacao
morfoldgica requer uma operagao nao-linear entre a imagem e o elemento estruturante, o qual
desliza sobre a imagem de forma similar a convolucao discreta. Neste sentido, o elemento
estruturante planar define uma relacao de adjacéncia do tipo (p,q) € Aseq—p € E.

Um elemento estruturante nao-planar é um par (E,V) que consiste de um conjunto de
coordenadas de pixel E' e um conjunto de valores V' associados a cada coordenada, assim como
uma imagem. Por exemplo, V = {2,1,1,1,1} para o caso do elemento cruz. Este tipo de
elemento é usado apenas em operacoes com imagens em tons de cinza. Neste caso, o elemento
estruturante pode ser visto como uma mascara de convolugao, muito embora a operacao seja
outra. No caso particular, onde todos valores em V' sao zero, o elemento estruturante se torna
planar.

1.2 Dilatacao e Erosao

A dilatacao e a erosao sao as duas transformacoes morfolégicas béasicas, as quais sao combinadas
para gerar varias outras. Elas envolvem as seguintes operacoes com conjuntos de coordenadas
de pixel.

e Translacao

Um conjunto A transladado de t = (zy,y;) é um conjunto A* = {p+1t:Vp € A}.
e Reflexao

Um conjunto A refletido é um conjunto A" = {qg = —p: Vp € A}.

1.2.1 Dilatacgao

Considere [ = (Dy, I) uma imagem bindria e o conjunto Uy C Dy formato pelos pixels p € Dy,
tais que I(p) = 1. A dilatagdo [ & E de I por um elemento estruturante planar F resulta em



uma imagem bindria J = (D, J), onde
{t: (E")'NU; #0}. (162)

Isto é, U; é formado por todos os deslocamentos ¢ tais que o elemento estruturante refletido
e transladado superpoe os pixels com valor 1 na imagem em pelo menos um pixel. Note que
J(p) =1sep e U; C Dy e zero no caso contrario.

Como nao se trata de uma convolugao, temos apenas uma analogia, alguns autores nao
refletem o elemento estruturante.
Exemplo:

Sejam Uy = {(1,1),(2,1)} e E = {(0,0),(0,1)}, entdo E" = {(0,0),(0,-1)} e (E")" =
{(ze,y0), (2, y. — 1)}. Set = (0, 0) ( VNUp=0;set = (1,1), (E")'NnU; = {(1,1)}; etc. Ao
final teremos, U; = {(1,1),(2,1),(1,2),(2,2)}.

Observe que os objetos representados por pixels com valor 1 na imagem ficam mais “gordos”
e que pequenos buracos podem ser fechados com a dilatacao.

Sel = (Dy, I) for uma imagem em tons de cinza, a dilatagao f@(E, V) de I por um elemento
estruturante nao-planar (E, V') resulta em uma imagem em tons de cinza J= (Dy,J) onde

() = max{I(p—1)+V(D)}, (163)

paratodop € Dy e p—t € D;. Neste caso, a imagem fica mais clara e somem pequenas regioes
escuras.

1.2.2 Erosao

A erosio I & FE de uma imagem bindria I por um elemento estruturante planar E resulta em
uma imagem bindria J = (D, J), onde

{t: (E") C U} (164)

Isto é, U; é formado por todos os deslocamentos t tais que o elemento estruturante refletido
e transladado estd inteiramente contido no conjunto dos pixels com valor 1 da imagem de
entrada.

Exemplo:

E = {(0,0),(0,1)}, entdio E" = {(0,0),(0,~1)}
(0,0). (E") = E( 0),(0,~1)}; se t = (1,1),

{(1,2),(1,1)}; etc. Ao final teremos

Sejam Ur = {(1,1),(2,1),(1,2),(2,2)} e
e (£")" = {(ze,u), (ve,yp — 1)} Se t =
(B = {(L 1), (1,0)}; .. se t =
Us= {<17 2)7 (2? 2)}

Observe que os objetos representados por pixels com valor 1 na imagem ficam mais “magros”
e que pequenos componentes com valor 1 somem com a €rosao. A

Se I = (Dy, I) for uma imagem em tons de cinza, a erosao I © (E, V) de I por um elemento
estruturante nao-planar (E, V') resulta em uma imagem em tons de cinza J = (D, J) onde

o) = win{I(p—1) - V(1)) (165)



para todo p € Dy e p—t € D;. Neste caso, a imagem fica mais escura e somem pequenas
regioes claras.

1.3 Algoritmo genérico para dilatagao/erosao

Observe que a dilatacao e a erosao de imagens cinza por elemento estruturante nao-planar
incluem os casos de imagens bindrias e elemento planar. Para facilitar, podemos também res-
tringir o resultado ao dominio da imagem de entrada— i.e. D; = Dy.

Algoritmo para dilatacao:
Entrada: Imagem cinza [ = (Dr, I) e elemento estruturante nao-planar (£, V).
Saida: Imagem cinza J = (D, J)=1& (E, V).

1. Calcule a reflexdo E™ mapeando todo (z,y) € E para (—z,—y) € E" e V(—z,—y) +
V(z,y).

2. Calcule a relagao de adjacéncia A, tal que ¢ € A(p) se ¢ —p € E".
3. Para todo pixel p € Dy, faca

4. J(p) < —o0.

5. Para todo pixel g € A(p), tal que ¢ € Dy, faga

6. Se (I(q) + V(g —p)) > J(p), entdo J(p) < I(q) + V(g — p).

A erosao pode ser calculada de forma similar. Também é comum restringir os valores de J
entre 0 e um valor méaximo 2° — 1.

2 Exercicios

1. Calcule as imagens resultantes da dilatacéo e da erosao de I = (Dy, I), D; = {(0,0), (0,1), (1,1), (1,2)}
eI ={0,2,2,1}, pelo elemento £ = {(—1,0),(0,0), (1,0)} cujos valores V' = {1,2,1}.

2. Mostre que se V= {0,0,0} e I = {0,1,1,0} na imagem anterior, a dilatagdo pelo
algoritmo acima apresentaria o mesmo resultado da dilatacao pela teoria de conjuntos.

3. Implemente o algoritmo acima para dilatacao e para erosao.



1 Filtros morfolégicos

As operacoes de dilatagao e erosao podem ser combinadas para gerar varios filtros morfolégicos,
que podem ser usados para remover ruido, realcar bordas, e suavizar a imagem para a seg-
mentacao. Esses filtros se caracterizam por resultarem de uma operagao nao-linear entre uma
imagem e um elemento estruturante, e pelas seguintes propriedades:

e monoticidade - O filtro ¥ preserva a relagao de ordem entre as imagens cinza I = (D, 1)
eJ=(Dy,J),onde Dy = D,.

[<J = W) <u()), (166)

onde I < J significa que I(p) < J(p), para todo pixel p € D;. No caso de imagens
bindrias, poderiamos também escrever Uy C U; = W(U;) C U(Uy).

e idempoténcia - O filtro ¥ aplicado duas vezes a imagem gera o mesmo resultado de
quando é aplicado uma tunica vez.

v = ). (167)

1.1 Abertura e Fechamento

A dilatacao de uma imagem binaria por um elemento planar E fecha os buracos, mas “engorda”
a figura. O fechamento morfoldgico por E corrige esta distorcao. O fechamento “suaviza” a
fronteira dos objetos fechando indentacoes, fecha buracos, e une components proximas. A aber-
tura é a operagao dual (i.e. a abertura equivale ao complemento do fechamento do complemento
da imagem), que também “suaviza’ a fronteira, eliminando protusdes, remove componentes
menores que o elemento estruturante, e quebra ligagoes finas entre componentes conexos. Ob-
servacoes similares se aplicam para imagens cinza (relevos) e elementos nao-planares.

A abertura I o (E, V) e o fechamento I e (E, V) de uma imagem I por um elemento (E, V)
sao definidas por:

~>

fo(E,V) =

o(E, V)@ (E,V) (168)
fo(E,V) = (fEB

(E,V))e (E,V) (169)

1.2 Filtros alternados seqiiéncias

Filtros alternados seqiiénciais resultam da aplicacao alternada de aberturas (O de opening) e
fechamentos (C' de closing) morfolégicos. Por exemplo,

CO(I,(E,V)) = (Ie(E,V))o(E,V) (170)
OC(I,(E,V)) = (Io(E,V))e(E,V) (171)
COC(I,(E,V)) = ((Ie(E,V))o(E,V)) e(E,V) (172)
OCO(I,(E,V)) = ((Io(E,V))e(E,V))o(E,V) (173)

Esses filtros também podem ser aplicados sucessivas vezes aumentando o tamanho do elemento
estruturante a cada passo.



2 Gradiente morfolégico

Como a erosao é uma operagao anti-extensiva (a fungao resultante é menor que a original) e
a dilatacao é extensiva, bordas da imagem podem ser realcadas calculando-se o residuo dessas
operagoes.

G = I-(o(EV)) (174)
Gy = I (B, V) -1 (175)
Gs = (I&(B,V)—(e(EV)) (176)

As imagens resultantes sao denominadas gradientes morfolégicos e podem ser usadas na seg-
mentacao. Note que este tipo de gradiente é nao-direcional.

3 Chapéu mexicano

Outra forma de realcar bordas (WTH de white top-hat) ou objetos escuros (BT H de black
top-hat) na imagem é calculando o residuo com relac¢ao a abertura e ao fechamento.

WTH(I,(E,V)) = I—(Io(E,V)) (177)
BTH(I,(E,V)) = (Ie(E,V))—1I (178)

O volume de residuo para elementos estruturantes de diferentes tamanhos pode ser utilizado
para descrever o contetido granulométrico da imagem (andlise de textura por granulometria).

4 Transformada tudo-ou-nada

A transformada tudo-ou-nada (HMT de hit-or-miss transform) é normalmente usada para
encontrar configuracoes especificas de pixels em imagens binarias. Nao existe extensao da
HMT para o caso de imagens cinza. Seja Uy o conjunto dos pixels com valor 1 em uma
imagem binaria I = (Dy,I). Sejam Ey e Ey dois elementos estruturantes planares com mesma
origem. A idéia é que E} deve indicar a configuracdo desejada dos pixels com valor zero na
imagem para a translagao ¢t e E! deve indicar a configuragao desejada dos pixels com valor 1
na imagem para a translacao t. A transformada tudo-ou-nada de I com Ey e E; gera uma
imagem bindria J = (Dy, J) tal que Uy é definido por

Uy = {t:(By U e (B, CUD}, (179)

onde Uf é o complemento do conjunto U; com rela¢ao ao conjunto D;. Ou seja, J(t) =1 se a
configuracao dos pixels em torno de ¢ satisfizer simultaneamente as configuragoes Ef e EX.
Outra forma de calcular J é

~

J = (IeE)n°6 E) (180)



5 Exercicios

1. Aplique os conceitos acima em exemplos numéricos e graficos envolvendo imagens binarias
e cinza.

2. Implemente as fungoes acima.



1 Reconstrucao morfolégica

A reconstrucao morfologica é uma operacao monotonica e idempotente, que envolve duas
imagens de entrada, uma méscara .JJ = (D, .J) e uma marcadora I = (D, I), e um elemento
estruturante planar E. Esta operagao usa o conceito de dilatagdo (ou erosao) geodésica. Por
isso, alguns autores também classificam a reconstrucao como uma transformacgao geodésica—
i.e. uma transformagao morfolégica aplicada a imagem marcadora, cujo resultado é forcado a
ser menor (ou maior) ou igual & mascara.

1.1 Dilatacao e erosao geodésicas

A dilatacao geodésica de uma marcadora I por um elemento F restrita a uma mascara J > [
é definida por

~

I®E) A J (181)

onde A calcula o valor minimo pixel a pixel entre duas imagens.
A erosao geodésica de uma marcadora I por um elemento E restrita a uma mascara J < [
é definida por

~

(IeE) v J (182)

onde V calcula o valor maximo pixel a pixel entre duas imagens.

Note que a erosdo geodésica ¢ a dual da dilatacio geodésica— ie. ((I°@® E) A JO)° =
(I & E)V J. No caso bindrio, A e V podem ser substituidos por N (interseccdo) e U (unido)
entre conjuntos.

1.2 Reconstrucao por dilatagcao e por erosao

A reconstrugao por dilatagdo (ou reconstrugao inferior) de J (méscara) a partir de I (marca-
dora) ¢ uma imagem R= (Dr, R), I < R < J, obtida por sucessivas dilatacoes geodésicas de
I restritas & J até idempoteéencia.

A reconstrugdo por erosao (ou reconstrugao superior) de J (méscara) a partir de I (marca-
dora) é uma imagem R= (D1, R), I > R > J, obtida por sucessivas erosoes geodésicas de [
restritas & J até idempoténcia.

2 Operador conexo

Considere o relevo que representa uma imagem cinza J. Um plato (flat zone) neste relevo é um
componente conexo maximal, onde todos os pixels possuem o mesmo valor (mesma altitude).
Um operador 9 é dito conexo se e somente se qualquer par de pixels pertencentes a um dado
plato em J também pertencem a um mesmo plato em 1/J(j ). A principal vantagem é que a
operacao conexa nao cria falsas bordas, como a filtragem linear, apenas elimina bordas entre
platos.



Outra forma de visualizar uma operacao conexa ¢ através da decomposicao por limiar.
A decomposicao de uma imagem J por limiar forma um conjunto 7; de imagens bindrias
J, = (Dy,J;), 1 =0,1,... maxyyep,{J(p)}, onde Ji(p) = 1 se J(p) > I, e 0 no caso contrario.
Operadores conexos apenas eliminam ou unem componentes conexos deste conjunto.

Um platd é dito minimo regional (maximo regional) se a intensidade dos pixels nos platos
vizinhos for estritamente maior (menor) que a intensidade no plato.

2.1 Reconstrugcao como uma operacao conexa

Considere a decomposigao por limiar 7y de J e 0s maximos regionais de uma imagem marca-
dora I < J. Esses méaximos caem em alguns componentes conexos com valor 1 em 7';. Imagine
a operacao conexa que seleciona como foreground todos componentes-1 de T); que contém um
maximo regional em Ie pertencem a um nivel [ menor ou igual ao valor deste maximo, atri-
buindo 0 aos demais e gerando uma nova decomposigao Tg. Note que, a imagem reconstruida
Réa reconstrugao inferior de J a partir de I.

Agora considere a decomposi¢ao por limiar 7'y de J e os minimos regionais de uma imagem
marcadora [ > J. Esses minimos caem em alguns componentes conexos com valor 0 em 7.
Imagine a operacao conexa que seleciona como background todos componentes-0 de T'; que
contém um minimo regional em I e pertencem a um nivel [ estritamente maior que o valor
deste minimo, atribuindo 1 aos demais e gerando uma nova decomposicao Tr. Note que, a
imagem reconstruida Réa reconstrucao superior de J a partir de I.

Genericamente, a selecao de componentes pode ser feita pela marcagao de pixels com certa
altitude. Todos componentes nao selecionados mudam de categoria de foreground para back-
ground, ou vice-versa. Outro exemplo é a selecao por area. Imagine que sao selecionados os
componentes-1 de Ty com valor de area maior ou igual a um dado limiar. Esta operacao conexa
é denominada abertura por drea (area opening). Sua operagao dual é o fechamento por area
(area closing), que seleciona os componentes-0 de T'; com valor de drea estritamente maior que
um dado limiar.

3 Filtragem por reconstrucao

Operagoes de abertura e fechamento suavizam a imagem, mas borram as bordas. Uma forma de
corrigir esta distorcao é calculando a reconstrucao morfoldgica. As secoes seguintes apresentam
alguns filtros por reconstrucao e seus residuos.

3.1 Abertura e fechamento

0)

A abertura por reconstrucao de Jéa reconstrucao inferior de J a partir de {2 j
Je Os

fechamento por reconstrucao de J é a reconstrucao superior de J a partir de I =
residuos dessas operacoes sao denominados top-hats por reconstrugao.

E.
E.



3.2 H-domes e H-basins

A imagem residuo da reconstrucio inferior de J a partir de I = J — H, onde H é um niimero
inteiro positivo, é formada por domos denominados H-domes. Observe que para H = 1, os
domos sao 0s maximos regionais de J. A imagem residuo da reconstrucao superior de J a
partir de I=J+H , onde H é um numero inteiro positivo, marca as bacias denominadas
H-basins. Observe que para H = 1, a imagem residuo é formada pelos minimos regionais de

J.

3.3 Fechamento de bacias e abertura de domos

~

Considere uma imagem J com regioes escuras (bamas) em um fundo claro. Essas regioes
podem ser eliminadas com a reconstrugao superior de J a partir de I onde I(p) = J(p) se p
estiver na borda da imagem Joul (p) = o0, no caso contréario. Esta operacao é denominada
fechamento de bacias (ou “buracos”— closing of holes). As bacias sao detectadas calculando-
se o residuo desta operacao. A operacao dual, que usa reconstrucao inferior, é a abertura de
domos (removal of domes).

3.4 Leveling

Todas operacoes acima envolveram um pré-processamento anti-extensivo ou extensivo para
gerar I. Em vérias situagoes, porém, desejamos reconstruir uma imagem J a partir de uma
imagem I, onde I nao é nem mMenor nem maior que J. Um exemplo é quando I é obtida por
filtragem seqiiéncial alternada de J. Neste caso, a operacao leveling (nivelamento) pode ser
aplicada seguindo as instrugoes abaixo.

1. Caleula I' = (I & E) A J;
2. Encontra a reconstrucao inferior R; de J a partir de I
3. Calcula J' = (JS E) V R;;

4. Encontra a reconstrugao superior R, (nivelamento) de R; a partir de J'.

4 Exercicios

A implementagao eficiente de todos operadores conexos acima serd vista com a transformada
imagem-floresta.

Aplique os conceitos acima em exemplos numéricos com imagens pequenas (ou sinais) que
vocé mesmo vai criar. Visualize os resultados na forma grafica no caso de sinais. Verifique a
dualidade das operacoes.



1 Transformada Imagem-Floresta

Na aula de Introdugao a Topologia Digital (aula 4) vimos que uma relagao de adjacéncia A
entre pixels define um grafo na imagem, onde os pixels sdo os nés, (p,q) € A é uma aresta
entre pixels adjacentes e um pixel ¢ é conexo a um pixel p se existir um caminho de p a ¢
composto de pixels adjacentes no grafo. A Transformada Imagem-Floresta (IFT de Image
Foresting Transform) explora esta representagao para reduzir problemas de processamento de
imagens baseados em conectividade em um problema de floresta de caminhos de custo minimo
(caminhos 6timos).

O custo de um caminho é calculado por uma funcao dependente da aplicacao e com base
em propriedades locais da imagem— tais como brilho, gradiente, e posicao de pixel ao longo
do caminho. Para uma funcao de custo adequada, relacao de adjacéncia irreflexiva e um dado
conjunto de pixels sementes, a IFT associa a cada pixel da imagem um caminho de custo
minimo, particionando a imagem em uma floresta de caminhos 6timos onde cada arvore tem
como raiz um pixel semente e como nods os pixels da imagem mais “conexos” com a raiz do
que com qualquer outra semente, em algum sentido apropriado. A IFT gera como resultado
uma imagem anotada, onde cada pixel tem associado o predecessor no caminho 6timo, o custo
deste caminho e o pixel raiz (ou algum rétulo associado a raiz).

Exemplos de problemas redutiveis a uma IFT sao segmentacao por transformada de wa-
tershed, segmentacao baseada em conectividade fuzzy, filtragem e segmentacao por recons-
trucao morfolédgica, segmentacao por crescimento de regioes, segmentacao por perseguicao de
borda, calculo de caminhos geodésicos, transformadas de distancia, representacao por esque-
letos multiescala, estimacao de pontos de saliéncia em curvas, e cdlculo da dimensao fractal
multiescala de uma curva.

Observe que alguns casos nao sao facilmente relacionados com um problema de particao da
imagem (e.g. reconstrucao morfoldgica, perseguicao de bordas, pontos de saliéncia). Porém,
na maioria dos casos, a solugao é obtida pela simples escolha de parametros da IFT seguida
de um processamento local da imagem anotada, em tempo proporcional ao nimero de pixels.
Este resultado é obtido com uma extensao do algoritmo de Dijkstra para multiplas fontes e
funcao de custo de caminho mais geral.

1.1 Exemplo simples

Suponha, por exemplo, a segmentacao de um objeto em uma imagem 2D em tons de cinza, onde
um pixel semente o é selecionado no interior do objeto e outro pixel semente o’ é selecionado
fora. Supondo que o objeto tem distribuicao homogénea de brilho diferente do exterior, a
funcao de custo de caminho pode ser o valor maximo das diferencas absolutas entre os valores
dos pixels adjacentes ao longo do caminho. Podemos definir o valor de conectividade de um
pixel p com relagao ao objeto como o custo do caminho 6timo de o a p e com relagao ao
fundo como o custo do caminho 6timo de o' a p. Um pixel da imagem serd classificado como
pertencente ao objeto se sua conectividade com o objeto for maior do que sua conectividade
com o fundo. Se a segmentacgao funcionar, a arvore de caminhos 6timos com raiz o representard
o objeto desejado.



1.2 Funcoes de custo de caminho

Cada problema requer a escolha de uma funcao f, a qual associa um custo, que provéem de
um conjunto V' ordenado de valores com valor maximo denotado por +o0o, para cada caminho.
Para garantir uma floresta de caminhos 6timos, esta funcao deve ser suave. Isto é, para todo
pixel ¢ € Dy, onde Dy é o conjunto dos pixels de uma imagem I , deve existir um caminho
otimo 7 terminando em ¢ que deve satisfazer as condigoes estabelecidas em artigo submetido
recentemente para a IEEE TPAMI

(http://www.math.wvu.edu/ kcies/SubmittedPapers/SS17DijkstraCharacterization.pdf).

O exemplo mais comum ¢é a func¢ao de custo aditiva, a qual satisfaz

fsum((@)) = h(q),
fsum(ﬂ—' <pa Q>) fsum(ﬂ)+w(pa Q)a (183)

onde (p,q) € A, m é qualquer caminho terminando em p, h(q) é um custo inicial (handicap
cost) fixo para qualquer caminho iniciando em ¢, e w(p, ¢) é um peso ndo negativo associado
ao arco (p, q).

Um outro exemplo é a funcao de custo fiax, a qual satisfaz

fmax({@)) = h(q),
fmax (7 (P, @) = max{ fuax (), w(p, q)}, (184)

onde h(q) e w(p, q) sado fixos mas arbitrarios.
De uma forma geral, os exemplos acima pertencem a classe de funcoes monotonicas-incrementais

(MI), as quais satisfazem

fa) = hig),
flim-(p,q) = f(m)©(pq), (185)

onde h(q) é arbitrario e ® : V x A — V é uma operagao bindria que satisfaz as condigoes
M1) 2’ 2z = 2" ©(p.q) 22 (p,9),
(M2) 20 (p,q) =z,

para quaisquer x,z’ € V' e qualquer (p,q) € A, onde ® depende apenas do custo de 7 e nao
de qualquer outra propriedade de .

Alguns operadores requerem fungoes mais gerais que as funcées MI. Este é o caso da funcao
feue usada em problemas que envolvem a transformada de distancia Euclideana, a qual satisfaz

feue(m - (p,q)) = d*(org(m),q), (186)

onde d ¢ a distancia Euclideana entre dois pixels, org(m) ¢é o pixel inicial do caminho 7. A
suavidade de f.,., porém, vai depender da relacao de adjacéncia A adotada.



1.3 Pixels sementes

O conjunto S C D; de pixels sementes restringe a busca por caminhos 6timos que iniciam em
S. Isto equivale a modificar a funcao f de custo para f°, a qual satisfaz

) = { f(m), seorg(r) €S, } (187)

+00, no caso contrario.

No caso particular de fungoes MI, isto também é equivalente a definir h(q) = +oo para pixels
q ¢ S. Note que se f for MI, entdao f° serd MI e portanto suave. Infelizmente, isto nao é
necessariamente verdade se f for suave, mas nio for MI. Por exemplo, f5 . com A igual a
vizinhanga-4 é suave para |S| < 2, mas nao é suave para |S| > 3.

Observe que todas as raizes da IFT sao pixels sementes, mas nem todas sementes se trans-
formam em raizes da IF'T, pois o custo de um caminho trivial (¢), onde ¢ € S, pode ser maior
que o custo de um outro caminho iniciado em S com término em q.

1.4 Imagem anotada

Um mapa P de predecessores é uma funcao que associa a cada pixel ¢ € D; ou outro pixel
p € Dy, (p,q) € A, ou uma marca nil ¢ D;. No segundo caso, g é dito ser uma raiz do mapa.
Uma floresta espalhada é um mapa de predecessores que nao contém ciclos— i.e., aquele que
leva todo pixel para nil em um numero finito de iteracoes. Para qualquer pixel ¢ € Dy, a
floresta P define um caminho P*(q) recursivamente como (q), se P(q) = nil, e P*(p)- (p,q) se
P(q) = p # nil.

A TFT calcula essencialmente uma floresta P de caminhos 6timos— i.e. uma floresta espa-
lhada onde P*(q) tem custo minimo para todo ¢ € D;. Para fins de eficiéncia, a IFT também
gera um mapa de custos C' e um mapa de raizes L, onde C(q) é o custo do caminho 6timo até
q e L(q) é o pixel inicial deste caminho (ou algum rétulo associado a ele).

2 Exercicios

1. Mostre que toda fungao MI é suave.

S

euc

2. Mostre que com vizinhanga-4 é suave para |S| < 2.

3. Mostre que f.,. nao é MI.



1 Algoritmos e estruturas de dados para a IFT

O algoritmo geral da [F'T ¢ essencialmente o Algoritmo de Dijkstra estendido para multiplas
fontes e fungoes de custo de caminho suaves. Note que podem existir varias florestas P de
caminhos de custo minimo que satisfazem um dado problema, apenas o mapa C' de custos
otimos é unico. Esta ambigiliidade é parcialmente resolvida quando decidimos pelo caminho
de menor custo que encontra um dado pixel primeiro. O algoritmo resultante é apresentado
abaixo.

Algoritmo geral da IFT:

Entrada: Imagem I= (Dy, I), relagao de adjacéncia A, e fungao f de custo de caminho suave.
Saida: Imagens C' = (Dy, C) de custo, P= (Dy, P) de predecessores, e L= (Dy, L) de raizes.
Auxiliares: Fila ) de prioridade e variavel c.

1. Para todo pixel p € Dy faca
2. Clp) < f((p), P(p) < mil, e L(p) < p.
3. Se C'(p) < +o0, insira p em Q.

4. Enquanto Q # 0 faca

5. Remova um pixel p de @ cujo custo C'(p) é minimo.
6. Para todo ¢ € A(p), tal que C'(q) > C(p), faga
7. ¢ f(P*(p) - (p, )
8. Se ¢ < C(q) faga
9. Se C(q) # 400, remova ¢ de Q.
10. C(q) < ¢, P(q) < p, L(q) < L(p), e insira ¢ em Q.

Aplicando a regra de desempate acima, inclusive para pixels distintos que sao encontrados
por caminhos 6timos de mesmo custo, aquele que entrou na fila () primeiro é o primeiro a
sair. Neste caso dizemos que a fila @) segue a politica First-In-First-Out (FIFO) de desem-
pate. Outra forma de resolver parcialmente o problema de ambigiiidade das florestas 6timas
é implementar a fila Q com politica Last-In-First-Out (LIFO) de desempate. Este variante é
apresentado abaixo.

Algoritmo da IFT com politica de desempate LIFO:

Entrada: Imagem [ = (Dyp, I), relagao de adjacéncia A, e fungao f de custo de caminho suave.
Saida: Imagens C' = (Dy, C) de custo, P = (D, P) de predecessores, e L = (Dy, L) de raizes.
Auxiliares: Fila @ de prioridade e variavel c.

1. Para todo pixel p € D; faca



2. C(p) < f((p)), P(p) < nil, L(p) < p, e insira p em Q.

w

. Enquanto Q # 0 faca
4. Remova um pixel p de @ cujo custo C'(p) é minimo.

5. Para todo g € A(p), tal que ¢ € @, faca

6. ¢ f(P*(p)- (p, )
7. Se ¢ < C(q) entao
8. Remova ¢q de @, faca C(q) < ¢, P(q) < p, e L(q) < L(p), e insira g em Q.

A principal diferenca entre este ultimo algoritmo e o anterior estd na linha 8, onde P(q) e
L(q) devem ser atualizados, e ¢ deve ser removido e reinserido em ), mesmo quando c¢ é
igual a C'(q). Com a politica FIFO, qualquer conjunto conexo de pixels que poderiam ser
encontrados por duas ou mais raizes por caminhos 6timos de mesmo custo serao particionados
entre as respectivas arvores. No caso da poitica LIFO, esses pixels sao associados a uma mesma
arvore. A politica LIFO é 1til em algumas situagoes, como no célculo do nimero de minimos
regionais de uma imagem, mas a politica FIFO satisfaz melhor as expectativas do usuario com
relagdo a particdo da imagem (e.g. na segmentagao). Infelizmente, ambas néo resolvem por
completo o problema de ambigiiidade das florestas étimas e regras extras de desempate devem
ser implementadas em (), ou podemos ainda definir f como uma funcao de custo lexicografica.

1.1 Alguns variantes

Diversos variantes desses algoritmos podem ser adotados visando uma maior eficiéncia para
determinadas operacoes de imagem. Os casos mais simples sao a propagacao simultanea de
rotulos, a saturacao da fungao de custo, e a busca por caminhos especificos.

No caso de funcdes suaves f° restritas a um conjunto S de pixels sementes, onde cada
semente p possui um rétulo A(p), podemos usar L(p) < A(p) na linha 2 em ambos algoritmos
e eles propagarao um mapa L de rétulos em vez de raizes. Este variante é muito comum
em segmentacao de imagens, quando desejamos atribuir um rétulo distinto para cada objeto
(incluindo o fundo).

No caso de estarmos interessados em podar as arvores ficando com os nés de custo menor
ou igual a um dado limiar, podemos evitar o calculo da floresta completa fazendo com que a
funcao f retorne 400 na linha 7 do algoritmo geral. Este variante pode ser 1til, por exemplo,
em métodos de segmentacao de imagens por crescimento de regioes e no calculo de caminhos
geodésicos.

Quando desejamos encontrar um caminho 6timo que chega a um dado pixel (ou a um
conjunto de pixels), podemos parar o célculo quando este pixel (ou o primeiro pixel do conjunto)
sai da fila na linha 5 do algoritmo geral. Este variante ¢ titil no célculo de caminhos geodésicos
entre conjuntos de pixels e em algoritmos de perseguicao de borda.



1.2 Fila de prioridade

A implementacao mais facil para a fila () usa um heap binario. Neste caso os algoritmos acima
terao complexidade O(m + nlogn), onde n = |D;| é o nimero de nds (pixels) e m = |A| o
nimero de arcos.

Na maioria das aplicacoes, porém, podemos usar fungoes de custo de caminho com incre-
mentos de custo inteiros e limitados a uma constante K ao longo do caminho. Isto permite
a utilizacao da fila circular de Dial com K + 1 posigoes. Cada posicao ¢, ¢ = 0,1,..., K,
deve armazenar uma lista duplamente ligada de todos os pixels p com custo i = C(p)%K.
Como sabemos o tamanho méximo |D;| do grafo, essas listas podem ser implementadas em
uma tnica matriz A de ponteiros A.next(p) e A.prev(p) com |D;| elementos. Neste caso, os
algoritmos da IFT terao complexidade O(m+nkK). Se a adjacéncia A definir um grafo esparso
m < n, a IFT levard tempo proporcional ao nimero n = |Dy| de pixels.

Note que a cada instante existe um valor minimo C\,;, e um valor maximo Cp,., de custo
para os pixels armazenados em (). A diferenca Ch.x — Cuin < K deve ser mantida para
garantir a corretude da fila. Em algumas aplicacoes sabemos que os incrementos sao inteiros
e limitados, mas nao conhecemos o valor de K. Neste caso, a fila circular inicia com um dado
tamanho K, mas antes de inserir um novo pixel devemos verificar a necessidade de realocar
ou nao mais elementos para a fila.

O codigo em C com os algoritmos da IFT, FIFO e LIFO, a implementacao da fila @)
com realocagao dinamica, e alguns exemplos de operadores de imagem estao disponiveis em
www.ic.unicamp.br/afalcao/ift.html.

2 Exercicios

1. Implemente a IFT-FIFO com um heap binario e teste seu algoritmo com algumas funcoes
de custo de caminho suaves.

2. Calcule o maior incremento K para a fungao de custo de caminho fe..(7 - (p,q)) =
d*(org(m),q), onde d é a distancia Euclideana e org(r) é o pixel inicial do caminho .



1 Algumas aplicacoes da IFT

Diversos operadores de imagem podem ser reduzidos a simples escolha de parametros da IFT e
uma operacao local sobre a imagem anotada. Neste curso vamos abordar apenas os operadores
relacionados com filtragem e segmentacao de imagens: minimos regionais, transformada de
watershed, reconstrugao morfolégica, e perseguicao de bordas.

1.1 Minimos regionais

Os minimos regionais de uma imagem I = (Dy, I) podem ser calculados diretamente do mapa
L de raizes, com a funcao f;,; descrita abaixo.

fini({@)) = 1(q),para todo q € Dy,
Foi(m - (p,q)) = { fini(m), se I(p) < I(q),

+00, no caso contrario.

(188)

Os minimos regionais podem ser usados como sementes da IFT em algumas tarefas de seg-
mentacao. Com a politica de desempate FIFO, um pixel serd raiz da IF'T se e somente se ele
pertencer a um minimo regional. Portanto, uma imagem bindria dos minimos regionais pode
ser gerada associando 1 a pixels raizes e 0 aos demais. Com a politica LIFO, vamos obter
exatamente um pixel por minimo regional. Neste caso, temos uma contagem direta do niimero
de minimos e a extensao desses minimos na imagem é obtida podando as arvores com raiz r
para escolher os pixels p com I(p) = I(r).

1.2 Transformada de watershed

Considere uma imagem I = (D, ) onde I(p) é a altitude dos pixels. A transformada clssica
de watershed simula a inundacao desta superficie por fontes de agua colocadas uma em cada
minimo regional; e uma barreira (linhas de watershed) sendo erguida toda vez que dguas
provenientes de fontes distintas se encontram, impedindo assim que elas se misturem. Essas
linhas podem ser obtidas direto do mapa L de raizes (bacias), usando a fungao fpeq (caso
particular de fiax) com h(q) = I(q) + 1 para todo pixel ¢ € Dy e w(p,q) = I(q).

fpeak’(<Q>) = h(Q),
fpeak(ﬂ' : <p7 Q>) = maX{fpeak(W>7 I(Q)} (189)

Para obter linhas de watershed com espessura méaxima de 2 pixels, classificamos como per-
tencentes a linha todos os pixels p com raiz L(p) # L(q) para algum ¢ vizinho-4 de p. Se
atribuirmos um nuimero inteiro distinto para cada minimo, podemos obter linhas com espes-
sura de 1 pixel, basta classificarmos como linha todos os pixels p com raiz L(p) < L(q) para
algum ¢ vizinho-4 de p.

Com a politica FIFO, todas as raizes da floresta serao minimos regionais de I, e obteremos
um pixel por minimo regional de I com a politica LIFO. Note que a particdo L reflete as zonas
de influéncia desses minimos. Se desejarmos uma divisao o mais igualitaria quanto possivel



de platos do mapa C' de custo alcancados por mais que um minimo regional, entao a politica
FIFO é a melhor opcao. Este normalmente é o caso em segmentacao por transformada de
watershed como veremos mais adiante neste curso. Por outro lado, a posicao da barreira no
plato fica melhor definida com a politica LIFO, que atribuird o platé inteiro para o ultimo
minimo a alcangé-lo.

Como o nimero de minimos regionais é normalmente muito elevado, o mapa de raizes fica
supersegmentado. Uma forma de resolver a supersegmentacao ¢ o uso de um conjunto S de
marcadores (sementes) em um nimero bem menor que o de minimos, de maneira que as raizes
da floresta serao esses marcadores. Neste caso, a transformada de watershed com imposi¢ao
de marcadores é obtida com fungao fpear para h(q) < I(q), se ¢ € S, e h(q) = +0o0 no caso
contrario. Observe que apenas na politica FIFO, podemos ter imposicao de marcadores com
h(q) < I(q),se q € S, e h(q) = 400 no caso contrério.

1.3 Reconstrucao morfologica

Observe que o mapa C' de custos da transformada cléssica de watershed equivale ao resultado
da reconstrucao superior de Ia partir de uma imagem marcadora h = (Dy, h). Na verdade,
este resultado ¢ estendido para qualquer imagem marcadora h > I (i.e. h(q) > I(q) para
todo g € Dy), inclusive com pixels sementes (i.e. h(q) > I(q) para ¢ € S e h(q) = +00 no
caso contrario). No ultimo caso, porém,nao existe imposicao de marcadores. Isto é, algumas
sementes podem ser dominadas por outras e nao resultarem em raizes da floresta. O mapa
de raizes também equivale as bacias da transformada de watershed da imagem de custos
C= (Dy, C) com fontes colocadas nas raizes da floresta. Este é um resultado importante que
relaciona transformada de watershed com reconstrucao morfolégica.

Um variante interessante é a reconstrucao superior local, a qual inunda uma ou mais bacias

selecionadas por um conjunto S de pixels sementes com func¢ao fi.e., com h(q) > I(q).

firec({@)) = h(q), se ¢ € S, e +00 no caso contrario,
. flrec(ﬂ-)v s5€ flrec(ﬂ-) > I(Q)v
Jreelm - (P @) = { +00, no caso contrario. (190)

Note que a reconstrucao so6 ¢ aplicada nas bacias selecionadas. O restante dos pixels em C'
ficam com custo infinito. Se o objetivo for rotular apenas as bacias selecionadas, o resultado é
obtido diretamente de L, mas se o objetivo for gerar uma imagem com menos bacias do que a
original, entdo podemos gerar uma imagem .J = (Dy,J), onde J(p) = I(p), se C(p) = +o0, e
J(p) = C(p), no caso contrério. Esta ultima operacao é usada, por exemplo, para implementar
o fechamento por area (area closing).

1.4 Perseguicao de bordas

Considere o problema de perseguir a borda de um objeto em uma imagem I = (Dy,I) de
uma marca inicial M; a uma marca final My, onde essas marcas sao conjuntos de pixels que
cruzam a borda. Na literatura de processamento de imagens, as abordagens para resolver este



problema usam busca heuristica em grafos e programacao dinamica. A solucao via IFT adota
como conjunto de sementes S = M;, vizinhanga-4 (ou 8) e uma fungado de custo de caminho
fetrack (caso particular de fg,,,) dada abaixo.

B 0, seqé€ S,
Jetrack((a)) = { +00, no caso contrario. (191)
fctrack('/r : <p, Q>) = fctrack:(ﬂ) + (K - maX{G(p, Q) : 77(]97 Q)> O})> (192)

onde G(p, q) é um vetor gradiente estimado no ponto médio do arco (p, q); n(p, q) é o arco (p, q)
rotacionado de 90 graus no sentido anti-horario; e K é um limite superior para |G(p, q)-n(p, q)|.
Observe que esta formulacao leva em conta uma orientacao para a borda, assumindo que o
objeto é mais escuro dentro do que fora, por exemplo. Isto evita bordas com propriedades
similares, mas orientacao oposta.

A solucao ¢é o caminho 6timo P*(g), onde ¢ é o primeiro pixel de My a sair da fila () e sua
origem org(P*(q)) € M;. Podemos entdo usar o variante de busca por caminhos especificos
para tornar o algoritmo mais eficiente.

2 Exercicios

1. As operacoes morfolégicas acima usam essencialmente o conceito de erosao geodésica.
Descreva as fungoes de custo de caminho para implementar o dual dessas operagoes.

2. Mostre alguns exemplos, usando a representacao 1D do relevo de uma imagem, dos
resultados das operagoes morfoldgicas acima.

3. Descreva um método de segmentacgao baseado no operador de perseguicao de bordas.
4. Descreva um método de segmentacao baseado na transformada de watershed.

5. Implemente uma biblioteca de fungdes com filtros morfoldgicos e transformadas de wa-
tershed usando os conceitos vistos nas tltimas aulas e o cdédigo da IFT genérica disponivel
em www.ic.unicamp.br/afalcao/ift.html.



1 Introducao a segmentacao de imagens

Segmentar uma imagem consiste em particiona-la em regides de pixels relevantes para uma
dada aplicagao (i.e. objetos e fundo). A segmentacao é uma das principais etapas na maioria
das aplicagoes e representa um dos maiores desafios em processamento de imagens. A principal
razao desta dificuldade esta na falta de informacao sobre os objetos nas imagens.

A segmentacao consiste de duas tarefas basicas: identificacao e delineamento. A identi-
ficacao indica a localizacao aproximada do objeto e o delineamento extrai sua extensao na
imagem. Seres humanos executam a primeira tarefa com relativa facilidade, mas o compu-
tador é capaz de executar a segunda com muito mais precisao do que os seres humanos. A
dificuldade da maquina na identificagao de objetos se deve a falta de uma descrigao global dos
objetos na forma de um modelo matematico, pois as decisoes automaticas usam normalmente
propriedades locais extraidas em torno dos pixels. Por exemplo, sabendo que o objeto de in-
teresse tem a forma triangular, como incorporar esta informacao no modelo de segmentacao
para que o algoritmo procure por objetos triangulares?

Métodos de segmentagao podem ser classificados pelo tipo de representacao que extraem,
como baseados em borda ou em regiao. Métodos baseados em borda procuram extrair con-
tornos fechados, onde um contorno fechado é um caminho de pixels 4- ou 8-adjacentes que
separa o interior do exterior do objeto. Isto é, todo caminho 4-conexo vindo de dentro para
fora, ou vice-versa, deve cruzar a borda em um pixel. Se o caminho for 8-conexo, entao deve
cruzar a borda em pelo menos um vértice de pixel. Algumas abordagens também definem
orientacao para o contorno. Isto é, se caminharmos ao longo da borda teremos sempre um dos
lados (direito ou esquerdo) no interior e o outro no exterior do objeto. Métodos baseados em
regiao extraem o conjunto de pixels que representa o interior do objeto, incluindo os pixels de
fronteira. Algumas abordagens classificadas como hibridas utilizam estratégias baseadas em
bordas e em regiao simultaneamente, independente da representagao final.

A segmentacao de uma imagem I = (Dy, I) baseada em regiao pode ser vista como um
mapeamento que associa para todo pixel p € Dy um inteiro L(p), denominado rétulo, cujo
valor é diferente para cada objeto (incluindo o fundo). Neste caso, a segmentagao é dita
hard porque cada pixel p s6 pertence a um tunico objeto. Algumas abordagens estendem este
conceito para fuzzy, onde cada pixel p pertence a todos os objetos com diferentes graus de
pertinéncia. Por exemplo, calcula-se um grau de pertinéncia 0 < M(p,0) < 1 do pixel p com
o objeto o, tal que Y% _, M(p,o) = 1 onde k é o niimero de objetos. Observe que também
podemos entender uma borda de objeto como um conjunto de pixels em torno de uma fronteira
e aplicarmos a abordagem fuzzy.

Métodos de segmentacao também podem ser classificados como interativos ou automaticos.
Métodos automaticos evitam a intervencao do usudrio, mas nem sempre garantem o resultado
desejado. Métodos interativos variam de técnicas manuais, onde o usudrio pinta as regioes
ou delineia as bordas dos objetos, a métodos que procuram minimizar o envolvimento e o
tempo total do usudrio na segmentacao. Em abordagens interativas, uma sugestao é atribuir
ao usuario a tarefa de identificacdo e ao computador a tarefa de delineamento.



1.1 Técnicas baseadas em regiao

A forma mais simples de particionar uma imagem ¢ dividi-la em duas regioes, objeto e fundo,
aplicando uma classificagao pixel a pixel. Esta classificacao pode ser baseada em uma tnica
caracteristica (e.g. o brilho) ou em um conjunto de caracteristicas (e.g. brilho, gradiente,
matiz) dos pixels. A classificacao também se aplica a multiplas regioes (objetos) que formam
aglomerados (clusters) no espaco de caracteristicas. Exemplos dessas técnicas sao limiarizagao
(thresholding), classificagao estatistica, redes neurais, e clustering. Entre essas, limiarizagao e
clustering sao as mais usadas para classificacao de pixels.

A limiarizacao estabelece, por exemplo, um intervalo disjunto de brilho para cada regiao,
e classifica o pixel cujo brilho estd em um dado intervalo como pertencente a regiao corres-
pondente. Sua extensao para multiplas caracteristicas, onde os intervalos se transformam em
hipercubos, recebe o nome de método do paralelepipedo. Técnicas de clustering podem ser
divididas entre particionais (e.g. algoritmo k-means) e hierarquicas (e.g. algoritmo single-
linkage), sendo as hierdrquicas divididas entre aglomerativas e divisivas. Técnicas particionais
dividem o espago de caracteristicas em um nimero k de regioes satisfazendo um dado critério
de dissimilaridade entre elas, enquanto os métodos hierarquicos tratam simultaneamente todos
as possiveis particoes. Métodos aglomerativos partem da particao onde cada pixel forma uma
regiao para o caso onde todos os pixels formam a mesma regiao, e os métodos divisivos fazem
o caminho inverso.

Um aspecto importante na segmentacao de imagens ¢ a conexidade entre pixels que perten-
cem a um mesmo componente. As técnicas mencionadas acima nao exploram a conexidade,
exceto alguns algoritmos de clustering que podem ser aplicados na imagem usando a relacao de
adjacéncia em vez de serem aplicados no espaco de caracteristicas. A conexidade é explorada
em técnicas de crescimento de regioes e técnicas que usam divisao e conquista de regioes cone-
xas. O crescimento de regides usa um conjunto de pixels sementes e um critério de parada. Em
algumas abordagens, as regioes crescem a partir de sementes marcadas em um tnico objeto
até atingirem o critério de parada (e.g. pare de crescer a regiao R se I(q) < T ou I(q) > Ty,
para T} < Ty, q € A(p), e p € R), idealmente na fronteira do objeto com o fundo. Outras abor-
dagens usam sementes em vérios objetos (incluindo o fundo) e o critério de parada passa a ser
definido pelo choque entre as regides. Técnicas de divisao e conquista iniciam com a imagem
representando uma unica regiao R com um predicado P(R) (e.g. 80% dos pixels possuem o
mesmo brilho) associado, e aplicam divisdes e unides sucessivas. Uma divisao de R em regioes
menores ¢ a plicada sempre que P(R) for falso. Uma unido de duas regides vizinhas é aplicada
sempre que o predicado da regiao resultante for verdadeiro. O processo simplifica a imagem a
medida que obtém regioes com predicado verdadeiro e para quando nenhuma divisao e uniao
forem mais possiveis. Ao final aplica-se uma limiarizacao para completar a segmentacao.

1.2 Técnicas baseadas em borda

A abordagem mais simples é por classificagao de pixels. Aplica-se um filtro de suavizacao,
seguido de um realce de bordas (e.g. magnitude de gradiente, Laplaciano) e depois uma classi-
ficacdo bindria (borda/fundo) para decidir quais pixels pertencem a borda de um objeto. Esta



abordagem deixa “buracos” na borda. Critérios locais e globais sao aplicados para unir pixels
que pertencem a uma mesma borda (técnicas de edge linking). Critérios locais buscam por
segmentos préximos a cada segmento que possam pertencer a mesma borda (e.g. limiarizacao
por histeresis) e os critérios globais assumem que segmentos de uma mesma borda satisfazem
uma dada equagao (e.g. Transformada de Hough).

Uma outra forma de abordar o problema é evitar a binarizacao da imagem de bordas
realcadas, transformar a imagem em um grafo, e aplicar um algoritmo de busca por caminhos
otimos no grafo, onde cada caminho é um segmento de borda. Técnicas baseadas em busca
heuristica usando o algoritmo A* e programacao dinamica sao as mais populares. Essas técnicas
costumavam impor restrigoes topoldgicas e geométricas para a borda e nao consideravam todos
os arcos de modo que nem sempre guarantiam uma solugao. Como veremos mais adiante, a
IFT generaliza essas técnicas eliminando esses problemas.

Um aspecto negativo nas abordagens acima é a falta de informacao global sobre o objeto
no modelo de segmentacao. Métodos baseados em contornos deformaveis procuram resolver
o problema no framework de Equagoes Parciais e Diferenciais (PDE). A idéia é partir de um
contorno inicial que deforma-se para minimizar um funcional de energia, o qual deve ser minimo
quando o contorno adere a borda do objeto. Na maioria das técnicas, porém, a informagao
relevante para extrair o objeto nao é incorporada no funcional de energia e o método falha na
segmentacao. Por exemplo, o funcional assume que o contorno é suave quando existem pontos
de alta curvatura. Como resultado o contorno nao adere as identacoes e protusoes da borda.

1.3 Técnicas Hibridas

Existem varias formas de combinar técnicas baseadas em regiao com técnicas baseadas em
borda. Uma idéia interessante é modelar a fronteira das regides em abordagens de crescimento
de regioes como um contorno deformavel, fazendo com que o funcional de energia influencie no
crescimento das regioes. O crescimento de regioes também poderia ser aplicado para inicializar
o contorno deformavel proximo a borda desejada, ou podemos ainda aplicar dois contornos
deformaveis de dentro para fora e de fora para dentro do objeto como sementes iniciais para o
crescimento de regioes.



1 Segmentacao por limiarizacao

Analisando o histograma de uma imagem cinza I = (Dy, I) percebemos que muitas vezes
os objetos de interesse sao representados por elevagoes separdveis por intervalos [l;, h;], i =
1,2,...,k, de cinza disjuntos. Nessas situagoes, a segmentacao por limiarizacao gera uma
imagem L = (Dy, L), onde L(p) =i se I; < I(p) < h;.

A tnica caracteristica usada na limiarizacao é o brilho dos pixels. Multiplas caracteristicas
sao usadas quando os intervalos de brilho nao sao disjuntos. A extensao desta abordagem
para n > 1 caracteristicas— denominada método do paralelepipedo— requer a andlise de um
histograma n-dimensional, onde os objetos devem ser separaveis por hipercubos com n arestas
e uma aresta de hipercubo ¢ definida por um intervalo no eixo da caracteristica correspondente.

O problema fica ainda mais complicado se a superficie de separacgao tiver forma mais com-
plexa que a de um hipercubo. Técnicas de classificacao estatistica sao aplicadas nessas si-
tuagoes, onde cada elevagao no histograma é interpretada como uma aproximacao da densi-
dade de probabilidade do vetor de caracteristicas no objeto correspondente. Outra alternativa
seria aplicar uma transformada dual de watershed no espago R" para separar as elevagoes.
Observe que tanto a classificagao estatistica quanto a transformada de watershed requerem
que o aumento no nimero de caracteristicas seja acompanhado de um aumento consideravel
no numero de amostras que contribuem para o histograma n-dimensional. Porém, o niimero
de amostras (pixels da imagem) é fixo. Por outro lado, essas amostras no espago R" de carac-
teristicas formam aglomerados (clusters) e os objetos podem ser identificados pela separacao
desses aglomerados usando técnicas de clustering.

Para simplificar, vamos considerar nesta secao problemas envolvendo a segmentagao da
imagem em duas classes: objeto e fundo. Este é o caso, por exemplo, da segmentacao de
imagens de texto, imagens de células, e imagens de realce de bordas.

1.1 Limiarizacao 6tima

Considere uma imagem cinza I= (D, I) com 0 < I(p) < L—1 para todo p € Dy, duas classes
de interesse, C e (5, representando objeto e fundo, e as seguintes defini¢oes.

e P, é a probabilidade a priori de ocorrer Cf.

e P, ¢é a probabilidade a priori de ocorrer Cs.

p1(l) é a densidade de probabilidade do nivel de cinza [ em C}.

p2(l) é a densidade de probabilidade do nivel de cinza [ em Cj.
e p(l) é a densidade de probabilidade do nivel de cinza [ na imagem.

Portanto,

p(l) = Pipi(l) + Papo(l), (193)



e pela regra de decisao de Bayes, um pixel p deve ser classificado como classe 1, se Pyp;(l) >
Pyps(1), e como classe 2, se Pip;(l) < Pyps(l), ficando a igualdade a critério da implementacao.
Esta regra minimiza a probabilidade de erro assumindo como limiar de decisdao Pyp;(l) =
Pops(1).

Supondo que p; (1) e po(l) sdo distribuigoes Gaussianas com médias p; e po, € variancias o7
e o3 conhecidas,

n(l) = \/%Ule)qa l_(lz;;l)j (194)
p2(l) = 2;Ugexp lW] (195)

eque 0 < pup < pup < L —1, os intervalos de brilho que identificam cada classe podem ser
encontrados da seguinte forma.

Pip (T) = Pzpz(T)
P ox [_<T_M1)T b ox [—(T—Mz)j
Varo D1 207 | T Veme, T 203
Py (T — 1)? . Py (T — po)?
o(E)- T - u(E)-

01 207 o9 203
Continuando o desenvolvimento chegamos a equagcao:
AT?* + BT +C =0, (196)
onde
A= (@ a
B = 2(0o; — peoy)
C = [uot st + 20t (2F)]

cujas raizes sao

—B —vB? —4AC

T =
2A
o —B+VB? - 4AC
N 2A '

Temos, portanto, 5 possibilidades.

e Caso 1: B? —4AC < 0. O problema nao tem solucao. Isto ocorre, por exemplo quando
Pyps(l) < Pipi(l) para todo [ € [0, L — 1].

e Caso 2: T € [0,L — 1] e T” ndo. Neste caso, Cy : [0, T"] e Cy : [T+ 1, L — 1].
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e Caso 3: 7" € [0,L — 1] e T" ndo. Neste caso, Cy : [0,7"] e Cy : [T" + 1, L — 1].

e Caso 4: TV < T" e T, 7" € [0,L —1]. Se T" < py, entao Cy : [T"+ 1,7"] e Cy :
0,7"]U[T" + 1, L — 1]. Caso contrario, Cy : [0,T"|U[T" +1,L —1] e Cy : [T"+ 1,T"].
e Caso5: T=T'=T"eT',T" €[0,L —1].
— Se B2 —4AC = 0, entao T = & = % Neste caso, C} : [0,T] e Cy :
1 2
T+1,L—1].
— Seoy =09 =0, entéoA:OeBT—l-C’:OimplicaqueTZ%. Isto é,
p+pg | o?ln(Py/Py)

T = + . 197
5 prp— (197)

Observe que se P, = P, T = #1342,

1.2 Limiarizacao por modelo de aproximacao

O tnico problema da abordagem anterior é que nao conhecemos os valores de py, ps, 01, 09,
P, e P,. Sabemos apenas que P, + P, = 1. Uma alternativa é aproximar as distribuicoes
Gaussianas usando otimiza¢do numérica. Considerando h(l) o histograma normalizado da
imagem. Isto é, uma aproximagao de p(l). Temos que o erro quadrético médio é

L-1
E(P17M1,M27017U2) = i Z |p<l> - h(l)lz- (198)
1=0

Py dp(l)/d P

H1 dp(l)/dp
Seja v = | pa |. A derivada € = 252"V |p(1) — k()| | dp(l)/dps |. Conhecemos o histo-

o1 dp(l)/doy

09 dp(l)/d02

grama h(l), e p(l) é dada pela Equagao 193, onde P, pode ser substituida por (1 — P;). As
derivadas da Equacao 193 com relagao aos parametros sao

aD/aP, = (1)~ pl0) (199)
)/ = P (200)
)z = (1= Ppal) 1 (201)
dp(l) /oy = Plpl(l)all [(l;’;”?q] (202)
e R P | (203)



onde p (1) e py(l) sdo dadas pelas Equacdes 194 e 195. A idéia é partir de um valor inicial v(?),
para a iteracao t = 0, e aplicar iterativamente a equacao

d£
adv’

LD )

(204)

onde 0 < o < 1 é uma constante, até minimizarmos E (P, ji1, j12, 01, 02). Por exemplo, pode-
mos usar o método de limiarizacdo de Otsu para encontrar v(®).

Otsu utiliza uma fungao critério

P(T)P(T)[pa (T) — pa(T))?

(
) = "5 o) + BT)o3(T)

(205)

onde

() = g7 20

() = 5 & 180D

AT) = gy Dl m(TPRD
) = g, & (=m0,

Variando 7" de 0 a L — 1, o objetivo é encontrar o limiar 7" para o qual J(7”) é méxima. Otsu
usa este limiar para separar as classes C : [0,7"] e Cy : [T" + 1, L — 1]. No caso do modelo de

aproximacao, podemos adotar v(®) =

09 (T/)
Observe que as técnicas acima foram aplicadas para toda imagem. Nada impede que a
imagem seja dividida em blocos de pixels e uma regra de limiarizacao seja definida para cada
bloco.

1.3 Limiarizagao por reconstrucao morfolégica

Em muitas situagoes o histograma da imagem nao é bimodal, mas o objeto de interesse é mais
claro (ou mais escuro) do que os valores dos pixels em uma vizinhanga ao redor do objeto. A
reconstrugao morfolégica pode ser usada para transformar o histograma em bimodal, sendo o
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objeto representado por uma elevacao e o fundo por outra, e as técnicas acima sao aplicadas
para concluir a tarefa de segmentagcao.

Supondo que o objeto é mais escuro que sua vizinhanca imediata, podemos aplicar uma
IFT com uma semente no interior do objeto e fungao de custo de caminho f...

fsree({@)) = 1(q), se g € S, e +00 no caso contrario.
Jsvee(m - (p, @) = max{farec(m), 1(q)}. (206)

O mapa de custos da IFT é o resultado desta reconstrucao morfologica superior, onde o fundo
ficara com intensidade igual ou maior que a da vizinhanca do objeto.



1 Crescimento de regioes

Considere uma imagem I = (Dy,I) com k objetos {O1,0a,...,0}, N_,0; = 0. Podemos
assumir um conjunto .S; de pixels sementes selecionados em cada objeto e um rétulo ¢ =
1,2,...,k por objeto. Esta selecao pode ser automatica, baseada em algum conhecimento a
priori, ou manual. A idéia é crescer regides conexas as sementes por agregamento de pixels
adjacentes até que essas regioes definam os objetos. Assume-se certa homogeneidade no interior
dos objetos. Este crescimento de regioes pode ser feito com ou sem competicao entre as
sementes.

1.1 Crescimento de regioes sem competicao entre sementes

Nesta abordagem consideramos os objetos O; como de interesse e separados dos pixels que
constituem o fundo da imagem, UF_,0; C D;. Um algoritmo simples é apresentado abaixo.

Algoritmo de crescimento de regioes sem competicao entre sementes:

Entrada: Imagem cinza I = (Dy,I), conjuntos S;, i« = 1,...,k, de sementes, relagao de
adjacéncia A, e funcao f : D; — {verdadeiro, falso} que estabelece um critério de parada.
Saida: Imagem rotulada L = (Dy, L), onde L(p) =i sep € O;, e L(p) = 0 se p pertence ao
fundo.

Auxiliar: Conjunto Q).

1. Para todo pixel p € Dy, se p € S; entédo faga L(p) < i e insira p em ). No caso contrario,
faga L(p) < 0.

2. Enquanto Q # () faca

3. Remova p de Q.

4. Para todo ¢ € A(p), tal que L(q) = 0, faga

5. Se f(q) = falso entao faga L(q) < L(p) e insira ¢ em Q.

Poderfamos usar, por exemplo, f(q) = false se T} < I(q) < T, para limiares 77 < Ty, e
verdadeiro no caso contrario. Poderiamos ainda adotar limiares diferentes por objeto. Uma
desvantagem ¢é que o critério para decidir se um pixel pertence a um dado objeto é local,
dependendo apenas das propriedades do pixel ou de uma vizinhanca do pixel. Uma abordagem
mais interessante é definir uma forca de conectividade de p com relagao a um dado objeto O;
como o custo de um caminho 6timo do conjunto S; até p. Por ser 6timo, o algoritmo deve
considerar todos os possiveis caminhos de S; até p em Dy, e portanto, as propriedades de seus
pixels. Se esta forca de conectividade for maior que um dado limiar 7}, entao dizemos que
p € O;. Esta abordagem é também conhecida como conectividade fuzzy-absoluta e pode ser



implementada por uma IFT com funcao de custo de caminho f,f,. (complementar de forca de
conectividade), por exemplo:

faruz({q)) = 0, se g € S;, ou +00 no caso contrario.
' B max{ fofu:(7), w(p,q)},  se faopuz(m-(p,q)) <Ti, e
Japuz(m - (pq)) = { +00, no caso contrario. (207)

onde w(p,q) = K % (1 — a;(p, q)) é o complemento da afinidade entre a aresta (p, q) e o objeto

Oi7
1(p)-2FI(q) _ Mi)2]

2
207

—(
a;(p,q) = exp [ (208)
K é o valor méximo de I, (u;, 0;) sdo média e desvio padrao das intensidades de pixel no objeto
1.
Observe que se o objeto O; for uma bacia em I, podemos calcular a reconstrucao superior
local usando uma IFT com funcao de custo fj... € inica semente em S;.

firec({@)) = h(q) > 1(q), se q € S;, e +00 no caso contrario,
_ flT‘eC(ﬂ-)7 se [(p) > [<Q)7
firee(m - (P @) = { +00, no caso contrario. (209)

Neste caso, o crescimento de regides tem como critério de parada I(p) < I(q).

Uma questao a ser considerada é que um dado pixel pode satisfazer os critérios de similari-
dade de mais de um objeto. No algoritmo simples acima, uma vez rotulado um pixel p como
pertencente a um dado objeto O;, esta decisao nao pode mais ser mudada. Mesmo que p tenha
propriedades mais similares as de outro objeto O;, j # 14, cuja semente s6 chegou até p depois.
Na abordagem fuzzy-absoluta, os pixels sao avaliados por ordem decrescente de conectividade
(e.g. usando a fila @) de prioridade da IFT) e se dois caminhos provenientes de S; e S;, @ # 7,
chegarem a um mesmo pixel com o mesmo custo, o desempate pode adotar politica FIFO,
por exemplo. Esses casos, porém, configuram uma competicao entre as sementes, mesmo entre
aquelas que pertencem a um mesmo objeto. Isto nos permite, também, eliminar o limiar de
conectividade T; com os objetos, fazendo com que o critério de parada seja substituido pelo
choque entre as regioes.

1.2 Crescimento de regioes com competicao entre sementes

Considere agora k+ 1 objetos {Og, O1, Oy, ..., 0}, NE_,O; = (), incluindo o fundo Oy, com um
conjunto de sementes S; em cada um deles. Isto é, U¥_ O; = D;. Um pixel p deve ser atribuido
ao objeto cuja conectividade com p é maxima. Esta abordagem é denominada conectividade
fuzzy-relativa e para que os resultados tedricos sejam garantidos, o método original requer um
valor de afinidade tinico para qualquer aresta do grafo, independente do objeto mais afim. Esta
restricao pode ser traduzida em uma funcao de custo de caminho suave no contexto da IFT.
Por exemplo:

frfuz<<q>) = 0,seqeS= UfZOS,;, ou 400 no caso contrario.
frfuz(ﬂ' ' <p7 Q>) = max{frfuz(ﬂ-% ’lU(p, Q)}7 (210)
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onde w(p,q) = K x (1 — a(p,q)) é o complemento da afinidade méxima entre a aresta (p, q) e
os objetos {Og, Oy, ..., O},
Oé(p, Q) = i:%llax k{ai(pa Q)}a (211)

yLyeeey

onde «;(p, q) é dada pela Equagao 208.

Outro exemplo de crescimento de regides com competicao entre sementes é a transformada
de watershed. Ela se aplica quando os objetos sao delimitados por elevagoes mais altas do que
as elevacgoes internas e externas. A implementacao por uma IFT pode usar, por exemplo, a
funcao fpeqr com imposicao de sementes.

frear({q)) = 0, se g€ S = U S;, ou +00 no caso contrario.
fpear(m - (p.q)) = max{fpear(m), (q)}. (212)

Lembre-se que em todos exemplos com e sem competicao de sementes que usam a IFT, o
resultado da segmentacao é obtido do mapa de rétulos L.

2 Exercicios

1. Apresente outros critérios de parada para o algoritmo simples de crescimento de regioes
sem competicao de sementes.

2. Apresente outras funcgoes de custo de caminho suaves que possam ser utilizadas nos
métodos baseados em conectividade fuzzy.

3. Verifique se a fungao de custo de caminho abaixo é suave.

f{g)) = 0, seqeS=U,S;, ou+oo no caso contrario.
_ maX{f(ﬂ-)a]-_ai(p7Q)}7 s€ L(p) :'L.a
flr(p.a)) = { 1, no caso contrario. (213)



1 Perseguicao de bordas

Quando examinamos a intensidade dos pixels em torno da borda de um objeto em uma imagem
cinza percebemos que existe uma incerteza com rela¢ao a posicao exata da borda (abordagem
hard). Poderfamos transferir nossa incerteza para um conjunto de pixels que forma uma faixa
de largura varidvel em torno da borda e usar este conjunto para representa-la (abordagem
fuzzy). Considerando k conjuntos S;, i = 1,2,...,k, de pixels sementes selecionados sobre
uma borda, tais que S; = Si possui um tnico pixel e os pixels em S;, i = 2,3,..., k — 1,
pertencem a uma regiao pequena de incerteza (e.g. uma linha que cruza a borda, uma marca
circular sobre a borda), poderiamos escolher por exemplo os n caminhos de menor custo de S;
para Siyq,1=1,2,...,k — 1, (i.e. 0s n caminhos mais conexos) como parte de um segmento
otimo de borda fuzzy, ou um tnico caminho de menor custo como segmento 6timo de borda
hard. Observe que a IFT permite ambas abordagens, mas vamos tratar aqui apenas o caso de
contornos 6timos.

Uma borda é um contorno 6timo que passa pela seqiiéncia de conjuntos S;, ¢ = 1,2,...,k,
de pixels sementes. O calculo de caminhos de custo minimo de S; até S;11,¢1=1,2,..., k—1,
pode ser feito com uma IFT usando adjacéncia-4 (ou 8) e funcdo de custo de caminho ferqck-

fctrack(<Q>) = h(Q)
fctrack(ﬂ- : <p7 Q>) - fctrack(ﬂ-) + (K - maX{G(pa Q) ) 77(197 Q)v 0})7 (214)

onde h(q) = 0, se ¢ € S; na primeira iteragao, ou h(q) é o custo final do pixel ¢ na iteracao
anterior, se ¢ € S; ei > 1, ou h(q) = 400 no caso contrario, independente da iteracao; G(p, q)
é um vetor gradiente estimado no ponto médio do arco (p, q); n(p, q) é o arco (p, q) rotacionado
de 90 graus no sentido anti-horério; e K é um limite superior para |G(p,q) - n(p,q)|. O vetor
G(p,q) deve ser tal que arcos sobre a borda orientada do objeto possuam valores baixos de
custo e os demais valores altos.

Note que a cada iteragao, o algoritmo pode parar o calculo da IFT quando o tltimo pixel
de S;iq sai da fila ). O contorno final pode ser obtido dos respectivos k& — 1 mapas de
predecessores Py_1,..., P;, mas também é possivel modificar o algoritmo da IFT para usar
uma Unica imagem anotada e um mapa de predecessores auxiliar em todas iteragoes.

1.1 Aplicacoes

O método live-wire é um exemplo que utiliza esta abordagem de forma interativa. Para
segmentar uma borda, o usudrio seleciona a primeira semente (pixel em S7) e o método calcula
uma [FT em toda imagem, cuja tinica arvore terd como raiz a semente selecionada. Para cada
posicao subseqiiente do cursor, o algoritmo mostra na tela o caminho de custo minimo da raiz
até esta posicao. O usuario pode mover livremente o cursor sobre a imagem e verificar os
caminhos 6timos. Quando o cursor se aproxima da borda desejada, este caminho gruda na
borda e o usudrio entao seleciona a posi¢ao atual do cursor (pixel em Sy) para confirmar o
segmento Otimo de borda. O processo se repete a partir do pixel selecionado até o usuario
decidir fechar o contorno.



O algoritmo da IFT também pode ser modificado para ser executado de forma incremental.
O método live-wire-on-the-fly usa este variante. Neste caso nés exploramos trés propriedades
do algoritmo de Dijkstra.

1. O algoritmo pode parar o calculo quando o pixel ¢ que define a posi¢ao do cursor sai da

fila Q.

2. Neste instante, todos os caminhos com custo menor que C(q) ja foram calculados, defi-
nindo uma regiao de crescimento em torno da raiz (arvore de caminhos 6timos). Entao,
se 0 usuario mover o cursor para qualquer outro pixel desta regiao, basta mostrar o
caminho 6timo correspondente na tela.

3. Quando o pixel ¢ sai da fila @), a fronteira da regiao de crescimento que ainda estd na
fila () deve ser armazenada junto com os valores de custo e predecessor de cada pixel. Se
o usuario move o cursor para fora da regiao, entao o calculo continua a partir dos pixels
de fronteira até encontrar a nova posicao do cursor.

O efeito desta otimizacao é que apds selecionar um pixel sobre a borda, o usuario movimenta
o cursor e ja visualiza o caminho 6timo da semente até a posicao atual do cursor, mesmo em
imagens grandes.

Ja no método 3D-live-wire para seqiiéncias de imagens tomograficas (fatias), o usudrio
executa o live-wire em cortes ortogonais ao volume criado pelo empinhamento das fatias. Cada
live-wire ortogonal gera pelo menos dois pixels sobre a borda do objeto nas fatias de forma tal
que obtemos uma seqiiéncia ordenada de sementes (|S;| = 1,7 =1,2,...,k) sobre a borda em
cada fatia. Em seguida, os contornos 6timos sao calculados automaticamente fatia por fatia.
O método é implementado com algumas restricoes para tratar mudancgas de topologia ao longo
das fatias.

2 Exercicios

1. Apresente outras funcoes de custo de caminho para perseguicao de bordas.

2. Implemente uma funcao para calcular o contorno 6timo que passa por uma seqiiéncia
de conjuntos de pixels sementes {Si,Ss, ..., Sk}, S1 = Sk possui apenas um dnico pixel,
usando uma tnica imagem anotada e um mapa de predecessores auxiliar para ir copiando
os caminhos obtidos em cada iteracao S; para S;11,1=1,2,... k — 1.



1 Segmentacao por clustering

Técnicas de clustering tém sido usadas em problemas de reconhecimento de padroes de diversas
areas. Estamos interessados na aplicacao dessas técnicas para segmentacao de imagens. Neste
caso, cada pixel p € D; de uma imagem I= (Dy, I) tem associado um vetor de caracteristicas
de imagem, tais como brilho, variancia e magnitude de gradiente 2. Para um ndmero n de
caracteristicas, cada pixel p é mapeado em um ponto no espago R" de caracteristicas. Técnicas
de clustering se baseiam na premissa que regices de interesse para segmentacao formam aglo-
merados de pontos separaveis em R”, e procuram identificar esses aglomerados particionando
o espaco R" em k regides Ry, Ry, ..., Ry tais que ﬂleRZ- =0e Ui-“:lRi = Dy;. Se cada regiao
R; estiver associada a um tnico objeto O;, i = 1,2, ..., k, incluindo o fundo, entao a parti¢cao
obtida é a solucao da segmentacao. Caso contrario, quando um objeto possui miiltiplas regices
de pixels com caracteristicas distintas, temos ainda que associar quais regioes pertencem a
quais objetos. Informacoes globais sobre o problema— tais como caracteristicas das regioes,
vizinhanga entre regioes, e a forma gerada pela uniao de regioes— poderiam ser usadas para
completar a segmentacao.

O particionamento em regioes requer o calculo de distancia entre pontos do R". Esta
distancia pode ser traduzida em uma dissimilaridade d(p, q) entre os pixels p, ¢ € D que esses
pontos representam. Por exemplo podemos ter em R?,

d(p,q) = [I(p) — I(q)]* + [G(p) — G(q))?, (215)

onde G(p) é a magnitude do gradiente de Sobel calculado em p. Existem varias funges de
dissimilaridade, mas elas normalmente satisfazem os axiomas métricos.

1. d(p,q) >0, e se d(p,q) =0, entao p = gq.
2. d(p,q) = d(g, p).

3. d(p,7) < d(p,q) +d(q,7).

As regioes R; sao definidas dinaminamente durante o algoritmo de clustering. Isto permite
que a dissimilaridade entre dois pixels varie durante o algoritmo e seja uma medida mais global
do que local. Alguns variantes definem d(p, q) como a dissimilaridade entre regides R; e R;,
onde 1 <1i,5<k,i# j,p€ R, eqé€ R;, levando-se em conta as caracteristicas de todos os
pixels que pertencem a essas regioes no dado instante.

Os métodos de clustering mais comuns podem ser divididos em particionais e hierarquicos.
Métodos particionais definem um valor fixo para k e maximizam um critério de dissimilaridade
entre regioes, enquanto que métodos hierarquicos consideram todas as possibilidades para
1 <k <|Dy|. Métodos hierarquicos aglomerativos partem da partigdo onde cada pixel forma
uma regiao (k = |Dy|) para o caso onde todos os pixels formam uma mesma regiao (k = 1), e
os métodos divisivos fazem o caminho inverso.

2No caso de imagens coloridas, temos ainda propriedades relacionadas com os componentes de cor que
podem ser usados como caracteristicas.



1.1 Clustering por particao

Métodos particionais iniciam com um conjunto S = {pi, ps,...,pr} de pixels representativos
de cada regiao R;, p; € R;, 1 = 1,2,..., k. Esses pixels podem ser eleitos com base em algum
critério automatico de escolha ou selecionados manualmente pelo usuario. Uma particao é
obtida por associar cada pixel p € D;\S a regiao cujo representante é o mais préximo em S.
Apoés particionar a imagem, novos representativos sao eleitos com base em uma funcao critério
f aplicada a cada regiao. Se os representativos eleitos por f forem diferentes dos que estao em
S, o algoritmo substitui esses representativos em S e repete o particionamento. O algoritmo
para quando os pixels em S sao reeleitos novamente por f. Um algoritmo exemplo é dado
abaixo.

Clustering por particao:

Entrada: Imagem cinza [ = (Dy, I), nimero de regides k, conjunto S = {p1,p2,...,pr}
de pixels representativos, funcao de dissimilaridade d, e uma funcao critério f.

Saida: Imagem rotulada L = (D7, L), onde L(p) = p; para um representativo p; € R;,
i=1,2,... k.

Auxiliares: Conjunto S’ e conjuntos de regices { Ry, Ry, ..., Ri}.

1. 8+ 0Pe R+ Qparai=1,2,... k.

2. Para todo pixel p € Dy, faca
3. Se p € S entdao L(p) + p. Caso contrario, L(p) < nil.
4. Para todo pixel p € Dy, tal que L(p) = nil,
5. Encontre p; € S tal que d(p, p;) = minyes{d(p,q)}.
6. Faca L(p) < p;.
7. Para cada pixel p; € S associe um unico conjunto R;, 1 =1,2,..., k.
8. Para todo pixel p € Dy,
9. Encontre p; € S tal que L(p) = p; e insira p em R;.
10. Para i = 1,2,...,k eleja um novo representativo p; € R; baseado no critério f(R;)

aplicado a todos os pixels em R;, e insira p; em S’.

11. Se 8’ = S, entao pare. Caso contrario, faca S <— S’ e volte para a etapa 1.

O tnico aspecto nao esclarecido no algoritmo acima é a funcao critério f usada na linha
10. O algoritmo k-medoids, por exemplo, usa como representativo de cada regiao R;, o pixel
p; € R; que minimiza a distancia média entre ele e os demais em R;. Isto é,

fR) = 5 2 d(@g)zggggi{‘ P> d(p,q>}. (216)
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Jé& o algoritmo k-means escolhe como representativo o pixel que minimiza a distancia quadratica
média entre ele e os demais pixels em R;. Neste caso, o pixel p; € R; escolhido é o mais préximo
do centréide de R;. Observe que as funcgoes critério usadas nesses dois algoritmos tendem a
encontrar aglomerados hiperesféricos e compactos em R”. Elas nao se aplicam a aglomerados
alongados por exemplo.

1.2 Clustering hierarquico

Métodos hierarquicos sao normalmente mais eficientes do que os particionais, porém nao rever-
tem decisoes tomadas durante a construcao da hierarquia. Por exemplo, uma vez decidido que
dois pixels pertencem a uma mesma regiao em um nivel da hierarquia durante um algoritmo
aglomerativo, eles pertencerao a esta mesma regiao deste nivel em diante.

Métodos aglomerativos partem da situacao onde cada pixel forma uma regiao R;, ¢
1,2,...,kek =|D;|. A cada passo, avaliam uma funcao de dissimilaridade d(R;, R;) para todo
par (R;, Rj),i# j,1,7 =1,2,...,k, e unem os pares de regides com menor dissimilaridade,
reduzindo o nimero k de regioes. Este processo guarda a hierarquia entre as regioes e é repetido
até k= 1.

Métodos divisivos partem da situacao onde todos os pixels formam uma unica regiao. A
cada passo, avaliam uma fun¢ao de dissimilaridade d(p, q) entre os pixels de cada regido, e
dividem as regioes separando os pixels com maior dissimilaridade, aumentando o niimero
k de regides. Este processo guarda a hierarquia entre as regioes e é repetido até k = |Dy].

A premissa no clustering hierarquico é que a solucao desejada estara em um nivel da hierar-
quia. Muito embora os métodos divisivos tendam a obter regioes maiores que os aglomerativos,
o custo computacional alto para fazer as primeiras divisoes faz com que a maioria dos algorit-
mos publicados sejam aglomerativos.

No contexto de métodos aglomerativos, existem varias formas de definir a dissimilaridade
d(R;, R;) entre duas regides como funcdo da dissimilaridade entre seus pixels. Uma alterna-
tiva para obter aglomerados hiperesféricos e compactos é definir d(R;, R;) como a média das
dissimilaridades entre todos os pares de pixels (p,q), p € R; e ¢ € R;. O caso mais popular
é o algoritmo single-linkage que define d(R;, R;) como a menor dissimilaridade entre um pixel
p € R; e um pixel ¢ € R;. Este critério ¢ adequado para obter aglomerados alongados. Ja no
caso de aglomerados compactos e hiperesféricos, mas nao bem separados, a escolha de d(R;, R;)
como a maior dissimilaridade entre um pixel p € R; e um pixel ¢ € R; ¢ mais adequada. Este
é o caso do algoritmo complete-linkage.

Em particular, o algoritmo single-linkage tem uma relagao estreita com algoritmos que
constroem uma arvore de peso minimo para um grafo de entrada (e.g. Algoritmos de Prim e
de Kruskal), onde no nosso caso, os vértices sdo os pixels e as arestas sdo definidas por uma
relacdo de adjacéncia simétrica entre os pixels. Se o grafo for completo (i.e. todos os pixels
da imagem s@o considerados adjacentes entre si), o algoritmo é dito sem restrigdo de conexi-
dade. Alta eficiéncia pode ser obtida com restricao de conexidade para relagoes de adjacéncia
pequenas (e.g. vizinhanca-8). Uma vez construida a &rvore de peso minimo, a segmentacao
hierarquica é obtida removendo arestas da arvore com peso maior que um dado limiar 7', para
T variando do peso de aresta minimo ao maximo. Isto é, cada solugao possivel é uma floresta



de peso minimo, onde as regides R; sao arvores de peso minimo. Esta hierarquia de regioes
¢é conhecida como dendrograma. Se o valor de T" for conhecido a priori, podemos modificar o
algoritmo para gerar o resultado da segmentacao em um mapa de rétulos. Um exemplo deste
variante aplicado ao algoritmo de Prim ¢é apresentado a seguir.

Segmentagao de imagens como uma floresta de peso minimo:

Entrada: Imagem cinza I= (D, I), funcao de dissimilaridade d, e um limiar 7.

Safda: Imagem rotulada L = (Dy, L), onde L(p) = p; para um representativo p; € R;,
1=1,2,..., k. Imagem de predecessores P= (Dy, P) representando a floresta de peso minimo.
Imagem de custos C' = (Dy, C) onde C(p) é o peso da aresta que liga o pixel p com seu pre-
decessor P(p).

Auxiliares: Fila de prioridades () e variavel c.

1. Para todo pixel p € Dy, faca C(p) + 400, L(p) < p, P(p) < nil, e insira p em Q).
2. Enquanto Q # 0, faca

3. Remova p de @ tal que C'(p) é minimo.

4. Se P(p) = nil entao C(p) < 0.

5. Para todo ¢ € A(p), tal que q € Q, faca

6. c <« d(p,q).
7. Se ¢ < C(q) e c < T, entao
8. Remova ¢ de @, faga C(q) < ¢, P(q) < p, e L(q) < L(p), e insira g em Q.

Observe que o algoritmo acima é essencialmente o algoritmo de Dijkstra modificado para
uma fungao de custo f(m) nao-suave, definida como o peso da uiltima aresta no caminho T,
ou 0 caso 7 seja trivial. Com memoria adicional, poderfamos também modificar d(p, q) para
representar a dissimilaridade entre as regides com raiz L(p) e L(g). Se removermos o teste
¢ < T da linha 7 teremos uma arvore de peso minimo em P.

Uma solucao parecida é usada por métodos que procuram reduzir a supersegmentacao criada
pela transformada classica de watershed de uma imagem de gradiente através da uniao de
bacias. Por exemplo, constréi-se um grafo de vizinhanca entre as bacias, calcula-se uma arvore
de peso minimo para este grafo usando a dissimilaridade entre bacias vizinhas, e depois escolhe-
se a floresta de peso minimo que resolve a segmentacao. A floresta pode resultar da limiarizagao
do peso das arestas ou da escolha de sementes pelo usuario. Note que em uma arvore de peso
minimo sé existe um caminho que liga dois nds. Se escolhermos uma semente s; com rétulo
objeto, por exemplo, e outra sy com rétulo fundo, podemos partir a arvore em duas por remover
a aresta de maior peso ao longo do caminho que liga s; a s5. Nesta abordagem, porém, o mapa
de predecessores P deve ser transformado em um grafo nao orientado e conexo, onde existe
um caminho entre qualquer par de nés.



Exercicios

. Proponha e analise algumas func¢oes de dissimilaridade e critério para o algoritmo de
clustering por particao.

. Proponha um algoritmo de clustering hierarquico usando a abordagem divisiva.

. Proponha variagoes do algoritmo apresentado acima para segmentacao como uma floresta
de peso minimo.



1 Deteccao de bordas

Esta secao apresenta duas outras abordagens para deteccao do contorno fechado que descreve
uma borda de objeto, como alternativa a técnica de perseguicao de borda apresentada na aula
23. A primeira faz uma classificacao bindaria dos pixels em borda ou fundo, e os segmentos de
borda resultantes desta operacao sao ligados para formar o contorno final. A segunda parte
de um contorno inicial que se deforma segundo um funcional de energia até aderir a borda do
objeto na situagao de energia minima.

1.1 Classificacao binaria

Uma suavizagao para reduzir ruido seguida de um realce de bordas gera a imagem inicial
para a segmentacao. Uma alternativa ¢é aplicar a técnica de segmentacao por limiarizagao
(aula 21) quando a imagem de realce é a magnitude de um vetor gradiente. Outra alternativa
interessante, adotada por Marr & Hildret, usa como imagem de realce o resultado da convolucao
da imagem original pelo negativo do operador Laplaciano de uma Gaussiana g(z, y) de média
zero e desvio padrao o. , )

:r:+y> . (217)

g(w,y) = exp (— 5

Substituindo 72 = z? + 32, o Laplaciano —V?g(r) é o negativo da derivada segunda de g(r)

com relagao a r.
2 _ .2 2
9 fot =7 —r
—Vag(r) = ( i )exp (W) . (218)

—-0.37 0 —0.37
Por exemplo, para ¢ = 1, podemos gerar a mascara de convolugao 0 1 0 . Na
—-0.37 0 —0.37

imagem de realce, os pixels classificados como borda sao aqueles em que ocorre uma transigao
de valor positivo para negativo, ou vice-versa, com relagao ao valor de pelo menos um pixel
adjacente— use adjacéncia circular de raio o, e quanto maior for ¢ mais grossa serd a borda.
Lembre-se que para evitar convolugao com méscaras grandes podemos aplicar a filtragem em
freqiiéncia.

Uma vez classificados os pixels como borda ou fundo, a imagem binaria resultante apresenta
“buracos” nas bordas. Uma idéia interessante pode ser usar esses segmentos binarios de borda
como sementes da IFT e aplicar uma perseguicao de bordas na imagem de realce. A seguir
apresentamos duas outras técnicas de tratamento do problema.

1.1.1 Limiarizacao por histeresis

A limiarizacao por histeresis se baseia em dois limiares de classificacao binaria para a imagem
de realce de bordas, um limiar inferior e outro superior. A regra para classificar um pixel como
borda ¢ ele ter realce ou maior que o limiar superior ou maior que o limiar inferior, desde que
conexo a outro pixel cujo realce é maior que o limiar superior. Apesar de ser uma técnica



local e simples, a limiarizacao por histeresis elimina varias bordas espurias reduzindo buracos,
e tem sido adotada em alguns operadores classicos, como o operador de Canny.

1.1.2 Transformada de Hough

O principio bésico da transformada de Hough é mapear os pixels classificados como borda
para um espago de parametros de uma dada equagao. Pixels que pertencem a segmentos de
borda e que satisfazem a esta equacao para um dado conjunto de parametros devem formar
um aglomerado de pontos no espaco de parametros. A localizacao deste aglomerado de pontos
permite identificar na imagem de bordas quais pixels pertencem a borda de interesse, elimi-
nando os segmentos espurios. A prépria equacao pode ser usada para fechar os buracos entre
os segmentos selecionados.

O caso mais simples é a identificacao de segmentos de reta. Todos os pixels que satisfazem
a equacao de uma reta y = a’z 4+ b’ sdo mapeados no ponto (a’,t’) do espago de parametros
a X b. Como nao conhecemos a’ e v, a idéia é quantizar o espaco de parametros para possiveis
valores de a e b, depois acumular em cada posi¢ao (a,b) o nimero de pixels e quais pixels
satisfizeram a equacao y = ax + b. Os pixels da reta, portanto, formarao um aglomerado mais
alto neste histograma bidimensional em torno de (a’,b').

Um problema, porém, é que a e b assumem valores infinitos para retas verticais. Isto requer
uma mudanca de parametros para expressar a equacao da reta como

p=xcosf+ysinb, (219)

onde p é a distancia da reta a origem do espaco x X y (isto é, p = |7i|, onde 7 é ortogonal a
reta) e  é o angulo entre o vetor 7i e o eixo x. Neste caso, os valores de p e 6 sao quantizados
de 0 até o valor D da diagonal da imagem e de 0° a 90°, respectivamente. Uma matriz de
acumulacao A(p,0) (histograma bidimensional) e uma lista de pixels P(p, ) podem ser usadas
para calcular a seguinte transformagao.



Transformada de Hough para detecgao de linhas:

Entrada: Imagem bindria de bordas I = (Dy,I), onde I(p) = 1 indica borda e I(p) = 0 é
fundo.
Saida: Matriz de acumulagao A(p, #) inicializada com zeros e lista de pixels P(p, 6) vazia.

1. Para cada valor de 6 =0,1,...,90 faca

2. Para todo pixel p = (z,,y,) € Dy, tal que I(p) = 1, faca

3. p < round(x,cosf + y,sin ).
4. A(p,0) < A(p,0) + 1.
5. insere p em P(p,0).

Observe que as vérias retas que passam por um mesmo pixel (z,y) viram sendides no espago
p X 0.

1.2 Contornos deformaveis

Contornos deforméveis sao curvas paramétricas que se deslocam com o objetivo de minimizar
uma funcao objetivo. O valor da funcao deve ser minimo na borda do objeto a ser segmentado.

Entre os modelos de contornos deforméaveis disponiveis na literatura, o modelo Snakes foi o
primeiro proposto e é o mais citado.

1.2.1 Teoria

Uma snake é um contorno do tipo spline de continuidade controlada sob a influéncia de forgas
externas e forcas internas. As forgas internas atuam impondo suavidade ao contorno, enquanto
as forcas externas empurram a snake para caracteristicas da imagem que se assemelhem a
bordas ou segmentos de bordas. Pode ser definida no plano como um contorno paramétrico
fechado composto de pontos, v(s) = (x(s),y(s)), onde (x,y) € R? s € [0,1] e v(0) = v(1).
A equacao geral da energia deste modelo é escrita em termos das Energias Interna e Externa:

B (0(5)) = /O " Bos(0(5)) + Bony(0(s)) ds (220)
onde,
a(s)]| 22 s)|| 2212
Bt = B+ SNES) o)
Eert(v(5)) = Eimage(v(s))- (222)

O objetivo é encontrar a solucao que minimiza Eg,q1e.. O termo E;,; representa a Energia
Interna do contorno cujo diferencial gera a Forca Interna que impode regularidade ao contorno.



2 . . . .
Os termos % e % representam as derivadas de primeira e segunda ordem, respectivamente.

O coeficiente a(s) é o termo que controla a “tensao” entre os pontos do contorno, enquanto
B(s) é responsavel pela “elasticidade” do contorno. A Energia Externa é calculada com base
no gradiente da imagem, para que a snake seja atraida para pontos de borda. A Forca Externa
que executa esta agao pode ser escrita como:

Feut(v(s)) = =[IV(Go * I(v(s)))| (223)

onde V representa o operador gradiente, e G, * I(v(s)) denota a imagem trabalhada por um
filtro de suavizagao gaussiano com desvio padrao o.

A forca interna, quando atua sozinha, pode levar a curva a tornar-se um tnico ponto, e por
isto deve ser balanceada pela forca externa, resultante do diferencial da Energia Externa.

1.2.2 Discretizacao

Com base em (220), (221) e (223), deve-se achar o contorno v(s) que minimiza o funcional de
energia. Para resolver este problema, é usado o calculo variacional para derivar um sistema
dinamico (uma equagao diferencial parcial) e chegar no estado de energia minima no equilibrio,
usando programacao dinamica para achar a posicao da snake que minimiza a energia discreti-
zada. Para facilitar a solucao, os coeficientes a(s) e f(s) sdo considerados constantes.
O célculo do extremo do funcional
Lol + BI85

Esnake(v(s)) = /O = 9 + Fext(U(S)) ds (224)

resulta na equagao de Euler-Lagrange

o v 0% 0%

Fext(U(S)) — gﬁg + @ @ =0 (225)
que ¢ igual a
v oM
O!@ — @ — Fext(’U(S)) =0 (226)

A curva que minimiza o funcional de energia deve satisfazer a equacao de Euler-Lagrange
(226). Para tornar a solugdo dinamica, o contorno v é tratado como uma funcio de s e tempo

t:
2
Ov(s,t) 0*v(s,t)

ot 0s2

Os?
Quando a snake estabiliza, ‘%éi’t) = 0 e temos a solugao de (226).

Para a discretizacao, o método de diferencas finitas é usado, sendo A um passo pequeno ou
diferenca de s, e

(s, t)

gD g (s ) (227)

o v; = v(ih) = (x(ih),y(ih))
o Fo.i = (Fx,Fy)



Aplicando as diferencas finitas para frente e para tras alternadamente,
f(@) = flz+1) = f(z) (228)
fl@) = flz) = flz—1)
a equacao (226) pode ser discretizada em:
a(v; — vim1) — a(vipr — v;)
+ﬁ<vi_2 — 21}1'_1 + ’UZ') — Zﬁ(Ui_l — QUZ' + Ui—l—l) (229)
+B(vi — 20341 + Vig2) + Fext = 0

Esta equacao pode ser escrita na forma matricial:

Ax+F,=0 (230)
Ay+F, =0
sendo
A B C 0 0 0 B
B A B C 0 0 C
C B A B C 0 0
0o ¢ B A B C -0
I (231)
0O 0 0 O A B C
cC 0 0 0 B A B
B C 0 0 C B A
onde
A = 2a+683
B = —a-—4p (232)
¢C =8

A equacao (230) pode ser resolvida iterativamente da seguinte forma (assumindo que F nao
muda em um passo de tempo):

Ar(t) + Fo(t — 1) = —~y(a(t) —a(t — 1)) (233)
Ay(t) +F,(t—1) = —y(y) -yt —-1)) (234)

onde v é um intervalo de tempo pequeno. Apds rearranjar os termos, temos:

z(t) = (A +~D) 1 (ya(t —1) = F.(t — 1)) (235)
y(t) = (A +0) Hyy(t — 1) = Fy(t —1)).

Usando as equagoes acima, x(t) e y(t) podem ser calculados iterativamente através de
x(t—1),y(t—1), Fy(t—1), e Fy(t —1).



1.3 Algumas dificuldades de implementacao

O modelo apresentado para contornos deforméveis apresenta algumas dificuldades de imple-
mentagcao.
1. Inicializacao do contorno.

O contorno inicializado em regioes homogéneas de brilho tende a se contrair, portanto o
contorno deve ser inicializado fora do objeto de interesse. Mesmo assim, caso o contorno
seja inicializado longe da borda de interesse, ele pode ficar preso em minimos locais.

2. Estabilidade e convergéncia.
O contorno pode oscilar em torno de bordas “fracas”. A escolha dos parametros o e 3
¢ fundamental. Contornos com muita rigidez nao aderem a identagoes e protusoes da
borda e contornos muito flexiveis tendem a passar por bordas “fracas”.

3. Auto-cruzamento.
Durante o movimento, o contorno pode formar “lagos” cruzando a si préprio. Isto requer
uma reamostragem dos pontos eliminando os lacos.

4. Mudanca de topologia.
O modelo apresentado sé trata o caso de uma unica borda de interesse por vez.

A literatura de contornos deforméaveis é extensa e consiste basicamente de trabalhos que pro-

curam resolver as dificuldades supracitadas. Neste aspecto, métodos de segmentacao baseados
em regiao sao mais simples de serem implementados.



