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Introducao

° SeJam I(x, y) os valores dos pixels p = (x,y) de uma imagem
cinza | = (Dy, 1) com dimenses |D;| = M x N pixels.
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Introducao

@ Sejam /(x,y) os valores dos pixels p = (x,y) de uma imagem
cinza | = (Dy, 1) com dimensdes |D;| = M x N pixels.

e Cadavalor I(x,y), x=0,1,....M—1ey=0,1,...,N -1,
pode ser expresso como uma soma ponderada de exponenciais
complexas nas frequéncias digitais Q, = 27u (na horizontal) e
Q, = 2mv (na vertical), em radianos/unidade de

comprimento,

I(x,y)

ej0

parau=0,1,... M—1lev=0,1,...,N—1.

; N-1m-
= N Z Z u, v)e?" (% +%) ,onde
)+

u=0

Jsin(6).

= cos(f
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-

@ Os pesos I(u,v) = Ige(u, v) + jlim(u, v) sdo ndmeros

complexos, denominados coeficientes de frequéncia.
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Introducao

-

@ Os pesos I(u,v) = Ige(u, v) + jlim(u, v) sdo nimeros
complexos, denominados coeficientes de frequéncia.

-

@ Por sua vez, cada coeficiente de frequéncia /(u, v),
u=0,1,....M—1ev=0,1,...,N — 1, pode ser expresso
como uma soma ponderada de exponenciais complexas para
x=0,1,....M—1ey=0,1,...,N—1.

N—1M-1 '
I(u,v) = Z Z I(x,y)e_12”(%+ﬁy).
y=0 x=0
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Introducao

-

@ Os pesos I(u,v) = Ige(u, v) + jlim(u, v) sdo nimeros
complexos, denominados coeficientes de frequéncia.

-

@ Por sua vez, cada coeficiente de frequéncia /(u, v),
u=0,1,....M—1ev=0,1,...,N — 1, pode ser expresso
como uma soma ponderada de exponenciais complexas para
x=0,1,....M—1ey=0,1,...,N—1.

N—1M-1 '
I(u,v) = Z Z I(x,y)e_12”(%+ﬁy).
y=0 x=0

@ A equacdo acima é denominada Transformada Discreta de
Fourier (TDF) e a equagdo anterior é a transformada inversa.
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Introducao

@ A TDF tem uma série de aplicagbes nas ciéncias e
engenharias, e o curso abordara seu uso no projeto de filtros
no dominio da frequéncia.
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Introducao

@ A TDF tem uma série de aplicagbes nas ciéncias e
engenharias, e o curso abordara seu uso no projeto de filtros
no dominio da frequéncia.

@ Esta aula iniciard derivando a TDF de imagens a partir da
transformada de Fourier de sinais continuos f(x) para x € R.
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Introducao

@ A TDF tem uma série de aplicagbes nas ciéncias e
engenharias, e o curso abordara seu uso no projeto de filtros
no dominio da frequéncia.

@ Esta aula iniciard derivando a TDF de imagens a partir da
transformada de Fourier de sinais continuos f(x) para x € R.

@ Depois iremos estudar os exemplos com imagens e
propriedades da TDF.
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Transformada de Fourier de um sinal continuo

@ Seja f(x) uma fung3o real e continua, sua transformada de
Fourier F(u) = Fre(u) + jFim(u) e a inversa sdo dadas por

F(u) = / f(x)e /2™ dx

—0o0

Fx) = / " )™y

—0o0
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Transformada de Fourier de um sinal continuo

@ Seja f(x) uma fung3o real e continua, sua transformada de
Fourier F(u) = Fre(u) + jFim(u) e a inversa sdo dadas por

F(u) = / f(x)e*ﬂ””xdx
il
Fx) = / F(u) e dy

—0o0

e Note que, mesmo considerando apenas fun¢des f(x) reais, a
transformada F(u) é normalmente complexa, exceto quando
f(x) é uma funcdo par (i.e. f(x) = f(—x)).
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Exemplos dteis

Alguns exemplos Uteis para derivar transformadas de sinais mais
complexos sdo:

1, se|x| < xo,
f(x) = { 0 no |c ‘c_ © F(u) = 2x,Sa(2mxou)
B ,oseful <uw, e
f(x) = 2uoSa(2muyx) { 0. nocc

Y dx—mAy) Flu)=aSr= o(u— &)

Ay m=—o00
m=—00

onde Sa(f) = Sin{,ﬁ.
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Exemplos dteis

f(x) = cos(2muyx)
dmf

onde g(x) é uma fung3o real e continua e os dois tltimos exemplos
sdo chamados teoremas da convolucao no espaco e na freqiiéncia,

respectivamente.
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Amostragem do sinal continuo

@ Seja f(x) um sinal real, continuo, par e limitado em faixa de
frequéncia [—uo, U] (i.e., ilimitado no espaco).

ey Flu}
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Amostragem do sinal continuo

@ Seja f(x) um sinal real, continuo, par e limitado em faixa de
frequéncia [—uo, U] (i.e., ilimitado no espaco).

ey Flu}

x —Lb Lh u

@ Se amostrarmos f(x) a intervalos Ay, pelas equagdes
anteriores teremos:

+oo
L) =f(x) Y 6(x—mA) Fau)= 2 2  Flu—2).

YA m=—o0
m=—o00
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Amostragem do sinal continuo

Isto é, o espectro de frequéncia F,(u) do sinal amostrado é
periédico com periodo Ai.
X

LY E (u)
H ® =1 - 1 u
& ol =
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Amostragem do sinal continuo

Isto é, o espectro de frequéncia F,(u) do sinal amostrado é
periédico com periodo Ai.
X

. /R)
H x =1 - L u
& ol =

e O sinal original pode ser recuperado por F,(u)G(u), onde

<
Glu) = {1, se |u| < wo, €

0, noc.c.
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Amostragem do sinal continuo

@ Isto equivale a convolugdo f5(x) * 2u,Sa(2mu,x), resultando
na férmula da interpolacio.

+0o0
f(x) = 20, Y f(mAL)Sa(2mus(x — mA,)).

m=—0o0
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Amostragem do sinal continuo

@ Isto equivale a convolugdo f5(x) * 2u,Sa(2mu,x), resultando
na férmula da interpolacio.

+o00
f(x) = 2Agu, Z f(mAy)Sa(2mus(x — mAy)).

m=—0o0

@ No entanto, a recuperacdo do sinal original sé é possivel se
1 .
A > 2uo (Teorema de Nyquist).
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Amostragem do sinal continuo

Observe que é computacionalmente invidvel trabalhar com f,(x)
ilimitada. Sua limitagdo f](x) = f,(x)g(x), para

(x) = 1, selx| < M2AX, e
& N 0, noc.c

equivale a convolugdo de F,(u) com G(u) = MASa(mrMAu),
gerando F(u) continuo e periédico.

r ) B W
i

M A, E

2

i
Pl
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Amostragem do sinal continuo

Também ¢ invidvel trabalhar com um espectro continuo. O
espectro F!(u) é entdo amostrado a intervalos A, = ﬁ, gerando
Io(u). Sua transformada inversa serd entdo um sinal discreto e
periédico I,(x), com periodo MA,.

V“‘J Tiw
i i
,.q’ﬂ‘ITh.‘n TS .«-ﬂah”ﬁn

" My * ol L v "
T 2 % _M g
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TDF de uma imagem 2D

Portanto, o par TDF e sua inversa

N—-1M-1

) = 303 I(x,y)e 2+ i)

y=0 x=0
N-1M-1

I(x,y) = ﬁ Z Z T(U, v)ejzw(%’Jr%)

v=0 u=0

sdo sinais 2D periddicos, mas estamos interessados apenas em
M x N amostras de um periodo.
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TDF de uma imagem 2D

@ A imagem e o espectro iniciam em (0,0) e vdo até
(M —1,N — 1), mas a visualizagdo da magnitude/fase do
espectro é centrada em (M/2, N/2).
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TDF de uma imagem 2D

@ A imagem e o espectro iniciam em (0,0) e vdo até
(M —1,N —1), mas a visualizagdo da magnitude/fase do
espectro é centrada em (M/2, N/2).

@ Isto requer uma translagdo de (—M/2,—N/2), e no caso da
magnitude, temos ainda uma transformagdo logaritmica.

\\W&‘\- ~

Imagem Magnitude da TDF
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TDF de uma imagem 2D

e As frequéncias digitais 2 = 27u e 2, = 27v em radianos por
unidade de comprimento sdo também representadas como
wx = Ay e wy, = Q,A, em radianos.
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TDF de uma imagem 2D

e As frequéncias digitais 2 = 27u e 2, = 27v em radianos por
unidade de comprimento sdo também representadas como
wx = Ay e wy, = Q,A, em radianos.
_ 1 _ 1 : N .,
@ Neste caso, u= z-ev = A, equivalem a wy = w, = 27.

X
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TDF de uma imagem 2D

@ As frequéncias digitais €2, = 27u e 2, = 27v em radianos por
unidade de comprimento sdo também representadas como
wx = Ay e wy, = Q,A, em radianos.
1 - 1 i 3 — _
@ Neste caso, u = A, eV=a, equivalem a wy = w, = 27.

—

e Estando a magnitude centrada na imagem |/(u, v)|, com
M x N pixels, temos que % = % = (i.e., o espectro varia
de —7 a ).
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TDF de uma imagem 2D

Se criarmos /(x,y) = 127 cos(2muox + 2mvoy) + 127 com M x N
pixels, teremos

I(u,v) = 206 (u — o, v — Vo) + 6(U + Uo, v + vo)] + 1276(u, v).
Para M =N =256 e u, = v, = 22, temos:

7

Z

Imagem Magnitude da TDF
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Algumas propriedades da TDF

Interpolacdo do espectro, adicionando zeros no dominio

espacial.

Rotac3o.

Distributividade e escalamento.

Translacdo.
Teorema da convolugao.
Teorema da correlacao.

Separabilidade.
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Interpolacao do espectro

O espectro de uma imagem pequena pode ser visualizado com
resolu¢ao maior se acrescentarmos zeros até obtermos o ndmero
desejado de amostras. Por exemplo, a magnitude do filtro de Sobel

X.

-1 01
-2 0 2
-1 01

Alexandre Xavier Falcdo MO443/MC920 - Introdugdo ao Proc. de Imagem Digital



Rotacao

—

Expressando /(x,y) e I(u,v) em coordenadas polares /(r,8),
x =rcos(), y =rsin(), e I(r',¢), u=r'cos(¢) e v = r'sin(¢),
temos que

I(r,0+a) < I(F,¢+a)

Por exemplo, a magnitude do filtro de Sobel Y.

-1 -2 -1
0 0 O
1 2 1
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Distributividade e escalamento

al(x,y) + bJ(x,y) <« al(u,v)+ bJ(u,v)
S/u v
I(ax,by) <« T (g, B)
A subamostragem /(ax, by) é obtida paraa>1leb>1 ea
superamostragem para 0 < a<1le 0 < b < 1. A primeira

aproxima as repeti¢des do espectro em frequéncia (podendo
ocasionar aliasing), enquanto a segunda afasta essas repeti¢des.
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Translacao

A translagdo é redefinida como deslocamento circular de /(x, y)
periddica. O mesmo sendo vélido para o dominio da freqiiéncia.

I(x+m,y+n) < WZ'WI(u,v)

Wy, Wy I(x,y) < I(u+m,v+n)

para Wy = e 427/M & Wy = e=J27/N,
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Teorema da convolucao

A convolugido discreta é redefinida como convoluggo circular (ou
periddica),

T

—-1N-1

I(x,y)* J(x,y) = I(x',y")d(x = X', x = y')

2

—

7 VYJ(u—d' v — V)
0 i

IME OM
K<\
'—‘ o

I(u,v)* J(u,v) =

/ !

I
o
<

Lu

Observe que o resultado da convolu¢do circular é essencialmente o
mesmo da convolucdo discreta para M > My + M — 1 e
N > Ny + No — 1. O teorema da convoluc3o fica, portanto,

)+ ) o T
ey I(y) & gl + Iy

T
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Teorema da correlacao

A correlagdo discreta é redefinida como correlagdo circular (ou
periédica),

[M-1N-1
(0y) © J(xry) = ¢,y )+ X x4 )
X/:Oy’:0
[M—1N-1
[(u,v)© J(u,v) = (' VY (u+ ' v+ V)|
Lu'=0 v/=0

onde I*(u/, ') é o conjugado de I(u/, /). Observe que o resultado
da correlacdo circular é essencialmente o mesmo da correlacao
discreta para M > My + My —1e N > Ny + Np, — 1. O teorema da
correlacdo fica, portanto,

I(x,y) ® J(x,y)

& T (u,v)d(u,v)
I, y)J(x,y) <

1
(MN)?

l

—

(u,v) ® J(u,v)

~
*
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Separabilidade

—

A transformada /(u, v) de I(x,y) pode ser separada em duas
transformadas 1D, uma na horizontal e outra na vertical. O
mesmo vale para a inversa.

M—-1 [ N-1 M-1
1, Y)Wy | Wi = T(x, v) W
x=0 | y=0 x=0
1 M—-1 1 N—l_' y e 1 M-1 e
M N IP(“: V) WN ] WM = M IP(u7y) WM
u=0 v=0 u=0
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