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1 Transformada Imagem-Floresta

Na aula de Introdugao a Topologia Digital (aula 4) vimos que uma relagao de adjacéncia A
entre pixels define um grafo na imagem, onde os pixels sdo os nés, (p,q) € A é uma aresta
entre pixels adjacentes e um pixel ¢ é conexo a um pixel p se existir um caminho de p a ¢
composto de pixels adjacentes no grafo. A Transformada Imagem-Floresta (IFT de Image
Foresting Transform) explora esta representagdo para reduzir problemas de processamento de
imagens baseados em conectividade em um problema de floresta de caminhos de custo minimo
(caminhos 6timos).

O custo de um caminho ¢é calculado por uma funcao dependente da aplicacao e com base
em propriedades locais da imagem— tais como brilho, gradiente, e posicao de pixel ao longo
do caminho. Para uma funcao de custo adequada, relacao de adjacéncia irreflexiva e um dado
conjunto de pixels sementes, a IFT associa a cada pixel da imagem um caminho de custo
minimo, particionando a imagem em uma floresta de caminhos 6timos onde cada arvore tem
como raiz um pixel semente e como nods os pixels da imagem mais “conexos” com a raiz do
que com qualquer outra semente, em algum sentido apropriado. A IFT gera como resultado
uma imagem anotada, onde cada pixel tem associado o predecessor no caminho 6timo, o custo
deste caminho e o pixel raiz (ou algum rétulo associado a raiz).

Exemplos de problemas redutiveis a uma IFT sao segmentacao por transformada de wa-
tershed, segmentagao baseada em conectividade fuzzy, filtragem e segmentacao por recons-
trucao morfolégica, segmentacao por crescimento de regioes, segmentacao por perseguicao de
borda, cédlculo de caminhos geodésicos, transformadas de distancia, representacao por esque-
letos multiescala, estimacao de pontos de saliéncia em curvas, e cdlculo da dimensao fractal
multiescala de uma curva.

Observe que alguns casos nao sao facilmente relacionados com um problema de particao da
imagem (e.g. reconstrucao morfolégica, perseguicdo de bordas, pontos de saliéncia). Porém,
na maioria dos casos, a solugao é obtida pela simples escolha de parametros da IFT seguida
de um processamento local da imagem anotada, em tempo proporcional ao nimero de pixels.
Este resultado é obtido com uma extensao do algoritmo de Dijkstra para multiplas fontes e
funcao de custo de caminho mais geral.



1.1 Exemplo simples

Suponha, por exemplo, a segmentacao de um objeto em uma imagem 2D em tons de cinza, onde
um pixel semente o é selecionado no interior do objeto e outro pixel semente o’ é selecionado
fora. Supondo que o objeto tem distribuigao homogeénea de brilho diferente do exterior, a
funcao de custo de caminho pode ser o valor maximo das diferengas absolutas entre os valores
dos pixels adjacentes ao longo do caminho. Podemos definir o valor de conectividade de um
pixel p com relacao ao objeto como o custo do caminho 6timo de o a p e com relagao ao
fundo como o custo do caminho 6timo de o' a p. Um pixel da imagem serd classificado como
pertencente ao objeto se sua conectividade com o objeto for maior do que sua conectividade
com o fundo. Se a segmentacgao funcionar, a arvore de caminhos 6timos com raiz o representaré
o objeto desejado.

1.2 Funcoes de custo de caminho

Cada problema requer a escolha de uma funcao f, a qual associa um custo, que provéem de
um conjunto V' ordenado de valores com valor maximo denotado por 400, para cada caminho.
Para garantir uma floresta de caminhos 6timos, esta fungao deve ser suave. Isto é, para todo
pixel ¢ € Dy, onde D; é o conjunto dos pixels de uma imagem I , deve existir um caminho
otimo 7 terminando em ¢ que deve satisfazer as condigoes estabelecidas em artigo submetido
recentemente para a IEEE TPAMI

(http://www.math.wvu.edu/ kcies/SubmittedPapers/SS17DijkstraCharacterization.pdf).

O exemplo mais comum ¢ a funcao de custo aditiva, a qual satisfaz

feum({@)) = R(q),
foum(T -, @) = foum(T) +w(p,q), (1)

onde (p,q) € A, m é qualquer caminho terminando em p, h(g) é um custo inicial (handicap
cost) fixo para qualquer caminho iniciando em ¢, e w(p, ¢) é um peso nao negativo associado
ao arco (p, q).

Um outro exemplo é a funcao de custo f.x, a qual satisfaz

fwax((@)) = h(q),
fmax(7 (P, q)) = max{ fumax(7), w(p,q)}, (2)

onde h(q) e w(p, q) sdo fixos mas arbitrarios.
De uma forma geral, os exemplos acima pertencem a classe de fungoes monotonicas-incrementais
(MI), as quais satisfazem

fa) = hlg),
f(m-Ap,q)) = f(m)©(p,q), (3)

onde h(q) é arbitrario e ® : V x A — V é uma operagao bindria que satisfaz as condigoes

(M1) 2/ > 2 =2 ® (p,q) > 2O (p,q),



(M2) z© (p,q) > =,

para quaisquer z,z’ € V e qualquer (p,q) € A, onde ® depende apenas do custo de 7 e nao
de qualquer outra propriedade de 7.

Alguns operadores requerem fungoes mais gerais que as funcoes MI. Este é o caso da funcao
feue usada em problemas que envolvem a transformada de distancia Euclideana, a qual satisfaz

feue(m - (p,q)) = d*(org(m),q), (4)

onde d é a distancia Euclideana entre dois pixels, org(m) é o pixel inicial do caminho 7. A
suavidade de f.,., porém, vai depender da relacao de adjacéncia A adotada.

1.3 Pixels sementes

O conjunto S C D; de pixels sementes restringe a busca por caminhos 6timos que iniciam em
S. Isto equivale a modificar a funcdo f de custo para f°, a qual satisfaz

() = { f(m), seorg(r) €S, } )

400, 1o caso contrario.

No caso particular de fungoes MI, isto também é equivalente a definir h(q) = +oo para pixels
q ¢ S. Note que se f for MI, entdo f° serd MI e portanto suave. Infelizmente, isto ndo ¢
necessariamente verdade se f for suave, mas niao for MI. Por exemplo, f5 . com A igual a
vizinhanga-4 é suave para |S| < 2, mas nao é suave para |S| > 3.

Observe que todas as raizes da IFT sao pixels sementes, mas nem todas sementes se trans-
formam em raizes da IFT, pois o custo de um caminho trivial (g), onde ¢ € S, pode ser maior
que o custo de um outro caminho iniciado em S com término em q.

1.4 Imagem anotada

Um mapa P de predecessores é uma funcao que associa a cada pixel ¢ € D; ou outro pixel
p € Dy, (p,q) € A, ou uma marca nil ¢ D;. No segundo caso, ¢ é dito ser uma raiz do mapa.
Uma floresta espalhada é um mapa de predecessores que nao contém ciclos— i.e., aquele que
leva todo pixel para nil em um nimero finito de iteragoes. Para qualquer pixel ¢ € Dy, a
floresta P define um caminho P*(q) recursivamente como (q), se P(q) = nil, e P*(p)- (p,q) se
P(q) = p # nil.

A IFT calcula essencialmente uma floresta P de caminhos 6timos— i.e. uma floresta espa-
lhada onde P*(q) tem custo minimo para todo ¢ € D;. Para fins de eficiéncia, a IFT também
gera um mapa de custos C' e um mapa de raizes L, onde C(q) é o custo do caminho 6timo até
q e L(q) é o pixel inicial deste caminho (ou algum rétulo associado a ele).

2 Exercicios

1. Mostre que toda fungao MI é suave.



S

. com vizinhanca-4 é suave para |S| < 2.

2. Mostre que

3. Mostre que f.,. nao é MI.



