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1 Transformada de Fourier Discreta

Considere as imagens I = (D, I'), com Ny x M pixels, e J = (Dy, J'), com Ny x My pixels, e
duas funcoes discretas Ryn(z,y) e Ryn(u,v), M = M;+ My —1e N = Ny + Ny — 1, tais que

1, sexe[0,M—1leye[0,N—1],e

Run(z,y) = {0, no c.c. (1)

1, seu€el[0,M—1eve[0,N—1], e
0, no c.c.

Run(uo) = { )

Considere as extensoes I(z,y) de I'(z,y) e J(z,y) de J'(z,y), onde zeros sdo acrescentados
na horizontal e na vertical até (M — 1, N — 1). Entao, suas extensdes periddicas I,(z,y) e

Jp(z,y), com periodos (M, N), e suas séries de Fourier discretas I;(u, v) e jp(u, v), devem ser
tais que

I'(z,y), sexe€[0,M;—1]eye€[0,N;—1], e

I@y) = L@ y) Run(z,y) = { 0, sexeM,M—1ouyeN,N—1 &
L(u,v)Ryn(u,v) = I(u,v), parau€e[0,M—1]ewve[0,N—1]. (4)

_ | J(=z,y), sexe[0,My—1leye[0,Ny—1], e
I(@,y) = Jp(@,y) Run(,y) - = { 0, sexe My, M—1]ouye [N, N1 @
jp(u,v)RMN(u,v) = j(u, v), parau€[0,M —1]lev € [0,N —1]. (6)

onde I(u,v) e J(u, v) sdo as transformadas de Fourier discretas de I(z,y) e J(z,y).
Substituindo exp " por W, e exp %~ por Wy temos

f(u, v) = Ryn(u,v) [Z_O Z__:Ol(x,y)W]\‘fW}’]y] (7)
Iey) = Run(zy) [ﬁ > ;f(u,v>WM“xW;“y] ®



1.1 Propriedades

1.1.1 Distributividade e escalamento

al(z,y) + bJ(z,y) < al(u,v)+ bJ(u,v) 9)
Iaz,by) < I (Z Z) (10)

Observe que a subamostragem I (az,by) é obtida para a > 1 e b > 1, e a superamostragem
para 0 < a <1e0<b< 1. A primeira aproxima as repeticdes do espectro em freqiiéncia
(podendo ocasionar aliasing), enquanto a segunda afasta essas repetigoes.

1.1.2 Translagao

A translacdo é redefinida como deslocamento circular de I(z,y), ou translagdo da série I,(z,y).
O mesmo sendo valido para o dominio da freqiiéncia.

L(x4+m,y+n)Run(z,y) & WIWRI(u,v) (11)
Wi ™ Wy I(z,y) + I(u+m,v+mn)Ruyny(u,v) (12)
(13)

1.1.3 Teorema da Convolugao

A convolugdo discreta é redefinida como convolugdo circular (ou periddica),

M-1N-1

=0 y'=0
M—-1N-1

I(u,v) * J(u,v) = Run(u,v) [2 ZI u' ') T (u — v—v)]. (15)

0 v'=
Observe que o resultado da convolugao circular é essen(nalmente o mesmo da convolucao dis-
creta para M > My + My —1e N > Ny + Ny — 1. O teorema da convolugao fica, portanto,

I(z,y) * J(z,y) < I(u,v)J(u,v) (16)

) (my) © mf(u, o)+ J(u, v) (17)

1.1.4 Teorema da Correlagao

A correlacio discreta é redefinida como convolugdo circular (ou periédica),

M-1N-1

I(z,y) ® J(z,y) = Run(z,y) [Z S Ly )z + 2’z +y)

z’'=0 y'=0

. M—-1N-1

I(u,v) ® J(u,v) = Run(u,v) [Z 3 W0y (u+ o v—i—v)] (19)

0v'=0



onde I;’f(u' ,v") é o conjugado de I_;,(u’ ,v"). Observe que o resultado da convolugao circular é
essencialmente o mesmo da convolucao discreta para M > My + My —1e N > N; + Ny — 1.
O teorema da correlagao fica, portanto,

I(z,y) © J(z,y) < I*(u,v)J(u,v) (20)

I(z,y)J(z,y) (Mi\f) I*(u,v) © J(u,v) (21)

1.1.5 Rotacao

Expressando I(z,y) e I(u,v) em coordenadas polares I(r,0), z = rcos(d), y = rsin(f), e
I(r', @), u = r'cos(¢) e v = r'sin(¢), temos que

I(r,0+«a) < f(r',qb—i—oz) (22)

1.1.6 Separabilidade

A transformada I| (u,v) de I(z,y) pode ser separada em duas transformadas 1D, uma na
horizontal e outra na vertical. O mesmo vale para a inversa.

M-1[N-1 M1 _
Iz, y)W | Wi = Z Iz, v)W}3} (23)
z=0 [ y=0 =0
1 M—-1 [1 N—-1 . ]\42
3 X |5 X hwowi”| wi = 4 (24)
M u=0 N v=0 ! N M M u=0

Note que para cada valor de f(:r,v), r=0,1,.... M —-1,v=0,1,...,N — 1, na Equacao 23
temos que calcular N multiplicagoes de I(z,y) por WY, y = 0,1,..., N — 1, e que para cada
valor de f(u, v),u=0,1,...,M—1,v=0,1,..., N—1, temos que calcular M multiplicagoes de
I (z,v) por WiF x=0,1,..., M —1. Portanto, a separabilidade ji permite que a complexidade
original seja reduzida de O(M?N?) para O(MN? + NM?). A transformada rdpida de Fourier
(FFT-Fast Fourier Transform) explora esta propriedade e a periodicidade das fung¢oes W3, e
W3 para reduzir a complexidade para O(M N log) +N M log)").

2 Exercicios

Demonstre todas as propriedades vistas nesta aula.



