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1 Transformada de Fourier

Seja f(z) uma funcdo real e continua, sua transformada de Fourier F(u) = {Fge(u), Fim(u)} =
Fre(u) + jFrm(u) e a inversa sdo dadas por

F) = [ (@) exprm da (1)
flz) = /_:O F(u) exp’™ du. (2)

Note que, mesmo considerando apenas funcoes f(x) reais (caso particular), a transformada é
normalmente complexa, exceto quando f(x) é uma fungao par (i.e. f(z) = f(—x)).
Alguns exemplos tteis sao:

flz) = { (1] ” '(“”f'f Tor € F(u) = 22,5a(27z,u) (3)
f(z) =2u,Sa(2muz) < F(u) = { (1): i‘; |g|CS Ug, € (4)
@)= ¥ da-mi) e F)= &S o 2) )
f(z) = cos(2muoz) <+ F(u) = 5 [6(u — uo) + 0(u + uo)] (6)

dm f N
@) o (2ruj) Fu) (7
f(@) = sin(2mu,x) < Fu) =1 [6(u+u,) — 6(u — u,)] (8)
ha) = f@)+g) o Hw) = Fu)é) 0
h(z) = f(z)g(z) ¢ H(u) = F(u) x G(u) (10)

i 0 4 ~ z . / . ~
onde Sa(f) = %, g(z) é uma funcao real e continua e os dois dltimos exemplos sdo chamados
teoremas da convoluc¢ao no espaco e na freqiiéncia, respectivamente.
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1.1 Modulagao em freqiiéncia

Suponha que F'(u) é o espectro de freqiiéncia de um sinal de voz, o qual estd limitado em faixa
[—Uo, U] (i-e. F(u) # 0, se |u| < u,, e F(u) =0, no c.c.). Sua transmissdo em um canal na
freqiiéncia u, MHz, u, >> u,, requer que f(t) seja multiplicado por uma portadora cos(27u,t)
(ou sin(2muyt)), o que pelas Equagoes 6 e 10 faz com que seu espectro seja deslocado para as
freqiiéncias u, e —u, MHz:

%F(u—up)—l— %F(u—f—up). (11)

Este processo, conhecido como modulacao em freqiiéncia, é utilizado em radio FM analégica
para transmitir simultaneamente varios canais de rddio a freqiiéncias u, diferentes.

1.2 Transformada de Fourier Discreta

Para facilitar, considere inicialmente f(z) um sinal real, continuo, par e limitado em faixa
[—Uo, U] (i-e. ilimitado no espago). Se amostrarmos f(z) a intervalos A, teremos pela com-
binacao das Equacoes 5 e 10:

@) = 1) S 6 —mAL) & Fa(u) = & S Flu— ). (12)

m=—0o0

Isto é, o espectro de freqiiéncia F,(u) do sinal amostrado é periédico com periodo A%c

Observe que podemos recuperar o sinal original a partir do espectro do sinal amostrado, ou
melhor, de suas amostras no espaco. Basta multiplicar F,(u) por uma fun¢do A,G(u), onde
G(u) é dada pela Equagdo 4. Pela Equagao 9, esta operacdo equivale a convolugao entre f,(z)
e Agg(x), onde g(z) = 2u,Sa(2mu,x), que resulta em:

+o0o
f(@) = 28u, Y. f(mA,)Sa(2mu.(z — mA,)) (13)
m=—0oQ
Esta equacao é conhecida como férmula da interpolagao, pois podemos utilizd-la com este
proposito.

Observe também que se o intervalo A, de amostragem fosse tal que A% < 2u,, entao o
sinal original ndo poderia ser recuperado devido a superposi¢iao no espectro periédico do sinal
amostrado (aliasing) Portanto, quanto menor for o intervalo de amostragem, maior serd o
intervalo A de repetigao. Idealmente R~ > 2u, para haver a recuperagao do sinal original
(Teorema de Nyquist).

Observe também que é computacionalmente invidvel trabalhar com f,(z) ilimitada. Sua
limitacdo f.(z) no espaco entre MA” MA”] é obtida pela multiplicagdo de f,(x) por uma
fungdo g(z) =1, se |z| < M82 e 0 no c.c.. Pelas Equagoes 3 e 10, isto equivale & convolugao
de F,(u) com G( )= MA SCL(ﬂ'MA u) gerando F! (u) continuo e periédico. Da mesma forma,
é computacionalmente invidvel trabalhar com um espectro continuo. O espectro F)(u) deve
entao ser amostrado a intervalos A, = ﬁ gerando um espectro discreto e periédico I,(u).
Pelas Equagoes 5 e 9, esta amostragem faz com que a inversa de I,(u) seja um sinal discreto
e periédico I,(z), com periodo MA,.




=

A transformada de Fourier discreta I(u) de um sinal I(z) provém dos coeficientes da série
de Fourier discreta I,(u) da seqiiéncia periddica e discreta I,(z),

M-—1 j2Trux
L(u) = Y L@)exp ™ (14)
=0
= Lu), uw=01...,M—1
I — p ? 7 7 7 1
() { 0, no c.c. (15)
]. M—1 g j2rux
I(z) = % > I(u)exp ™ (16)
u=0
_ L(z), z=0,1,...,.M—1
Iz) = { 0, no c.c. (17)
onde £ = 0A,, 1A, ..., (M — 1)A, no espago e u = 0A,,1A,,..., (M — 1)A, na freqiiéncia
sao representados de forma adimensional como x = 0,1,...,.M —1eu=0,1,...,M — 1. No

caso de uma imagem I = (D, ) com M x N pixels teremos:

Lwv) = X Y L,y expl 2% (18)
z=0 y=0

- fu,v, u=01,... M—1ev=0,1,...,N—1

Hu,v) = {Op( ) no c.c (19)
1 M*lN*l_, ['Qﬂ(ﬂ+ﬂ)]

I(z,y) = WZ Iy (u,v) exp?" "M TN (20)

u=0 v=0

IL(z,y), =0,1,....M—1ey=0,1,...,N—1

few) = { g0 220 1)

Note que a imagem e a transformada de Fourier discreta iniciam em (0, 0) e vao até (M —
1, N — 1). Portanto, a visualiza¢do do espectro no centro da imagem requer uma translagao
de (—M/2,—N/2), e no caso da magnitude, temos ainda uma transformacio radiométrica
logaritmica como descrito na aula 6.
As freqiiéncias digitais 2, = 27u e y = 27mv em radianos por unidade de comprimento
1

também sao representadas como w, = A, e wy, = QA em radianos. Neste caso, u = A e
v = A% equivalem a w, = w, = 27. As freqiiéncias u e v continuas sdo substituidas por u/M
e v/N discretas, u =0,1,...,M —1ewv=0,1,..., N — 1. Estando a magnitude do espectro
centrada na imagem I(u,v), com M x N pixels, temos que ¥ = ¥ = 7 (i.e. a imagem do

2 2
espectro varia de —m a 7).

2 Exercicios

1. Demonstre os pares de transformadas continuas apresentados no inicio da aula (A de-
monstra¢ao da Equacdo 5 é mais complicada, use somatdérias de cossenos). A demons-
tracao da Equagao 7 pode ser feita facilmente a partir da formula da inversa. Lembre-se
que exp’? = cos() + 7 sin(f).



2. Se Ay = 1lmm e Ay = 2mm e uma imagem possui M X N pixels com M = 256 e
N = 256, entao quais as freqiiéncias u e v continuas para u = v = 128 discretos?



