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1 Introducao

Uma transformagdo geométrica é uma fungdo que mapeia um ponto (ou vetor)— e.g.,
(71,91, 21)— em um outro ponto (ou vetor)— e.g., (o, ys, 20)— do espaco afin 1. No nosso
caso, os pontos sao os centros dos spels.
As transformacoes afins mais comuns sao: rotacao, escalonamento, translagao, e projecao.
Estas transformacoes sao obtidas por uma multiplicacao entre matrizes, com excecao da
translacao.
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Para combinar essas transformagoes usando apenas multiplicagoes entre matrizes, nés rep-
resentamos os pontos em coordenadas homogéneas. A translacao fica.
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2 Rotacao em torno do eixo z

Seja V= (0,0,1,1) o vetor que representa o eixo z com origem em (0,0,0,1), a rotacdo em
torno de z (Figura 2) modifica apenas as coordenadas z e y dos pontos, seguindo a regra da
mao direita 2. Esta rotacdo é em torno da origem e do vetor V.

'E o espaco vetorial incluindo os pontos, onde as operacoes podem envolver vetores e pontos.
2Polegar direito na direcdo e sentido de V, e os demais dedos giram para dentro da méo.
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Figura 1: Rotacao de 6 em torno de z.

Esta rotagao é representada por uma matriz R, () obtida das equagoes abaixo.

ry = rcos(a)

y1 = rsin(a)

re = rcos(fd+ )

ry = rcos(a)cos(f) — rsin(a)sin(f)

Ty = w1 co8(f) — ypsin(h)

Yy = rsin(6 + «)

yo = rcos(a)sin(f) + rsin(a) cos(6)
y2 = x1sin(f) + yi cos(0)

29 = 2
cos(f) —sin(d) 0 0
sin(#) cos(d) 0 O
Ra(6) = 0( | 0() 10
0 0 0 1

3 Rotacoes em torno dos eixos x e y

As rotagoes em torno dos eixos x e y sao obtidas de forma similar.

1 0 0 0

| 0 cos(f) —sin(f) 0

R(0) = 0 sin(d) cos(d) 0
0 0 0 1



cos(#) 0 sin(f) O

0 1 0 0

Ry(0) = | _ sin(f) 0 cos(f) 0
0 o o0 1

Note apenas que o sinal dos senos estd trocado em Ry (6), porque a rotagdo é no sentido
inverso da regra da mao direita.

4 Rotacao em torno de ponto e eixo arbitrarios

Para rotacionar um objeto em torno da origem, nds aplicamos a matriz de rotacao para todos
os pontos do objeto. Normalmente, porém, desejamos rotacionar o objeto em torno do seu
centro de gravidade. Neste caso, o objeto deve ser transladado para que seu centro de gravidade
fique na origem do sistema, aplicamos a rotacao e depois transladamos de volta o objeto para a
posicao inicial. Por exemplo, a rotagao R, (#) de um angulo 6 em torno do vetor V= (1,0,0,1)
e do centro de gravidade do objeto é dada pela transformagao abaixo aplicada a cada voxel
(21,41, 21, 1) do objeto.
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onde (tg,ty,t:,1) = (—%¢, —Ye, —2¢, 1) € 0 negativo das coordenadas (., Y., 2., 1) do centro de
gravidade do objeto. Estas coordenadas sao obtidas pela média aritmética das coordenadas
correspondentes de todos os pontos do objeto. Note que a rotagao do objeto em torno do seu
centro pode fazer com que ele caia fora do dominio da imagem. Para evitar isso, a translagao
de volta pode ser t;, = t, =, = —D/2, onde D ¢ a diagonal da imagem 3D e o domfnio da
imagem resultante deve ser maior, com D x D x D voxels.

Suponha agora uma rotagao de angulo § em torno de um vetor V = (V, Vi, V2, 1), onde
|‘7| =1, e ponto py = (o, Yo, 20, 1) arbitrarios. Seja T(—py) a matriz de translagao que define
um novo sistema com origem no ponto py (i.e., (tz,t,,t.,1) = (=0, —Yy0, —20,1)). A idéia é
aplicar esta translacao, alinhar o vetor V com um dos eixos (e.g., 0 eixo z), rotacionar de 6
em torno deste eixo, inverter o alinhamento e aplicar a translagao T(pg) de volta ao sistema
original. Seja z o eixo escolhido, o alinhamento de V com o vetor (0,0,1,1) requer rotagao em
torno do eixo x e depois em torno do eixo y conforme a Figura 2.

Lembrem que a inversa R~ de qualquer matriz de rotacdo é a sua transposta Rt 3 e que
a inversa da multiplicagao (R3jR2)™! entre duas matrizes é R, 'R;!. A operacio desejada

3Pois a inversa de uma rotacio 6 é a rotacio —@. Ao substituir # por —@ na matriz de rotacdo, vamos
observar que o resultado é a sua transposta.
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Figura 2: A rotac@o «, em torno de z, seguida da rotacao —a, em torno de y, alinha o vetor

V' com o eixo z (a esquerda). A projegao V. de V no plano yz forma o mesmo angulo o, com
o eixo z (a direita).

pode ser escrita como:
T (po)Ri () Ry (—ay )R (0) Ry (— 0y ) R () T(—po) (1)

ou ainda, como:
T(po) Ruc(—0z )Ry (ay ) R4 (0) Ry

A questao é quais sao os parametros das matrize

—~

—ay)Rx () T(=po) (2)
Ry (.) e Rx(.)? Note pela Figura 2 que:

wn

tan(a,) = “?
tan(oy,) = “fg

Note que, quando V, = 0, as equacoes acima necessitam de tratamento especial. Isto é, se
Ve =0, entao o, = 0, e se V,, # 0, entao o, = 90. O mesmo se aplica a a,. Isto ¢, se V}, = 0,
entao o, =0, e se V,, # 0, entao a, = 90.

5 Escalonamento

Fatores s, s, e s, podem ser aplicados as coordenadas dos pontos para aumentar/reduzir o
tamanho do objeto, ou mesmo refletir o objeto com relacao a um dos planos de coordenadas.

s, 0 0 O
0 s, 0 0
S(sa, 5y, 5) 0 0 s, 0
0 0 0 1

Fatores maiores que 0 e menores que 1 ocasionam reducao de tamanho, fatores maiores que 1
ocasionam aumento, e fatores menores que 0 ocasionam reflexdio. A inversa de S(s,, sy, s.) ¢

S™H(1/s4,1/8y,1/5,).



6 Projecao 3D para 2D

A projecgao é uma mudanga de sistemas de coordenadas (z,y, z) para um novo sistema (u, v, n),
onde (u,v) define um plano de visualizacao e n é o eixo perpendicular a este plano. O plano
de visualizagao contém a regiao da imagem projetada, a qual é apresentada na tela.

A projecao é obtida expressando as coordenadas de um sistema em relacdao ao outro. Para
simplificar, vamos considerar a projecao ortogonal * entre os sistemas da Figura 3. Neste caso,
a projegao ortogonal de um ponto com coordenadas (z1,y1, 21) no plano de visualizagao é dada
por u = x1, v =1y, e n = 0.

Figura 3: Sistemas de coordenadas da imagem 3D (z,y, z) e do plano de visualizagao (u, v, n)
em py = (0,0, —D/2) em relac¢do ao (x,y, z), onde D é a diagonal da imagem 3D (para evitar
cortes).

Continuamos na proxima aula.

4Observador no z = —oo e raios de projecio paralelos e orgonais ao plano de visualizacao.



